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摘 要： 模式匹配（ＭｏｄｅＭａｔｃｈｉｎｇ，ＭＭ）法分析波导不连续性问题时，通常需要已知相移常数和模式函数的解析
表达式，因此，局限于分析简单截面波导不连续性问题．本文采用四分量二维频域有限差分（２ＤＦＤＦＤ）法能够有效地
解决复杂截面波导本征模问题，本征值和本征向量分别对应相移常数和模式函数离散值，求得本征解后再利用模式匹

配法计算出波导阶梯的广义散射参数．最后，给出了矩形波导中单脊膜片和十字膜片实例，验证了混合算法的准确性
和高效性．
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１ 引言

在分析波导不连续性的各种方法中，模式匹配

（ＭＭ）法是基于严格的场理论，考虑高次模的相互影响
对切向场进行模式展开，在不连续处匹配切向场并利用

模式函数的正交和归一化条件求解广义散射矩阵，具有

速度快、精度高的优点［１］．利用模式匹配法分析波导不
连续性时，首先需要已知波导中各个模式的截止频率以

及模式函数的解析表达式，在分析简单截面波导不连续

性时，模式函数可以很容易地由正余弦函数和贝塞尔函

数表示，计算过程简单［１～５］．但是在分析截面复杂的结
构如脊波导和十字波导时，则需要通过求解超越方程以

得到截止频率［６～８］，且相应的模式函数表达式也非常复

杂［９，１０］，所以，模式匹配法更适合于分析截面形状简单

的波导不连续性问题，相比之下，数值方法可以更好地

分析复杂结构的不连续性问题，如频域有限差分

（ＦＤＦＤ）和有限元（ＦＥ）算法等．为了提高模式匹配法的
灵活性和适用性，ＡｒｎｄｔＦ等人提出了多种混合算
法［１１，１２］，其中，ＭＭ／ＦＤＦＤ混合算法是在规则区域和不规
则区域分别利用ＭＭ算法和 ＦＤＦＤ算法［１３，１４］，而ＭＭ／ＦＥ
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混合算法作为解决２Ｄ问题的典型算法［１５］，基于霍姆霍
兹方程利用２ＤＦＥ算法可以解决任意截面的波导本征
模问题，具有很高的灵活性，但是计算过程复杂，并且

由ＦＥ算法直接求解得到的是位函数，还需转化为模式
函数再进行积分运算．

本文提出用ＭＭ结合四分量２ＤＦＤＦＤ算法分析截
面形状复杂的波导不连续性问题，利用四分量 ２Ｄ
ＦＤＦＤ算法可以准确计算出规则波导中各个模式的传
播常数和离散的切向场分量［１６，１７］，通过离散的切向场

分量归一化条件可以得到模式函数的离散值，最后，匹

配不连续处切向场求解出波导阶梯的广义散射参数．
在整个计算过程中只涉及到切向的四个场分量，并且

匹配场所需求解的截止频率、波阻抗以及模式函数都

可以通过四分量２ＤＦＤＦＤ算法得到，不仅大大简化了
计算过程并且提高了ＭＭ算法的灵活性和适用性．编写
程序计算了矩形波导单脊膜片和十字膜片的广义散射

参数，与仿真软件 ＨＦＳＳ（ＨｉｇｈＦｒｅｑｕｅｎｃｙＳｔｒｕｃｔｕｒｅＳｉｍｕｌａ
ｔｏｒ）进行比较，其结果吻合良好．

２ 模式匹配法原理

根据ＭＭ算法原理［１，２］，切向场可以按照模式函数
展开，切向场可表示为

Ｅｔ＝∑
Ｍ
ｅｈｍ Ｚ槡 ｈ

ｍ（ａｈｍ＋ｂｈｍ）＋∑
Ｐ
ｅｅｐ Ｚ槡 ｅ

ｐ（ａｅｐ＋ｂｅｐ）

Ｈｔ＝∑
Ｍ
ｈｈｍ Ｙ槡 ｈ

ｍ（ａｈｍ－ｂｈｍ）＋∑
Ｐ
ｈｅｐ Ｙ槡 ｅ

ｐ（ａｅｐ－ｂｅｐ）
（１）

上式中切向场由电压模式函数 ｅ、电流模式函数
ｈ、特性阻抗 Ｚ、特性导纳 Ｙ、入射波 ａ和反射波ｂ表
示，Ｍ和Ｐ分别为ＴＥ波和ＴＭ波的模式总数，ｍ和ｐ为
相应模式索引．当特性阻抗等于波阻抗时，模式函数为
实函数且满足正交和归一化条件：

Ｓ
ｅｉ·ｅｉ＝１ （２）

Ｓ
ｅｉ·ｅｊ＝０ （３）

同时，波导中ＴＥ波和 ＴＭ波电压模式函数与电流模式
函数满足

ｅ＝
ｚ×ｔφ， ＴＥ
－ｔφ，

{ ＴＭ
，ｈ＝ｋ×ｅ （４）

其中，φ满足切向方向上的二维霍姆霍兹方程，ｋ为传
播方向单位矢量．

以图１中矩形波导阶梯为例，Ⅰ区为阶梯处大波导
区域，Ⅱ区为阶梯处小波

导区域．在 ｚ＝０处，电场
和磁场分别满足切向连

续条件，利用模式函数正

交和归一化条件，波导阶

梯两侧入射波和反射波满足

｛ａ＋ｂ｝＝Ｗ｛ａ′＋ｂ′｝ （５）
－ＷＴ｛ａ－ｂ｝＝｛ａ′－ｂ′｝ （６）

其中，ａ、ｂ和ａ′、ｂ′分别代表大波导和小波导的入射波
向量和反射波向量，Ｗ矩阵由大波导特性导纳、耦合矩
阵以及小波导特性阻抗表示如下

Ｗ＝ｄｉａｇ（槡Ｙ）Ｍｄｉａｇ（槡Ｚ′） （７）
耦合矩阵 Ｍ代表模式之间的耦合，表示为

Ｍｉｊ＝Ⅱ
ｅｉ·ｅ′ｊｄｓ′ （８）

其中，ｅｉ和ｅ′ｊ分别代表大波导和小波导中第ｉ和第ｊ个
电压模式函数．由式（５）和式（６）可以计算出广义散射矩
阵表达式如下

Ｓ１１＝－（Ｉ＋Ｗ·ＷＴ）－１（Ｉ－Ｗ·ＷＴ）

Ｓ２１＝ＷＴ·（Ｉ－Ｓ１１）

Ｓ２２＝（Ｉ＋ＷＴ·Ｗ）－１·（Ｉ－ＷＴ·Ｗ）
Ｓ１２＝Ｗ·（Ｉ＋Ｓ２２）

（９）

由以上分析可以看出，波阻抗和耦合矩阵是计算

散射参数的关键，这就需要知道波导中各个模式的截

止频率和模式函数表达式．在分析矩形波导时，我们可
以轻易得到截止频率和模式函数的解析表达式，但是

在分析截面形状复杂的波导时，截止频率和模式函数

的求解非常复杂．所以，这就迫切地需要其他解析或数
值方法来分析截面形状复杂的波导本征值特性．

３ 四分量二维频域有限差分法

本文采用四分量２ＤＦＤＦＤ算法求解截止频率和模
式函数，只涉及到切向场四个分量，由本征方程求解的

特征值和特征向量正好对应截止频率和未归一化的模

式函数，大大提高了计算效率．
在波导边界内，通过

消去麦克斯韦旋度方程

离散表达式中的纵向离

散场分量，可以得到各个

离散的切向场分量表达式，最终结果如图２所示，实线
代表的待求离散切向场分量由相邻的性质相反的场分

量表示，即每个离散点的电场分量由相邻的七个离散

点的磁场分量表示，同样，每个离散点的磁场分量由七

个相邻离散点的电场分量表示，具体的表达式如下［１６］

－ｊγｋ０
Ｅｘ（ｉ，ｊ）＝－

１
ｋ２０ｄｘｄｙ

［Ｈｘ（ｉ，ｊ－１）－Ｈｘ（ｉ＋１，ｊ－１）

－Ｈｘ（ｉ，ｊ）＋Ｈｘ（ｉ＋１，ｊ）］

＋ １
ｋ２０ｄ２ｘ
Ｈｙ（ｉ－１，ｊ）

＋１－
２
ｋ２０ｄ２( )

ｘ
Ｈｙ（ｉ，ｊ）＋

１
ｋ２０ｄ２ｘ
Ｈｙ（ｉ＋１，ｊ）

（１０）
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－ｊγｋ０
Ｅｙ（ｉ，ｊ）＝

１
ｋ２０ｄｘｄｙ

［Ｈｙ（ｉ－１，ｊ）－Ｈｙ（ｉ，ｊ）

－Ｈｙ（ｉ－１，ｊ＋１）＋Ｈｙ（ｉ，ｊ＋１）］

－ １
ｋ２０ｄ２ｙ
Ｈｘ（ｉ，ｊ－１）

－１－
２
ｋ２０ｄ２( )

ｙ
Ｈｘ（ｉ，ｊ）－

１
ｋ２０ｄ２ｙ
Ｈｘ（ｉ，ｊ＋１）

（１１）

－ｊγｋ０
Ｈｘ（ｉ，ｊ）＝

１
ｋ２０ｄｘｄｙ

［Ｅｘ（ｉ－１，ｊ）－Ｅｘ（ｉ，ｊ）

－Ｅｘ（ｉ－１，ｊ＋１）＋Ｅｘ（ｉ，ｊ＋１）］

－ １
ｋ２０ｄ２ｘ
Ｅｙ（ｉ－１，ｊ）

－１－
２
ｋ２０ｄ２( )

ｘ
Ｅｙ（ｉ，ｊ）－

１
ｋ２０ｄ２ｘ
Ｅｙ（ｉ＋１，ｊ）

（１２）

－ｊγｋ０
Ｈｙ（ｉ，ｊ）＝－

１
ｋ２０ｄｘｄｙ

［Ｅｙ（ｉ，ｊ－１）－Ｅｙ（ｉ＋１，ｊ－１）

－Ｅｙ（ｉ，ｊ）＋Ｅｙ（ｉ＋１，ｊ）］

＋ １
ｋ２０ｄ２ｙ
Ｅｘ（ｉ，ｊ－１）

＋ １－
２
ｋ２０ｄ２( )

ｙ
Ｅｘ（ｉ，ｊ）＋

１
ｋ２０ｄ２ｙ
Ｅｘ（ｉ，ｊ＋１）

（１３）
其中γ是传播常数，ｋ０是真空中的波数．ｄｘ和ｄｙ表示
在ｘ轴和ｙ轴方向上网格的尺寸．在波导边界上直接应
用切向电场和法向磁场为零的边界条件，最终得到本

征方程：

ＡＸ＝λＸ （１４）
其中本征值λ＝－ｊγ／ｋ０，本征向量 Ｘ＝［Ｅｘ，Ｅｙ，Ｈｘ，

Ｈｙ］Ｔ，Ａ为稀疏系数矩阵．利用四分量 ２ＤＦＤＦＤ算法
求得本征值后，根据传播常数与截止频率的关系可以

得到

ｋｃ＝ ｋ２０－λ２ｋ槡 ２
０ （１５）

此时，本征向量代表截止频率 ｋｃ对应的本征模切
向场离散值，而模式函数实际上就是功率归一化后的

切向场函数，所以在均匀网格的情况下，离散的电压模

式函数满足

Ｓ
ｅｉ·ｅｉ＝∑

ＪＪ－１

Ｊ＝１
∑
Ⅱ－１

Ｉ＝１
［Ｅｘ（Ｉ，Ｊ）Ｅｘ（Ｉ，Ｊ）

＋Ｅｙ（Ｉ，Ｊ）Ｅｙ（Ｉ，Ｊ）］Ｓ＝１ （１６）
其中Ⅱ和 ＪＪ分别代表划分网格的节点数，Ｓ为网格
面积，由式（１６）可以看出，模式函数的离散值即为归一
化的本征向量．本征向量对应的波形可以根据波阻抗
判断，由本征向量中相互垂直的电场和磁场离散值之

比可以计算出波阻抗，通过与由截止频率计算得到的

ＴＥ波和ＴＭ波波阻抗进行比较，就可以判断出该模式
是 ＴＥ波还是 ＴＭ波．

分析存在 ＴＥ／ＴＭ简并模的规则波导时，由式（１４）
求解的本征向量是 ＴＥ模和 ＴＭ模的混合场，通过线性
变换，简并模 ＴＥｍｎ和ＴＭｍｎ可以通过线性变换进行分解

ＥＴＥｘ
ＥＴＥｙ
ＥＴＭｘ
ＥＴＭ













ｙ

＝

Ｉ ０ Ｉ ０
０ Ｉ ０ Ｉ
０ －ｄｉａｇ（ＹＴＥ） ０ －ｄｉａｇ（ＹＴＭ）

ｄｉａｇ（ＹＴＥ） ０ ｄｉａｇ（ＹＴＭ）











０

－１

·

Ｅｘ
Ｅｙ
Ｅｘ
Ｅ











ｙ

（１７）

最终，通过式（１５）～（１７）可以计算出截止频率和模式函
数离散值，由式（７）～（９）就可以计算出波导阶梯的广义
散射参数．

４ 理论验证

本文利用Ｍａｔｌａｂ编写程序计算矩形波导（８６３６ｍｍ
×５３２８ｍｍ）中单脊膜片和十字膜片的散射参数，并给
出在２０２５ＧＨｚ频率范围内与仿真软件 ＨＦＳＳ的对比结
果．应用模式匹配法时，为了避免相对收敛问题，文献
［１８］给出了一种按照截止频率顺序选择模式的方法，实
验表明，选取各区中截止频率小于８倍频率上限（ｆｃｍａｘ
≈８×２５）的所有模式
参与计算可以得到很

好的结果．分析图 ３
中对称结构单脊膜片

时，矩 形 波 导 存 在

ＴＥｍｎ和 ＴＭｍｎ简并模，
通过式（１７）可以分离
出相互简并的模式．
同时，在分析单脊波

导时需要判断本征向量对应的波形，例如图４所示为脊
波导主模场图，通过离散点的波阻抗可以确定为 ＴＥ
波．选取矩形波导中前 １３２个模式，脊波导中前 １１６个
模式参与计算，图５给出与ＨＦＳＳ仿真结果的对比曲线，
本文方法所得结果用线段标记，ＨＦＳＳ所得散射参数幅
度和相位曲线分别用菱形和星号进行了标记．

分析图６中十字膜片时，分别选取矩形波导和十字
波导前１３２和前１０４个模式，通过离散点波阻抗可以判
断出各个模式的波形，图７给出其散射参数与 ＨＦＳＳ仿
真结果对比曲线，本文方法所得结果用线段标记，ＨＦＳＳ
所得散射参数幅度和相位曲线分别用菱形和星号进行

了标记．
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表１ 脊波导膜片计算效率比较

ＨＦＳＳ
本文方法

（模式数：１３２／１１６）
本文方法

（模式数：９１／８１）
计算时间 ６８（ｓ） ９０（ｓ） ５２（ｓ）
占用内存 １４３（ＭＢ） ６４（ＭＢ） ３７（ＭＢ）

表２ 十字波导膜片计算效率比较

ＨＦＳＳ
本文方法

（模式数：１３２／１０４）
本文方法

（模式数：１１５／９１）
计算时间 ８８（ｓ） ８４．５（ｓ） ７２（ｓ）
占用内存 １６５（ＭＢ） ５４（ＭＢ） ４５（ＭＢ）

由以上散射参数的对比示意图可以看出，本文方

法与仿真软件 ＨＦＳＳ的分析结果吻合良好，证明了本文
方法不仅计算精度高，而且适用于解决单脊波导膜片

和十字波导膜片等横截复杂的波导不连续性问题．在
相同计算机配置和精度要求下，表１给出了本文方法和
商用软件 ＨＦＳＳ分析脊波导膜片所需的计算时间和内
存资源，当采取前文所述的模式选取标准时，计算时间

与ＨＦＳＳ有一定差距，但内存节省明显，事实上，针对本
文中脊波导膜片而言，最高截止频率等于６７倍频率上
限时（ｆｃｍａｘ≈６７×２５），结果已令人满意，其计算时间和
内存可节省约４２％，均优于ＨＦＳＳ．表２给出了十字波导
膜片所需的计算时间和内存资源，其计算时间少于 ＨＦ
ＳＳ，内存节省明显，针对本文中十字波导膜片而言，在最
高截止频率等于７５倍频率上限时（ｆｃｍａｘ≈７５×２５），结
果已令人满意，其计算时间和内存分别节省了大约

１５％和１７％．

５ 结论

本文结合模式匹配和四分量二维频域有限差分法

提出了一种分析复杂截面波导不连续性的混合算法．
通过求解由二维频域有限差分法构造的切向场本征方

程，得到截止频率和模式函数离散值，再利用模式匹配

法计算出波导阶梯的广义散射参数．最后，通过实例证
明了该混合算法的准确性和高效性．这种新型算法在
很大程度上扩展了模式匹配法的适用范围，对于分析

截面形状复杂的波导不连续性问题有着广阔的应用前

景．
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