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摘 要： 高维特征选择问题是机器学习研究领域的公开问题，当前流行的１范数约束正则化解决方案存在的主
要问题是缺乏特征组选能力和特征选择能力受样本容量限制．本文从随机复杂度理论的模型冗余度最优下界推导得
出了一种易于求解的基于零－范数约束的特征选择算法模型．该算法不仅可证优化，而且具备自动特征选择能力，克
服了１范数约束方法的主要缺点，算法不依赖于对数据真实生成模型的参数假设，具有广泛的适用性．仿真实验表明
该算法在常规数据建模任务中的性能表现与１－范数约束方法相当，在真实基因数据集上的测试结果进一步验证了
该算法在高维特征空间的性能优于近期发表的一些主要算法．
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１ 引言

高维特征选择问题也称为稀疏建模问题，是当前机

器学习研究领域的三大公开理论问题之一，主要研究目

标是为了解决现有的特征建模方法在高维特征空间失

效的问题［１］．主要的理论困难包括：大样本假设不成立
导致多数经典统计学方法失效；数据的特征稀疏性致使

从经验数据出发反向建模成为病态问题（ｉｌｌｐｏｓｅｄｉｎ
ｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍ）；因特征维数过高而导致的维数灾难问
题；以及最优子集搜索问题为ＮＰｈａｒｄ问题等［２，３］．

该领域近年来一个最重要的研究方向是以套索算

法（ＬＡＳＳＯ）为代表的基于 １范数约束的正则化特征选

择方法（简称 Ｌ１方法）．由于 ＬＡＳＳＯ的可证优化和它所
具备的自动特征选择能力，使得 Ｌ１方法被视为高维特
征选择问题最有希望的解决方案［４］．然而研究表明 Ｌ１
方法自身存在着严重的理论局限性，其中最主要的问题

是 Ｌ１模型优化方程的凸性不严格，当特征高度相关时
不能保证优化解的唯一性．Ｌ１方法的另一个缺点是选
出的特征集合的势无法超越样本容量限制，这显然与特

征建模的基本原则相悖［５］．
与Ｌ１方法的研究进程遭遇理论瓶颈形成对比的

是，统计学家从理论上证明了基于零范数约束的正则
化方法（简称 Ｌ０方法）在稀疏建模问题中的性能优于
Ｌ１方法［６］．本文的研究动机即据此构造出一种新的 Ｌ０
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方法模型，使之既具备 Ｌ１方法的可证优化特性和自动
特征选择能力，同时又克服了它的理论局限．

通过借鉴随机复杂度理论有关模型复杂度编码的

基本原理，本文推导出了一个可证优化的随机复杂度

测度，称为随机复杂度最优判据（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙ
ＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＣｒｉｔｅｒｉｏｎ，ＳＣＯＣ），并据此建立了基于随机复
杂度约束的特征选择方法模型．仿真实验和真实基因
数据集上的实验数据表明，ＳＣＯＣ不仅具备Ｌ１方法的自
动特征选择能力，而且建模能力不受特征维度和样本

容量的限制，相对于已有方法在高维特征空间具备明

显的性能优势．

２ 相关工作

在特征建模研究中有两个隐含的指导原则：（１）是
以模型拟合优度（或预测精度）来评价模型的好坏；（２）
是节俭原则（ＰｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆＰａｒｓｉｍｏｎｙ，也称为奥坎姆剃刀原
则），即在从同一数据出发得到的多个性能相当的模型

中，简单模型的泛化能力也许是最好的［７］．
然而这两个原则是相互矛盾的，在实际应用中往

往越复杂的模型对数据的拟合越好［８］．因此通常将特
征选择问题定义为一个模型拟合优度与模型复杂度之

间的零和博弈问题，目标是寻求使得最坏情况下的预

测风险极小化的最优解，即 Ｍｉｎｉｍａｘ意义上的最优（极
大风险极小化）．

ＬＡＳＳＯ算法就是利用了１范数约束方程的凸性，从
而将ＮＰｈａｒｄ的最优子集搜索问题转化为能够从数学
上精确求解的凸优化问题，并借助 １范数约束条件对
参数的缩水（Ｓｈｒｉｎｋａｇｅ）效应实现了对自动特征选择．然
而ＬＡＳＳＯ的理论缺陷限制了它的实用性，为此学术界
做了大量努力，重要成果包括快速求解 ＬＡＳＳＯ的最小
角度回归方法（ＬｅａｓｔＡｎｇｌｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ，ＬＡＲＳ）［９］；通过改
进ＬＡＳＳＯ模型的凸性来提高特征组选能力的弹性网络
方法（ＥｌａｓｔｉｃＮｅｔ，ＥＮｅｔ）［５］；以及为改善 ＬＡＳＳＯ的参数估
计性能而提出的 ＡｄａｐｔｉｖｅＬＡＳＳＯ方法和 ＤａｎｔｚｉｇＳｅｌｅｃｔｏｒ
方法等［１０，１１］．尽管这些研究成果部分弥补了 ＬＡＳＳＯ的
局限性，然而实验表明改进只是局部的［１２］．

近期的研究表明 Ｌ１方法在稀疏特征空间中的决
策风险相对于Ｌ０方法渐进地趋于无穷大［６］，这一结论
为突破Ｌ１方法框架的束缚提供了新的理论依据．然而
Ｌ０方法并非新生事物，经典统计建模方法如ＡＩＣ和 ＢＩＣ
等就属于该方法范畴，且已被证明不适用于稀疏建模

任务［７］．随机复杂度理论揭示出 ＡＩＣ等传统 Ｌ０方法在
高维特征空间失效的原因在于其模型复杂度约束低于

模型冗余度最优下界［１３］．本文的工作即以此为基础，从
模型随机复杂度的最优下界出发推导出ＳＣＯＣ模型．

为验证ＳＣＯＣ模型在稀疏建模问题中的实际性能，

本文选择了两组新近发表的实验数据作为参照，分别

来自 Ｆａｎ等人提出的 ＦＡＩＲ（ＦｅａｔｕｒｅｓＡｎｎｅａｌｅｄＩｎｄｅｐｅｎ
ｄｅｎｃｅＲｕｌｅｓ）方法［１４］，和 Ｇｒｅｅｎｓｈｔｅｉｎ等人提出的 ＥＢ（Ｅｍ
ｐｉｒｉｃａｌＢａｙｅｓ）方法［１５］．理由是两者均采用了相同的公开
基因数据集，便于客观比较实验结果，且二者的实验结

果代表了目前在该领域的最好水平．选择基因芯片数
据进行算法性能测试的另一个原因是该数据在稀疏建

模研究中具有典型的代表性（样本容量远低于特征维

度），与一般的低维 ＵＣＩ基准数据集相比更能够反映出
特征选择算法在性能上的优缺点．

３ 算法细节

３１ ＳＣＯＣ的数学模型
首先定义数据生成模型的符号表示如下：

Ｙｎ×１＝Ｘｎ×ｐβｐ×１＋εｎ×１ （１）
其中响应向量 Ｙ包含ｎ维样本观测值，Ｘ表示ｐ维特
征空间的特征观测值，β＝（β１，…，βｐ）表示 ｐ维特征参
数向量，ε～Ｎ（０，σ２）为高斯噪音．

以 ｘｎ表示观测数据，ｆθ（ｘ
ｎ）表示从样本得到的似

然函数，由此得到定义在特征空间Θ上的模型参数族

Ｍ（ｘｎ）＝｛ｆ（ｘｎ｜θ）：θ∈ΘＲｐ｝．依据香农的源信道编
码理论可知采用参数模型 Ｍ（ｘｎ）对数据 ｘｎ进行无损编
码所能达到的平均最短编码长度为－ｌｏｇｆθ（ｘ

ｎ），即熵的

下确界．
接下来考虑对参数模型自身的编码，由于对模型

复杂度的直接编码已经被证明是不可计算的，因此在

随机复杂度理论中，采用 ＫＬ距离（ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒＤｉ
ｖｅｒｇｅｎｃｅ）作为衡量观测模型与真实模型复杂度之间相
对偏差的测度［１３］．设数据的真实生成模型为 ｑ（ｘｎ），由
ＫＬ距离的定义：

ＫＬ（ｑ，ｆθ）＝Ｅθｌｏｇ
ｑ（ｘｎ）
ｆθ（ｘ

ｎ）
＝Ｅθ｛－ｌｏｇｆθ（ｘ

ｎ）－［－ｌｏｇｑ（ｘｎ）］｝

（２）
ＫＬ距离也被称为模型冗余度，表示用估计分布 ｆθ（ｘ

ｎ）

替代真实分布 ｑ（ｘｎ）时所需的额外编码长度．由此得到
参数模型的随机复杂度定义［１３］：

ＳＣ（ｘｎ）＝－ｌｏｇｆθ（ｘ
ｎ）＋ＫＬ（ｑ，ｆθ） （３）

Ｒｉｓｓａｎｅｎ证明了模型冗余度具有如下 Ｍｉｎｉｍａｘ意义上的
最优下界［１６］：

ｍｉｎ
ｆ
θ

ｓｕｐ
θ∈Θ
ＫＬ（ｑ，ｆθ）＝

ｋ
２ｌｏｇ

ｎ
２πｅ＋

ｌｏｇ∫Ｋ
ｄｅｔＩ（θ槡 ）ｄθ＋Ｏ（１）

（４）
其中 Ｋ为参数空间Θ的紧子集，ｋ表示进入模型的参
数个数，Ｉ（θ）为参数向量θ的 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵．根据式
（１）和式（４），考察特征参数θｉ对应的 Ｆｉｓｈｅｒ信息量有：
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Ｉ（θｉ槡 ）＝ Ｅ［（ｄｄθｉ
ｌｏｇｆ（ｘｉ｜θｉ））２槡 ］

＝∫
＋∞

－∞
（
ｘｉ－θｉ
σ
２ ）２

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ－
（ｘｉ－θｉ）２

２σ２
ｄθ槡 ｉ

＝ １
σ槡２ （５）

上式表明θｉ对应的Ｆｉｓｈｅｒ信息量在实数域上服从均匀
分布（Ｊｅｆｆｒｅｙ′ｓＰｒｉｏｒ的基本性质），这与 Ｌａｐｌａｃｅ的概率无
差别原则是一致的．由于随机复杂度理论考虑的是对
数据的理想编码长度，而不关心参数模型的具体形式，

因此可根据概率无差别原则进一步假设 Ｉ（θ）正交，于
是有：

ｄｅｔＩ（θ槡 ）＝ｄｅｔ Ｉ（θ槡 ）＝（１
σ
２）
ｋ
２ （６）

将σ
２的极大似然估计σ^

２＝‖Ｙ－Ｘ^β‖２／ｎ带入上
述关系式中，经整理得到：

ｉｎｆ
ｆ
θ

ｓｕｐ
θ∈Θ
ＳＣ（ｘｎ）＝－ｌｏｇｆθ（ｘ

ｎ）＋ｋｌｏｇｎ－ｋ２ｌｏｇ‖Ｙ－Ｘ^β‖
２＋Ｃ

（７）
其中 Ｃ为与参数模型无关的常数．以下本文约定以
Ｍ－（ｘｎ）表示当前的备选模型，Ｍ＋（ｘｎ）表示新增一维
特征后得到的新备选模型．以 ｆθ（ｘ

ｎ，Ｍ－）表示采用
Ｍ－（ｘｎ）得到的极大似然，ｆθ（ｘ

ｎ，Ｍ＋）表示新增一维特
征后的极大似然．当在模型 Ｍ＋（ｘｎ）和 Ｍ－（ｘｎ）之间进
行比较时，由式（７）出发直接得到二者的随机复杂度之
差的计算表达式如下，本文将其定义为ＳＣＯＣ判据：

ＳＣＯＣ＝ＳＣ（Ｍ＋）－ＳＣ（Ｍ－）＝ｌｏｇ
ｆθ（ｘ

ｎ，Ｍ－）
ｆθ（ｘ

ｎ，Ｍ＋）

＋ｌｏｇｎ－１２ｌｏｇ‖Ｙ－Ｘ^β‖
２ （８）

３２ 采用ＳＣＯＣ判据进行特征选择
根据 ＳＣＯＣ判据的性质将特征选择问题定义为一

个零范数约束的优化问题，目标是在特征空间中寻找
满足如下优化条件的β^：

β^ ＝ａｒｇｍｉｎ
β

｛－ｌｏｇｆθ（ｘ
ｎ）｝，

其中：‖β‖０＝∑
ｐ

ｉ＝１
ｉｎｄ（βｉ）＝ｃ（ｃ＞０）

（９）

由多元正态分布公式可知对于线性模型（１）有如

下关系成立：

－２ｌｏｇｆ（ｘｎ）＝ｎｌｏｇ‖Ｙ－Ｘ^β‖２＋ｎｌｏｇ（
２πｅ
ｎ）（１０）

将式（１０）代入式（９），根据 Ｗｏｌｆｅ对偶理论可知优
化问题（９）的对偶问题可以表达为：

β^＝ａｒｇｍｉｎ
β

｛
ｎ
２ｌｏｇ‖Ｙ－Ｘβ‖

２＋λ‖β‖０｝ （１１）

其中参数λ表示参数向量β^中的单位元素向模型

中引入的模型复杂度增量．注意到式（８）等号右侧除第
一项外的其余两项之和即为新增特征所带来的模型复

杂度增量，由于式（７）给出的随机复杂度达到 Ｍｉｎｉｍａｘ
意义上的最优，因此λ可以显式地表示为：

λ＝ｌｏｇｎ－
１
２ｌｏｇ‖Ｙ－Ｘ^β‖

２ （１２）

注意λ的取值在特征选择过程中随参数模型的复

杂度增加呈非线性递增，这一性质确保了节俭原则的

实现．通过上述推导将非凸优化问题（９）简化为一个凸
优化问题，确保了解的存在性和唯一性．该问题在实际
应用中可通过分步回归法自动求得经验解，从而实现

自动特征选择．方法是：设初始模型为空集，每轮迭代
向模型中增加一维使似然估计值最大的特征，然后通

过计算相邻模型的 ＳＣＯＣ值决定模型的取舍，如果
ＳＣＯＣ值小于０，则拒绝 Ｍ－（ｘｎ）模型，并接受 Ｍ＋（ｘｎ）
模型，继续执行下一轮迭代；反之若 ＳＣＯＣ值大于０，则
拒绝 Ｍ＋（ｘｎ）模型，特征选择过程结束，输出 Ｍ－（ｘｎ）．

４ 实验结果分析

４１ 仿真实验结果分析

本文采用糖尿病公开数据集进行仿真测试，并就

实验结果与 ＬＡＲＳ和 ＥＮｅｔ等两种经典 Ｌ１方法进行比
较．该数据集包含 ４４２个糖尿病实例，每组实例包含
１０个基本特征．

图１记录了ＳＣＯＣ与ＬＡＲＳ和ＥＮｅｔ等算法在糖尿病
数据集上的实验结果，图 １（ａ）、（ｂ）和（ｃ）分别显示了
三种算法在范数约束条件逐步放宽的情况下，参数特

征先后进入模型的顺序．图中的横坐标为归一化后的
模型复杂度约束条件，纵坐标为相应的特征回归系数，

图中与纵坐标平行的虚线指出了根据残差平方和的１０
轮交叉验证结果选出的最优模型

的位置．
图１（ａ）清晰地展示了 ＳＣＯＣ
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

 糖尿病数据下载地址：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ－
ｓｔａｔ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ／～ｈａｓｔｉｅ／Ｐａｐｅｒｓ／ＬＡＲＳ／

ＬＡＲＳ和ＥＮｅｔ算法程序来源：ｈｔｔｐ：／／
ｗｗｗ２．ｉｍｍ．ｄｔｕ．ｄｋ／ｐｕｂｄｂ／ｖｉｅｗｓ／ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎ－
ｄｅｔａｉｌｓ．ｐｈｐ？ｉｄ＝３８９７



的自动特征选择能力，从图中可以看出特征按照 ＢＭＩ、
Ｓ５、ＢＰ、Ｓ１、ＳＥＸ、Ｓ２、Ｓ４、Ｓ６、Ｓ３、ＡＧＥ的顺序逐一进入模
型，与ＬＡＲＳ和 ＥＮｅｔ的实验结果相比较，可以看出三者
选出的最优模型是一样的，即特征集合｛ＢＭＩ，Ｓ５，ＢＰ｝．
需要说明是为了绘图演示的需要，试验中对 ＳＣＯＣ算法
的模型约束条件进行了人为调整以便使１０个特征全部
得以进入模型．由于 ＳＣＯＣ判据是可证优化的，因此在
实际应用中不需要像 ＬＡＲＳ和 ＥＮｅｔ一样借助交叉验证
等手段来经验地选择最优模型，这也是 ＳＣＯＣ算法的一
个突出的优点．为验证这一点，采用分布回归法进行测
试，结果表明 ＳＣＯＣ恰好自动选出了经上述交叉验证得
出的最佳模型，即特征集合｛ＢＭＩ，Ｓ５，ＢＰ｝，由此进一步
验证了 ＳＣＯＣ算法具有比 Ｌ１方法更为理想的自动特征
选择能力．
４２ 真实数据实验结果分析

为客观验证 ＳＣＯＣ算法的实验性能，本文选择三组
真实基因数据进行测试，并就有关结果与 ＦＡＩＲ和 ＥＢ
算法进行比较［１４，１５］．三组公开数据集分别是肺癌数据
集（Ｌｕｎｇｃａｎｃｅｒ）、前列腺癌数据集（Ｐｒｏｓｔａｔｅｃａｎｃｅｒ）和白
血病数据集（Ｌｅｕｋｅｍｉａ），其共同特点是特征维度远高于
样本容量，特征相关程度高，是典型的稀疏建模问题．
关于这三组数据集的基本信息总结于表１（数据来源参
见文献［１４］）．

表１ 三组基因芯片公开数据集的组成情况一览表

数据集 样本数 特征数
训练集 测试集

正例 反例 合计 正例 反例 合计

Ｌｅｕｋｅｍｉａ ７２ ７１２９ ２７ １１ ３８ ２０ １４ ３４
Ｌｕｎｇｃａｎｃｅｒ １８１ １２５３３ １６ １６ ３２ １５ １３４ １４９
Ｐｒｏｓｔａｔｅ １３６ １２６００ ５２ ５０ １０２ ２５ ９ ３４

表２ ＳＣＯＣ、ＦＡＩＲ与 ＥＢ算法的基因选择实验结果一览表

Ｌｅｕｋｅｍｉａ Ｌｕｎｇｃａｎｃｅｒ Ｐｒｏｓｔａｔｅｃａｎｃｅｒ
ＴＲＥ ＴＥＥ ＃Ｇ ＴＲＥ ＴＥＥ ＃Ｇ ＴＲＥ ＴＥＥ ＃Ｇ

ＳＣＯＣ ０／３８ １／３４ ８ ０／３２ １３／１４９ ２０ １／１０２ ４／３４ １４
ＥＢ ０／３８ ３／３４ ａｌｌ ０／３２ １／１４９ ａｌｌ ３８／１０２ ４／３４ ａｌｌ
ＦＡＩＲ １／３８ １／３４ １１ ０／３２ ７／１４９ ３１ １０／１０２ ９／３４ ２

表２记录了三种算法在全部数据集上的实验结果，
内容包括训练误差（ＴＲＥ），测试误差（ＴＥＥ），以及各算法
选出的基因表达式特征数目（＃Ｇ）．从中可以看出在白
血病数据集上 ＳＣＯＣ的训练和测试误差均优于 ＦＡＩＲ和
ＥＢ．在前列腺癌数据集上，ＳＣＯＣ的训练和测试误差均优
于ＦＡＩＲ，其测试误差与 ＥＢ相同，但训练误差远低于 ＥＢ
算法．然而在肺癌数据集上，ＳＣＯＣ的测试误差明显高于
其他两种算法，经分析造成这种情况的原因可能有两

种，一是由于肺癌数据集的训练集和测试集的样本分布

不均衡（正反样本比例分别为１６∶１６和１３４∶１５）而造成训
练时的参数估计有偏差，第二种可能是 ＳＣＯＣ算法选出

的特征集合不能够准确反映数据的真实情况．
为检验上述两种假设中哪一个是影响算法性能的

主要因素，本文参照文献［１４］的试验方法进行了交叉验
证测试．方法是将肺癌数据集的训练集与测试集合并
后，从中抽取其中的 Ｓ％作为新的测试集，以剩余的（１
－Ｓ％）作为训练集进行特征选择实验．分别取 Ｓ＝
｛０３，０４，０５，０６，０７，０８｝，对每个 Ｓ的取值均重复随
机采样测试１００次．另外分别从正反样本中各随机抽取
１６个实例组成新的训练集，以剩余的 １４９个样本作为
测试集同样进行 １００轮测试，所得结果作为基准数据
（ｂａｓｅｌｉｎｅ）．

图２以箱线图的形式记录了 ＳＣＯＣ算法在上述实
验条件下的测试误差情况，其中横坐标表示六种不同

的采样比例以及基准测试（虚线右侧），纵坐标给出了

采用 ＳＣＯＣ算法建立的特征模型在测试集上的分类误
差占测试样本的百分比．从图中可以看出 ＳＣＯＣ算法在
肺癌数据集的各种划分情况下的测试分类误差水平变

化不大，且优于ＦＡＩＲ算法给出的结果（７／１４９≈４７％），
说明采用ＳＣＯＣ算法建模能够准确筛选出包含数据真
实信息的特征集合．通过进一步查看 ＳＣＯＣ在基准划分
方式下的交叉验证结果，可以看到其分类错误率指标

接近于 ＦＡＩＲ的测试结果，由此证明了前述分析中的第
一种原因成立，即训练样本的不均衡是导致分类误差

水平较高的根本原因．

综上所述，ＳＣＯＣ算法在真实基因数据上表现出的
实验性能从整体上优于 ＦＡＩＲ和 ＥＢ算法，采用该算法
对数据进行建模能够获得良好的分类准确性，算法稳

定性和泛化能力较好．

５ 结论

本文从随机复杂度理论的基本结论出发推导得出

了一个可证优化的特征选择判据（ＳＣＯＣ），并据此提出
了一个基于零 －范数约束的特征选择算法模型．实验
结果表明ＳＣＯＣ算法模型具备接近于主流 Ｌ１方法的自
动特征选择能力，在处理特征高度稀疏的基因选择任

务时，算法性能总体优于现有的代表性稀疏建模方法．
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从ＳＣＯＣ模型的推导过程可知模型优化方程的凸性严
格，确保了问题解的唯一性，且算法不受样本容量影

响，从而克服了 Ｌ１方法的理论局限性．本文理论研究
价值在于证明了 Ｌ０方法同样适用于稀疏建模任务，为
稀疏建模研究突破 Ｌ１方法框架的束缚提供了实验证
据．由于稀疏建模方法在生物信息学、图像分析和文本
数据挖掘等众多相关领域有着现实而广泛的应用需

求，因此本文的成果不仅具有理论意义，也具有一定的

实践推广价值．
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