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摘 要： 在一般平移不变子空间框架下讨论信号的有限非一致采样重建的问题．基于信号的子空间表示，本文
给出一般信号在ｍｉｎｍａｘ插值准则下的最优插值方法以及相应的非迭代算法．该方法可以导出著名带限信号的 Ｙｅｎ
插值．数值实验表明所给方法能十分有效地重建信号．
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１ 引言

信号由非一致采样进行信号的插值问题是信号处

理理论中经常研究的一个问题，并应用于天线与不规则

分布阵列分析设计，Ｘ射线成像（ｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ），射点天文
（ａｓｔｒｏｎｏｍｙ），合成孔径雷达（ａｐｅｒｔｕｒｅｒａｄａｒ）等［１～３］．一个
关键的问题就是从信号的有限个采样点给出信号在给

定区间上的理想重建．在现有文献中，一些由有限多个
非一致采样对信号的插值方法被提出［４～１０］，特别是针

对带限信号，Ｙｅｎ插值是非常有名的，被证明在许多准
则下是最优的，并广泛应用到许多问题中．

针对一般平移不变空间中的信号的重建和插值也

被许多学者进行了研究［７～１６］．在非迭代插值算法中，理
想的插值公式是非常期待的．下用无限求和公式作截
断，得到的重建公式不是理想的．依据最小方，极小能量
等准则得到的插值是比较理想的，如Ｙｅｎ插值公式和一
些针对样条函数类信号的插值，特别是Ｙｅｎ插值器被证
明在极小能量、最小均方等多种准则下是最佳的［５］．迭
代算法通常也是有效的且数值稳定性好，但需要有较强

的采样密度和大的运算代价．

众所周知，信号的插值在样点附近一般有较好的逼

近效果，而在距离样点远的位置插值效果要差一些．文
［１６］对信号插值的敏感性作了分析．因此，衡量信号的
插值性能的最有效的准则是用点态方式，即衡量插值在

特定点上重建的可信度，ｍｉｎｍａｘ准则是常用的［５～８］．本
文研究 ｍｉｎｍａｘ差准则下的最优插值问题，在平移不变
空间的框架下给出一般插值方法，可以获得理想的重建

效果．这样的插值不仅可应用于非带限信号，而且可用
于多尺度函数空间和多小波空间，同时也非常容易推广

到多维情况．特别一提的是，我们的插值方法在带限情
况下又导出Ｙｅｎ插值器，这一方面表明Ｙｅｎ插值器也是
ｍｉｎｍａｘ准则最优的，另一方面也表明我们的插值是
Ｙｅｎ型插值在一般平移不变空间的推广．此外，我们给
出新插值的一个有效算法通过最小二乘法求得信号的

插值，避免了因求插值公式需要求逆矩阵带来的数值稳

定性问题．

２ ｍｉｎｍａｘ插值问题

本文我们假设信号是属于某个平移不变空间，它不

仅包含了带限信号和其他常用信号，更被广泛用于小波
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理论和逼近理论．为了方便，我们主要讨论一维信号，
但允许平移不变空间有多生成元．
用 Ｌ２（Ｒ）表示一维能量有限信号空间，‖ ｆ‖２

＝∫
∞

－∞
｜ｆ（ｔ）｜２ｄｔ是信号ｆ（ｔ）能量，＜，＞表示内积．给

定 Ｋ个函数φ１（ｔ），φ２（ｔ），…，φＫ（ｔ）∈Ｌ
２（Ｒ），由它们生

成的平移不变空间为

Ｘ＝ｃｌｏｓｅ｛ｆ（ｔ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
∑
ｎ
ｃｋ（ｎ）φｋ（ｔ－ｎ）

：（ｃｋ（ｎ））∈ｌ２，ｋ＝１，２，…，Ｋ｝
称φ１（ｔ），φ２（ｔ），…，φＫ（ｔ）是 Ｘ的生成函数或尺度函
数．为使信号表示稳定，假定｛φｋ（ｔ－ｎ）：ｎ∈Ｚ，ｋ＝１，
２，…，Ｋ｝构成 Ｘ的一个框架，即存在常数 ０＜Ａ≤Ｂ＜
＋∞使得，对任意的 ｆ∈Ｘ，

Ａ‖ｆ‖２≤∑
Ｋ

ｋ＝１
∑
ｎ
｜＜ｆ，φｋ（ｔ－ｎ）＞｜

２≤Ｂ‖ｆ‖２

（１）
使上式成立的最大 Ａ和最小Ｂ分别称为框架下界和上
界．记｛φｋ（ｔ－ｎ）：ｎ∈Ｚ，ｋ＝１，２，…，Ｋ｝的对偶框架为
｛ψｋ，ｎ｜ｋ＝１，２，…Ｋ，ｎ∈Ｚ｝，它的框架下、上界分别为
Ｂ－１和 Ａ－１．
为使平移空间 Ｘ的采样有意义及插值可行，我们

一步假设，存在常数 Ｃ＞０，使得∑
Ｋ

ｋ＝１
∑
ｎ
｜φｋ（ｔ－ｎ）｜＜

Ｃ，ｔ∈［０，１）．
对于 ｆ（ｔ）∈Ｘ及它的Ｍ个采样ｆ（ｔ１），ｆ（ｔ２），…，

ｆ（ｔＭ），我们采用珓ｆ（ｔ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（ｔ）ｆ（ｔｍ）来插值 ｆ（ｔ），

并采用ｍｉｎｍａｘ误差准则

ε（τ）＝ｍｉｎ
｛ｈｍ｝
ｓｕｐ
ｆ∈Ｘ，ｆ≠０

｜ｆ（τ）－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｆ（ｔｍ）｜

‖ｆ‖
（２）

以这个准则给出的插值能以好的局部性逼近原信号．
在文［５～８］中，作者研究了带限信号的 ｍｉｎｍａｘ插值，
这里，我们在一般平移不变空间中给出 ｍｉｎｍａｘ插值公
式及其算法．

３ ｍｉｎｍａｘ插值

给定信号 ｆ（ｔ）∈Ｘ的Ｍ个采样ｆ（ｔ１），ｆ（ｔ２），…，
ｆ（ｔＭ），τ是任意一点．我们考虑下述优化问题

ｍｉｎ
｛ｈｍ｝
ｓｕｐ
ｆ∈Ｘ，ｆ≠０

｜ｆ（τ）－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｆ（ｔｍ）｜２

‖ｆ‖２
（３）

记珓ｆ（ｔ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（ｔ）ｆ（ｔｍ），可知珓ｆ（τ）＝∑

ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
＜

ｆ，ψｋ，ｎ＞∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）．于是

｜ｆ（τ）－珓ｆ（τ）｜２＝｜∑
ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
＜ｆ，ψｋ，ｎ＞［φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）］｜

２

≤∑
ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
｜＜ｆ，ψｋ，ｎ＞｜

２∑
ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
｜φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）｜

２

≤Ａ－１·‖ｆ‖２·∑
ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
｜φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）｜

２

为了简明起见，将上式写成向量形式

｜ｆ（τ）－珓ｆ（τ）｜２≤Ａ－１‖ｆ‖２·∑
Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ－∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２

其中，ｅＴｋ，τ＝（φｋ（τ－ｎ））ｎ，ｅ
Ｔ
ｋ，ｍ＝（φｋ（ｔｍ－ｎ））ｎ，ｋ＝１，

２，…，Ｋ．于是由上式我们得到

ｓｕｐ
ｆ∈Ｖ（φ１，φ２，…，φＫ）

ｆ≠０

｜ｆ（τ）－珓ｆ（τ）｜２

‖ｆ‖２
≤Ａ－１∑

Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ－∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２

另一方面，由 Ｂ－１‖ｆ‖２≤∑
Ｋ

ｋ＝１
∑
ｎ
｜＜ｆ，ψｋ，ｎ＞｜

２≤

Ａ－１‖ｆ‖２，可以得到

ｓｕｐ
ｆ∈Ｖ（φ１，φ２，…，φＫ）

ｆ≠０

｜ｆ（τ）－珓ｆ（τ）｜２

‖ｆ‖２

＝ ｓｕｐ
ｆ＝∑

ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）φｋ（ｔ－ｎ）

‖ｆ‖≤１

∑
ｎ
∑
ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）［φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）］

２

≥ ｓｕｐ
ｆ＝∑

ｎ
∑
ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）φｋ（ｔ－ｎ）

‖｛ｃｋ（ｎ）｝‖
２
≤Ｂ

－１

∑
ｎ
∑
ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）［φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）］

２

＝ ｓｕｐ
‖｛ｃｋ，ｎ｝‖

２
≤Ｂ

－１∑
ｎ
∑
ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）［φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）］

２

＝Ｂ－１∑
Ｍ

ｍ＝１
‖ｅｋ，τ－∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２ （４）

这样我们就得到

Ｂ－１∑
Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ－∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２

≤ ｓｕｐ
ｆ∈Ｖ（φ１，φ２，…，φｋ）

ｆ≠０

｜ｆ（τ）－珓ｆ（τ）｜２

‖ｆ‖２

≤Ａ－１∑
Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ－∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２ （５）

因此，极小化ε（τ）
２等价于极小化 Ｅ（τ）＝∑

Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ－
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∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２，从而，优化问题（３）近似地等价于

ｍｉｎ
｛ｈｍ｝
∑
Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ－∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２ （６）

特别当 Ａ＝Ｂ及Ａ≈Ｂ时，ｍｉｎｍａｘ插值问题就可
完全由上述极小化得到．

为了极小化 Ｅ（τ），我们将其进一步表示为

Ｅ（τ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ‖

２－２∑
Ｋ

ｋ＝１
ｅＴｋ，τＡｋＨ（τ）

＋ＨＴ（τ）∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋＡ( )ｋＨ（τ） （７）

这里，Ｈ（τ）＝（ｈ１（τ），ｈ２（τ），…，ｈＭ（τ））Ｔ，Ａｋ＝（ｅｋ，１，ｅｋ，２，

…，ｅｋ，Ｍ），ｋ＝１，２，…，Ｋ．Ｅ（τ）的梯度为 
Ｅ（τ）
Ｈ（τ）

＝

－２∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋｅｋ，τ＋２∑

Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋＡｋＨ（τ）．由

Ｅ（τ）
Ｈ（τ）

＝０可以得到

Ｈ（τ）＝ ∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋＡ( )ｋ －１

∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋｅｋ，τ （８）

可以证明，∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋＡｋ是可逆的当且仅当采样点是

非冗余的，即不存在不全为零的常数λ１，λ２，…，λＭ使

对任何ｆ∈Ｖ（φ１，φ２，…，φＭ），∑
Ｍ

ｌ＝１
λｌｆ（ｔｌ）＝０．当采样冗

余时，任何函数在一些采样点处的样值实际上是可以

由其他样值表示出来的，这样的“多余”采样点可以通

过取定多个已知函数来判断，加以剔除，不影响信号的

重建．当仅有一个尺度函数时，上述矩阵的逆可以由广
义逆来代替．

定理 对于任意的 ｆ（ｔ）∈Ｖ（φ１，φ２，…，φＫ），已知
它在 Ｍ个非冗余得到采样点ｔ１，ｔ２，…，ｔＭ∈［ａ，ｂ］处的
样值，那 么 当 （ｈ１（ｔ），ｈ２（ｔ），…，ｈＭ（ｔ））Ｔ ＝

∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋＡ( )ｋ －１

∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋｅｋ，ｔ时，珓ｆ（ｔ）＝∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（ｔ）ｆ（ｔｍ）是

ｆ（ｔ）的 ｍｉｎｍａｘ最佳插值，并且误差为

ε（ｔ）＝ｍｉｎ
｛ｈｍ｝

ｓｕｐ
ｆ∈Ｘ，‖ｆ‖≤０

｜ｆ（ｔ）－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（ｔ）ｆ（ｔｍ）｜

≤槡Ｂ ∑
Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，ｔ－Ａｋ（∑

Ｋ

ｌ＝１
ＡＴｌＡｌ）－１∑

Ｋ

ｍ＝１
ＡＴｍｅｍ，ｔ‖[ ]２ １／２

（９）
式（９）可由式（８）代入式（７）得到，它给出了 ｍｉｎｍａｘ插
值的点态误差，能反映插值的敏感性［１７］．

当信号空间只有一个尺度函数φ（ｔ）时，我们可以
将最小最大插值向量写成 Ｈ（τ）＝（ＡＴＡ）－１ＡＴｅτ＝Ａ

＋

ｅτ，这里 Ａ＝（ｅ１，ｅ２，…，ｅＭ），ｅτ＝（φ（τ－ｎ））
Ｔ
ｎ，ｅｍ＝

（φ（ｔｍ－ｎ））
Ｔ
ｎ，ｍ＝１，２，…，Ｍ．由此我们可看到，最佳插

值向量 Ｈ（τ）正好是向量 ｅτ到由ｅ１，ｅ２，…，ｅＭ张成空
间上的正交投影．所以珓ｘ（ｔ）∈Ｖ（φ）且 ｘ（ｔｍ）＝珓ｘ（ｔｍ），

ｍ＝１，２，…，Ｍ．这表明信号的最小最大插值能在采样
点上精确重建信号．特别地对一维带限信号 ｘ（ｔ），其最
高频率不超过σ＞０．取尺度函数φ（ｔ）＝ｓｉｎｃσｔ＝
ｓｉｎπσｔ／πσｔ．对于任意两个采样点 ｔｌ，ｔｍ，有

∑
ｎ
ｓｉｎｃσ（ｔｌ－ｎＴσ）ｓｉｎｃσ（ｔｍ－ｎＴσ）＝ｓｉｎｃσ（ｔｍ－ｔｌ）＝

φ（ｔｍ－ｔｌ）．于是，当采样点 ｔ１，ｔ２，…，ｔＮ互相不同时，矩
阵 ＡＴＡ是可逆的，这里 Ａ＝（ｅ１，ｅ２，…，ｅＭ），ｅτ＝（φ（τ
－ｎＴσ））

Ｔ
ｎ，ｅｍ＝（φ（ｔｍ－ｎＴσ））

Ｔ
ｎ，ｍ＝１，…，Ｍ．由文献

［４］知，我们得到的ｍｉｎｍａｘ插值正好是 Ｙｅｎ插值．所以
ｍｉｎｍａｘ插值可以看作Ｙｅｎ插值在移不变空间信号空间
的推广．

对二维信号，取一个尺度函数φ（ｓ，ｔ）∈Ｌ
２（Ｒ２）及

ｘ（ｓ，ｔ）＝∑
ｍ，ｎ
ｃｍ，ｎφ（ｓ－ｍ，ｔ－ｎ），∑

ｍ，ｎ
｜ｃｍ，ｎ｜２＜＋∞．类似于

上述方法可以得到它的 ｍｉｎｍａｘ插值为珓ｘ（ｓ，ｔ）＝

∑
Ｍ

ｍ＝１
ｘ（ｓｍ，ｔｍ）ｈｍ（ｓ，ｔ），其中Ｈ（ｓ，ｔ）＝（ｈ１（ｓ，ｔ），…，ｈＭ（ｓ，

ｔ））Ｔ＝Ｔ－１ｂ，ｂ＝（＜Φ１，Ｈｓ，ｔ＞，…，＜ΦＭ，Ｈｓ，ｔ＞）Ｔ，矩阵
Ｈｔ，ｓ，Ｔ及Φｋ由 Ｈｔ，ｓ（ｎ，ｍ）＝φ（ｓ－ｎ，ｔ－ｍ），Ｔ（ｎ，ｍ）＝
ｔｒ（Φｎ，Φｍ）和Φｋ（ｎ，ｍ）＝φ（ｓｋ－ｎ，ｔｋ－ｍ）给定．这样
ｍｉｎｍａｘ插值方法可用于图像重建问题．

４ 含噪采样的ｍｉｎｍａｘ插值
设 ｆ∈Ｖ（φ１，φ２，…，φＫ），给定它的含噪声采样ｆ（ｔ１）

＋ｎ１，ｆ（ｔ２）＋ｎ２，…，ｆ（ｔＭ）＋ｎＭ，其中，ｎｉ为独立同分布、
零均值白噪声，其方差为σ

２‖ｆ‖２．记重建信号为

珓ｆ（ｔ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
［ｆ（ｔｍ）＋ｎｍ］ｈｍ（ｔ）

其ｍｉｎｍａｘ插值误差为

ε（τ）＝ｍｉｎ
｛ｈｎ｝
ｓｕｐ
ｆ∈Ｘ

Ｅ［｜ｆ（τ）－珓ｆ（τ）｜２］
‖ｆ‖２

与前面类似，我们可以得到

Ｅ［｜ｆ（τ）－珓ｆ（τ）｜２］

≤Ａ－１‖ｆ‖２｜∑
ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）［φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）］｜

２＋‖ｆ‖２σ２∑
Ｍ

ｍ＝１
｜ｈｍ（τ）｜２

所以，ε（τ）≤Ａ－１｜∑
ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）［φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）］｜

２＋σ２∑
Ｍ

ｍ＝１
｜ｈｍ（τ）｜２

另外，我们还可以得到

ε（τ）≥Ｂ－１｜∑
ｎ
∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃｋ（ｎ）［φｋ（τ－ｎ）

－∑
Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）φｋ（ｔｍ－ｎ）］｜

２＋σ２∑
Ｍ

ｍ＝１
｜ｈｍ（τ）｜２

取
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Ｅ（τ）＝λ∑
Ｋ

ｋ＝１
‖ｅｋ，τ－∑

Ｍ

ｍ＝１
ｈｍ（τ）ｅｋ，ｍ‖２

＋σ２∑
Ｍ

ｍ＝１
｜ｈｍ（τ）｜２，Ｂ－１≤λ≤Ａ－１

由Ｅ（τ）
Ｈ（τ）

＝０，可得

Ｈ（τ）＝ ∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋＡｋ＋λ－１σ２( )Ｉ－１

∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡＴｋｅｋ，τ．

这样就给出信号含噪采样时的ｍｉｎｍａｘ插值．

５ ｍｉｎｍａｘ插值算法及举例

５１ ｍｉｎｍａｘ插值算法
前面我们给出了一般平移不变子空间中的ｍｉｎｍａｘ

插值，然而，该插值公式则需要预先求矩阵的（广义）

逆，运算量大且在插值点冗余时候会引起不稳定问题．
所以，我们这里给出一个较为实际的算法．为此，将插
值公式写成

珓ｆ（ｔ）＝∑
ｎ
∑
Ｍ

ｌ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１
∑
Ｍ

ｍ＝１
ｆ（ｔｍ）ｘｍｌφｋ ｔｌ－( )( )ｎ φｋ（ｔ－ｎ）

（１０）
可以看到，插值计算只要计算出上式的系数即可，这实

际上可以通过求解线性方程组实现．于是我们可给出
如下算法

算法步骤

（１）令 ｆ＝（ｆ（ｔ１），ｆ（ｔ２），…，ｆ（ｔＭ））Ｔ，Ｅｋ（ｔ）＝（…，

φｋ（ｔ－ｎ），φｋ（ｔ－ｎ＋１），…）
Ｔ，

Ａｋ＝（ｂ（ｋ）ｍｎ），对 ｂ（ｋ）ｍｎ＝φｋ（ｔｍ－ｎ），ｉ＝１，２，…，Ｍ，ｋ
＝１，２，…，Ｋ；

（２）计算 Ｔ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡｋＡＴｋ；

（３）求解方程 Ｔｈ＝ｆ；

（４）珓ｆ（ｔ）＝ｈＴ∑
Ｋ

ｋ＝１
ＡｋＥｋ（ｔ）．

上述算法避免了求矩阵的（广义）逆，求插

值化成求解线性方程组．步骤（３）中求解线
性方程组 Ｔｈ＝ｆ可以通过 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解来
有效地实现．当矩阵 Ｔ是不可逆时，求解
Ｔｈ＝ｆ可通过最小二乘法来求解．
５２ 应用举例

应用上述算法给出几个例子来说明

ｍｉｎｍａｘ插值的有效性．信号随机选取于具
有给定解析尺度函数的平移不变空间．在
长度为 Ｌ＞０的区间上，由于平移不变空间
的平移是单位的，决定信号的维数至少为

｜Ｌ｜，这就要求平均采样步长必须满足 Ｔ≤
１／Ｋ，这里 Ｋ为信号所在平移空间的尺度
函数的个数．信号的采样点取成非均匀的，

即取一个随机扰动幅度 ｕ＞０，采样点取成 ｍＴ＋ｕｍ，ｕｍ
一致分布于［－ｕ，ｕ］，ｍ＝１，２，…，Ｍ．

首先，我们随机选取最高频率为π的一个带限信

号，重建区间为［０，４０］，取 Ｔ＝０８８，ｕ＝０５Ｔ，图 １（ａ）
给出 ｍｉｎｍａｘ插值和 Ｙｅｎ插值信号及误差．可以看出，
二者的误差几乎是相同的．其次，为了与文献［９］中的
例子作对比，在图 １（ｂ）中选取 Ｇａｕｓｓｉａｎ函数φ（ｔ）＝

ｅ－ｔ
２／２σ

２

，σ＝０８１作为尺度函数，平均采样间隔 Ｔ＝
０８５，插值效果略优于该文献．为说明多个尺度函数的
平移空间中信号的 ｍｉｎｍａｘ插值，我们选取φ１（ｔ）＝

ａ１ｅ－ｔ
２／４与φ２（ｔ）＝ａ２（ｔ＋ｔ

３）ｅ－ｔ
２／４作为尺度函数，其中

常数 ａ１，ａ２为归一化常数．采样周期为 Ｔ＝０８，ｕ＝
０６Ｔ，插值结果见图１（ｃ）．最后，我们选定三次样条函
数和一个正交样条小波［１４］作为尺度函数，平均采样步

长为 Ｔ＝０４５，ｕ＝０８Ｔ，信噪比 ＳＮＲ＝１５３３９，插值结
果见图１（ｄ）给出．

６ 结论

本文给出一般平移不变空间中信号的 ｍｉｎｍａｘ插
值方法，能够使信号在给定有限个非一致采样的情况

下给出理想的插值．与现有文献中信号插值方法相比
较，本文提出的插值算法具有一下几个优点：

（１）ｍｉｎｍａｘ插值算法可以应用于多个尺度函数的
平移不变空间中的信号，特别是多小波信号空间，并容

易推广到多维信号空间．
（２）ｍｉｎｍａｘ插值算法是一种非迭代插值，与迭代算

法比较具有计算量小、不需要限定采样间隔的特点，它
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是基于 ｍｉｎｍａｘ误差准则，因而具有良好的插值效果，
可以看成是Ｙｅｎ插值的一种推广．

（３）ｍｉｎｍａｘ插值算法可以用非常有效的算法来实
现，此算法具有计算量小和良好的数值稳定性．然而，
实验表明，采样点冗余很高会导致算法数值不稳定，需

要进行正则化处理．
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