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摘 要： 本文介绍了一种赋形功率方向图的非均匀（包括阵元间隔）线阵综合方法．该方法首先通过求解一个线
性不等式约束下的最小均方误差优化问题，得到满足要求的功率方向图．然后使用求根方法对功率方向图对应的多项
式进行分解，得到场方向图．最后使用前向后向矩阵束方法给出优化的激励幅度、相位和位置估计．文中对比了激励向
量采用加权和不加权的最小均方解的性能，并讨论了阵列互耦对方向图综合性能的影响．阵列综合实验证明了给出方
法的有效性和稳健性．
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１ 引言

在雷达和通信领域中，实现阵列天线的波束赋形具

有越来越多的应用需要．在过去的六十年里，已经发展
了许多赋形方向图综合技术［１～７］．其中大多数综合技术
使用等间隔阵列［１～４］．为了满足期望的方向图特性，这
些等间隔阵列有时需要大量的辐射阵元．利用阵元的不
等间隔分布可以极大的减少阵元数目．然而，综合非均
匀（包括幅度、相位、阵元间距）天线阵需要求解一个高

度非线性的多变量优化问题．一般的迭代类算法难以获
得全局最优解，而随机优化方法（如遗传算法）则具有较

大的计算负担．并且，目前大多数非均匀间隔阵列综合
技术一般仅针对针状波束的情况，难以直接用于赋形波

束的综合．

本文介绍一种新的方法，可实现赋形功率方向图的

非均匀线阵综合［８］．该方法首先利用均匀线阵阵因子幅
度平方的非冗余表达［４］，将功率方向图综合问题等价为

一个线性不等式约束下的最小均方误差优化问题．求解
该问题得到可用等间隔线阵实现的期望功率方向图．然
后使用 ＦｅｊｅｒＲｉｅｓｚ定理［９］对功率方向图分解，得到若干
场方向图．对于给定的某个场方向图，该方法使用前向
后向矩阵束方法来估计其最佳的阵元位置［１０，１１］，并利

用最小均方误差解求得激励幅度和相位．这种方法能够
实现优化的阵元位置、激励幅度和相位分布，从而减少

需求的阵元数目．本文对比了该方法中激励向量采用加
权和不加权的最小均方解的性能，并通过全波电磁仿真

讨论了阵列互耦对方向图综合性能的影响，证明了该方

法的应用可行性．
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２ 原理及算法

２．１ 功率方向图综合

考虑一个等间隔分布的 Ｍ元直线阵列，其阵因子
可写为

Ｆ（ｕ）＝∑
Ｍ－１

ｐ＝０
Ｒｐｅｊｐｕ （１）

其中， 槡ｊ＝ －１，ｕ＝βｄｃｏｓθ，β＝２π／λ为传播常数．该阵
因子的幅度平方可写为

Ｐ（ｕ）＝Ｆ（ｕ）Ｆ（ｕ）＝∑
Ｍ－１

ｐ＝０
∑
Ｍ－１

ｑ＝０
ＲｐＲｑｅｊ（ｐ－ｑ）ｕ （２）

其中，‘’表示共轭．上式可以写为如下形式

Ｐ（ｕ）＝ ∑
Ｍ－１

ｐ＝－Ｍ＋１
Ｄｐｅｊｐｕ，且 Ｄｐ＝Ｄ－ｐ （３）

使用 ｕｌ＝２πｌ／（２Ｍ－１）对式（３）进行采样，可知
Ｐ（ｕｌ）与 Ｄｐ具有离散傅里叶变换的关系．将之代入式
（３），容易证明［４，８］

Ｐ（ｕ）＝∑
Ｍ－１

ｌ＝－Ｍ＋１
ＰｌＷ（ｕ－ｕｌ） （４）

其中， Ｐｌ＝Ｐ（ｕｌ），
Ｗ（ｘ）＝ｓｉｎ［（２Ｍ－１）ｘ／２］／［（２Ｍ－１）ｓｉｎ（ｘ／２）］．式（４）
即为等间隔线阵阵因子幅度平方的非冗余表达［４］．这
表示一个 Ｍ元等间隔线阵阵因子的幅度平方可由２Ｍ
－１个自由参数以式（４）的形式唯一表达．因此，可将方
向图赋形的要求表述为一个不等式约束条件下的最小

均方误差优化问题：

ｍｉｎ
Ｐｌ
‖Ｐ（βｄｃｏｓθｍ）－Ｔ（θｍ）‖

２
２，θｍ∈赋形区

Ｌ（θｍ）≤Ｐ（βｄｃｏｓθｍ）≤Ｕ（θｍ）， ０≤θｍ≤
{

π
（５）

其中，Ｔ（θ）为波束赋形区的期望功率方向图函数，
Ｕ（θ）和 Ｌ（θ）分别表示方向图函数在整个角度空间的
上边界和下边界．配合使用这三个函数可以描述各种
不同的辐射特性要求，因此具有很好的普适性．并且，
由于式（４）为线性卷积表达，式（５）实际上是一个不等式
约束条件下的线性最小均方优化问题．对该问题，目前
许多软件包都有现成的函数可供调用．
２．２ 基于多项式求根的场分解

ＦｅｊｅｒＲｉｅｓｚ定理［９］表明，具有形如式（３）的任意非负
实函数总能表示成 Ｐ（ｕ）＝ Ｆ（ｕ）２的形式，且 Ｆ（ｕ）
具有式（１）的形式．也就是说，通过上述方法求得的非
负实函数 Ｐ（ｕ）后，总是能找到可辐射这种方向图的等
间隔阵列．

可以使用多项式求根方法得到这种场分解［４］．令

ψ（α）＝∑
Ｍ－１

－Ｍ＋１
Ｄｐαｐ，则 Ｐ（ｕ）＝ψ（ｅ

ｊｕ）．ψ（α）具有２Ｍ－２

个根，并且由于［ψ（１／α）］ ＝ψ（α），其根必以｛αｉ，
１／αｉ｝的形式成对出现．场方向图由下式给出

Ｆ（ｕ）＝ｃ∏
Ｉ

ｉ＝１
（ｅｊｕ－αｉ）ｒｉ （６）

其中，ｒｉ为根αｉ的重复度，且有∑
Ｉ

ｉ＝１
ｒｉ＝Ｍ－１．由于选

择αｉ或１／αｉ不会改变场方向图的幅度，所以如果有
Ｍ０对根不在单位圆上，则可选择 ２Ｍ０个不同的场方向
图（或２Ｍ０不同的相位方向图）［２，４］．
２．３ 基于前向后向矩阵束的阵列综合

文献［１０］给出了基于矩阵束的非均匀阵列综合方
法，主要用于综合对称的侧射方向图．之后，文献［１１］使
用前向后向的矩阵结构改进了该方法，将之推广到非对

称的赋形波束情况．非均匀场方向图重构的数学表述为

Ｆ（βｄη）＝∑
Ｑ

ｉ＝１
Ｒ′ｉｅｊβｄ

′
ｉη ＋ε （７）

其中，Ｑ≤Ｍ，η＝ｃｏｓθ，ｄ
′
ｉ和Ｒ′ｉ分别是非均匀阵列的阵

元位置和复激励，ε为近似误差．前向后向矩阵束方法
将方向图函数采样后构造成一种具有ＨａｎｋｅｌＴｏｅｐｌｉｔｚ形
式的矩阵 Ｙｆｂ（该矩阵由文献［１１］中式（４）给出）．对 Ｙｆｂ

使用奇异值分解，仅保留 Ｑ个最大的奇异值，可得到最
优低秩近似矩阵 ＹｆｂＱ．该矩阵对应于一个由更少数目的
阵元辐射的方向图．Ｑ的初始猜测由下式给出

Ｑ＝ｍｉｎｑ； ∑
Ｐ

ｉ＝ｑ＋１
σ
２槡 ｉ ∑

ｑ

ｉ＝１
σ
２槡 ｉ＜{ }ε （８）

通过求解文献［１０］中式（６）式给出的广义特征值问题可
以得到新阵元的位置．

一旦阵元位置得到后，通过求解最小均方误差问

题得到阵元激励［１０，１１］

Ｒ^′ｉ＝（^ＺＨＺ^）－１^Ｚｆ （９）
其中，ｆ和 Ｚ^分别由文献［１０］中的式（１７）和式（１８）给
出．在研究中我们发现，对于综合某些非常复杂的方向
图，使用加权的最小均方误差解在一定程度上能够改

善方向图在较低电平处的重构精度．此解由下式给出
Ｒ^′ｉ＝（^ＺＨＷＺ^）－１^ＺＷｆ （１０）

其中，Ｗ为对角的加权矩阵．这里，我们选用 Ｗｎ，ｎ＝
Ｕ（ｃｏｓ－１（η））．
值得一提的是，对同一个功率方向图分布，选用不

同的场方向图可导致矩阵 Ｙｆｂ中行或列的相关性发生
变化，并最终影响需要的最小阵元数目［１１］．并且，选择
不同的场方向图也会改变综合的激励幅度比．所以，通
过选择不同的场方向图，我们可以筛选出最好的综合

结果，比如最小的阵元数目或者最小的激励幅度比．另
需指出，在阵元数目不多或者综合不是十分复杂的方

向图时，仅有少数的根不在单位圆上．因此，一般来说
可以使用遍历的方法搜索较好的综合结果．
２．４ 新的阵列综合算法

基于前面的分析，新的赋形功率方向图综合算法
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步骤如下：

步骤１ 根据要求设置 Ｔ（θ），Ｌ（θ）和 Ｕ（θ）；
步骤２ 设定β和ｄ的值，一般选βｄ＝π；
步骤３ 用试探方法，求解满足式（５）约束的最小

Ｍ，并给出 Ｐｌ的可行解；
步骤４ 计算 Ｐｌ的逆快速傅里叶变换Ｄｐ；
步骤５ 求解多项式ψ（α）的根，并对所有的根以

｛αｉ，
１
αｉ
｝的形式配对；

步骤６ 从每一对根中选出其中一个根，由式（６）
构造场方向图函数；

步骤７ 由场方向图数据生成矩阵 Ｙｆｂ；
步骤８ 对 Ｙｆｂ进行奇异值分解，并估计 Ｑ；
步骤９ 解特征值问题计算新阵元的位置；

步骤１０ 由式（１０）计算激励幅度和相位；
步骤１１ 检查场方向图重构精度．调整 Ｑ的值，重

复第 ８至 １０步直至找到符合方向图重构精度的最小
Ｑ；
步骤 １２ 返回步骤６，改变根的选择，重复步骤 ７

至步骤１２，如有必要，遍历所有的场方向图；
步骤１３ 比较所有场方向图的非均匀阵列综合结

果，选出最好的结果．在本文中，首先选出阵元个数最
少的综合结果，然后从中选出具有最小激励幅度比的

结果．

３ 数值结果与讨论

第一个例子是综合文献［３］中的平顶方向图．我们
按照主副瓣要求设定方向图综合的上边界和下边界函

数，如图１中的粗实线所示．在波束赋形的主瓣区间，设
定 Ｔ（θ）＝［Ｌ（θ）＋Ｕ（θ）］／２．求解式（５）约束优化问
题，得到满足要求的方向图幅度分布．图１给出了该幅
度分布（‘Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ’），它在主瓣和副瓣都具有近似等波
纹的形状，比文献［３］给出的结果更逼近理想平顶方向
图．均匀阵列方向图可由１８个等间隔阵元实现．使用加
权的前向后向矩阵束方法优化激励幅度、相位及阵元

位置，得到一个完全非均匀阵列．该阵列仅需要１２个阵

元，其激励分布如表１所示．其重构的方向图如图１中
虚点线（‘ＷＦＢＷＭＰＭ’）所示，它与原来的幅度方向图几
乎完全重合，具有很好的重构精度．另外，我们也使用
了非加权的前向后向矩阵束方法［１１］．图 １给出了该方
法重构的方向图（‘ＦＢＷＭＰＭ’）．该方向图在 ｃｏｓ－１

（－０４）位置的重构精度略有下降．由此可见，加权的前
向后向矩阵束方法能够改善复杂方向图分布中低电平

位置的重构精度．值得一提的是，文献［３］使用了２０个
等间隔阵元，最大激励幅度比为６８３［３］，而这里给出的
非均匀阵列仅需 １２个阵元，且最大激励幅度比仅为
３６０．节约了４０％的阵元数．

表１ 平顶方向图的非均匀阵列激励分布

ｉ ｄ′ｉ／λ ｜Ｒ′ｉ｜ ∠Ｒ′ｉ（°）
１ －４．２２２２ ０．２７７４８ １．０７４１
２ －３．５４１６ ０．３４３７７ ７．０９０９
３ －２．８６７１ ０．５００３１ １６．３７７
４ －２．１７９６ ０．４１２２１ ５１．０７８
５ －１．４６２４ ０．５９４２ １１４．７１
６ －０．７４８６ ０．９５７８３ １３３．１１
７ －０．０２５６６ １ １３４．１８
８ ０．６９４９ ０．６７９０７ １２０．９６
９ １．４２０３ ０．４０４７４ ６３．２１２
１０ ２．１２９９ ０．５２７８９ １７．９９３
１１ ２．８４０８ ０．４２５２３ ６．５１０６
１２ ３．６２３１ ０．３０３６６ ０．４４７２３

第二个例子为综合文献［２］中的一个非对称赋形
方向图．期望方向图的峰值位于θ＝１００°，在θ∈［１００°，
１４０ｏ］的范围内逼近函数 Ｔ（θ）＝ｃｓｃ２（θ－９０°）ｃｏｓ（θ－
９０°）．按照主副瓣电平要求［２］设定如图２粗实线所示的
上下界函数．图２中实线所示的是幅度方向图的综合结
果（‘Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ’），可以看出它在主瓣赋形区间比文献
［２］中的结果具有更低的波纹起伏．该方向图可由１６个
等间隔阵元实现．使用加权及非加权的前向后向矩阵
束方法可得到优化的非均匀阵列综合．在这个例子中，
用加权或非加权方法综合的结果无明显的差别．但是
更多的综合实验表明了，加权方法对于综合复杂辐射

特性要求的方向图具有更好的稳健性．表２给出了加权
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的前向后向矩阵束方法得到的非均匀阵列激励分布．
该阵列仅需要１３个阵元，而文献［２］中需要１６个阵元．
节约了１８７５％的阵元数．

表２ 非对称幅度方向图非均匀阵列综合的激励分布

ｉ ｄ′ｉ／λ ｜Ｒ′ｉ｜ ∠Ｒ′ｉ（°）

１ －３．７４８７ ０．５７０６ ０．４９６８

２ －３．２３９４ ０．７９２３２ ７８．３６６

３ －２．７１７３ １ １３２．９

４ －２．１４１ ０．９０３６３ －１７７．１７

５ －１．４６８８ ０．８１６９８ －１４５．４２

６ －０．７９４９ ０．７５７１５ －１１４．９２

７ －０．０９１２ ０．６０２３５ －８３．９１９

８ ０．６２００ ０．５６１２８ －５８．４８１

９ １．３００９ ０．３９２４ －３１．９１１

１０ ２．０３０４ ０．３１１６１ －７．６６２８

１１ ２．６５４１ ０．２６７４７ １１．０３３

１２ ３．２２２１ ０．０９０２８ ２．７４７

１３ ３．７５１３ ０．２９８４４ ７０．４２２

为考察阵列互耦对方向图综合性能的影响，我们

构造了图３所示的带金属反射板的半波振子天线阵列
模型．半波振子直径为 １ｍｍ，长为 ５７ｍｍ．工作频带为
２３８～２５０ＧＨｚ．该阵列阵元间隔和激励幅相配置为表２
所列参数．使用Ａｎｓｏｆｔ高频仿真软件对该阵列进行全波
仿真．图４给出了全波分析的方向图以及在例２中综合
的阵因子．可见，阵元耦合和金属板反射对阵列方向图
有一定影响，主要是对ｃｏｓθ∈［０，０４］角度范围内的低副
瓣性能有较大影响．尽管如此，方向图在赋形区和副瓣
区总体上仍保持较好的性能．这说明由于阵元间距较
大，互耦影响并不是很大．通过微调激励幅度和相位，可
以进一步减少对低副瓣区的影响．关于如何对互耦进行
校正，已有许多文献对此详细讨论，这里不作赘述．

４ 结论

本文对一种新的赋形功率方向图非均匀阵列综合

方法进行了深入分析．该综合方法主要有两个优势：一
是对同一个功率方向图可以选择不同的场方向图，从

而具有更多的自由度来提高阵列综合性能；二是使用

了前向后向矩阵束方法进行场的非均匀阵列重构，减

少了最终需要的阵元数目．通过数值综合实验，对比了
激励向量采用加权和不加权的最小均方解的方向图综

合性能．研究表明使用加权最小均方解可以改善方向
图在较低电平处的重构精度．通过对偶极子阵列的全
波电磁仿真，讨论了互耦对阵列方向图综合性能的影

响，证明了这种非均匀阵列综合方法的实际可行性．
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