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摘 要： 本文针对非均匀杂波，利用球不变随机矢量（ＳＩＲＶ）建立了机载多输入多输出（ＭＩＭＯ）雷达杂波模型．基
于杂波协方差矩阵不满秩，提出了一种用于估计归一化杂波协方差矩阵的修正渐近最大似然（ＭＡＭＬ）算法及其广义似
然比检测器，即修正渐近广义似然比检测器（ＭＡＧＬＲＴ）．仿真试验结果表明，在非均匀的杂波下，ＭＡＧＬＲＴ较常规高斯
模型检测器具有明显优势；与单输入多输出（ＳＩＭＯ）雷达相比，该ＭＩＭＯ雷达也显示出更优越的检测性能．
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１ 引言

目前雷达界热门研究的多输入多输出（ｍｕｌｔｉｐｌｅｉｎ
ｐｕｔｍｕｌｔｉｐｌｅｏｕｔｐｕｔ，ＭＩＭＯ）雷达利用多个发射天线同时辐
射相互正交的信号，并在接收端对不同天线发射的信号

进行分离．ＭＩＭＯ雷达大体分为两类：分布式 ＭＩＭＯ雷达
和密集式ＭＩＭＯ雷达．分布式 ＭＩＭＯ雷达利用宽布的发
射或接收天线实现空间分集，从而有效的克服目标的

ＲＣＳ闪烁，提高雷达的检测及测角性能［１～４］．密集式 ＭＩ
ＭＯ雷达利用波形分集可以扩展阵列孔径，获得更高的
角度分辨率［５］；且具有更多的自由度，能增强雷达的杂

波抑制能力［６］．目前对于ＭＩＭＯ雷达检测问题的研究多
集中于高斯干扰（杂波加噪声）假设下［７～９］，但对于非均

匀的地面和海面杂波，当ＭＩＭＯ雷达距离分辨率较高或
擦地角较小时，由于雷达照射区的独立散射体减少而使

中心极限定理不再成立，因此杂波会在距离上有起伏，

杂波回波的概率密度函数（ＰＤＦ）会出现长的拖尾，高斯

模型不再成立［１０］．本文在机载密集式 ＭＩＭＯ雷达配置
下，用球不变随机矢量（ＳＩＲＶ）来描述非均匀 ＭＩＭＯ雷达
杂波的统计特性［１１］，推导出 ＭＩＭＯ雷达空时二维杂波
模型，并针对杂波在距离上非均匀且空时二维杂波协方

差矩阵不满秩的情况，提出了一种修正渐近最大似然估

计（ＭＡＭＬ）算法来估计 ＭＩＭＯ雷达杂波协方差矩阵，将
在此基础上得到的 ＭＩＭＯ雷达的广义似然比检测器
（ＧＬＲＴ）称为修正渐近广义似然比检测器（ＭＡＧＬＲＴ）．最
后通过仿真实验验证了ＭＡＧＬＲＴ的有效性，并分析了杂
波参数、系统热噪声以及ＭＩＭＯ雷达发射天线数目对检
测性能的影响．

２ 非均匀杂波下的ＭＩＭＯ雷达杂波模型

假设机载 ＭＩＭＯ雷达发射与接收阵为近距均匀线
阵，有 Ｍ个发射天线和Ｎ个接收天线，如图 １．为了使
空间采样无冗余且不出现栅瓣［１２］，发射和接收天线间

距分别为 ｄＴ＝Ｎλ／２和 ｄＲ＝λ／２，λ为波长．对远场目
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标，相对发射和接收阵元的方

位角均相同．Ｍ个发射天线
分别发射不同的正交码信号，

因此可确保在每个接收天线

通过匹配滤波器组能将来自

不同发射天线的信号加以分

离．由于发射信号和接收信号
波程差的叠加效应（如图２），
使得 ＭＩＭＯ雷达在空间上等
效于图 １下方所示的具有
ＭＮ个接收阵元的半波长分
布标准线阵．这个等效阵列相对于ＭＩＭＯ雷达的物理接
收阵在空间上体现出很大的孔径扩展，因此 ＭＩＭＯ雷达
比单输入多输出（ＳＩＭＯ）雷达的性能有了很大提高．

我们将 Ｋ个脉冲为一个相干积累周期的 ＭＩＭＯ雷
达检测问题归结为如下假设检验：对于检测距离单元，

Ｈ１：ｘ０＝ρｔｖｔ＋ｃ０
Ｈ０：ｘ０＝ｃ{

０
（１）

假设有 Ｌ个参考距离单元，则，
ｘｌ＝ｃｌ，ｌ＝１，２，…，Ｌ （２）

其中，ｘ０和 ｃ０分别表示检测距离单元的观测矢量和杂
波矢量；ｘｌ和ｃｌ分别表示第ｌ个参考距离单元的观测矢
量和杂波矢量；ρｔ是目标回波复幅度；ｖｔ为目标空时导
向矢量，ｖｔ（ｆｄ，ｔ，θｔ）＝ｃ（ｆｄ，ｔ）ａ（θｔ）ｂ（θｔ），其中 ｆｄ，ｔ
是目标多普勒频率，θｔ是目标方位角，表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ
积，ａ（θｔ）、ｂ（θｔ）和 ｃ（ｆｄ，ｔ）分别是发射阵列、接收阵列
和时域导向矢量：

ａ（θｔ）＝ １，ｅｊφ，…，ｅｊ（Ｍ－１）[ ]φ Ｔ，φ＝Ｎπｃｏｓ（θｔ）；

ｂ（θｔ）＝ １，ｅｊ，…，ｅｊ（Ｎ－１）[ ] Ｔ，＝πｃｏｓ（θｔ）；

ｃ（ｆｄ，ｔ）＝ １，ｅｊ，…，ｅｊ（Ｋ－１）[ ] Ｔ，

＝２πｆｄ，ｔＴｒ， ｆｄ，ｔ＝２Ｖｃｏｓ（θｔ）／λ

（３）

其中，Ｖ为载机飞行速度，Ｔｒ为脉冲重复周期．这里为
了便于分析，我们假设杂噪比较大，暂时忽略系统热噪

声的影响．
对于距离上非均匀的地面和海面杂波，根据文献

［１１］可用球不变随机矢量来描述．此模型下，杂波由两
部分构成：慢变的结构（ｔｅｘｔｕｒｅ）分量和快变的斑点
（ｓｐｅｃｋｌｅ）分量．设第 ｌ个距离单元杂波的第ｋ个脉冲回
波在接收端经过信号分离后得到的ＭＮ个采样为ｃｌ，ｋ，
ｃｌ，ｋ＝［ｃｌ，ｋ，１，ｃｌ，ｋ，２，…，ｃｌ，ｋ，ＭＮ］Ｔ（ｋ＝１…Ｋ；ｌ＝０…Ｌ），
它可表示为：

ｃｌ，ｋ＝τｌ，ｋｇｌ，ｋ，ｋ＝１…Ｋ；ｌ＝０…Ｌ （４）
其中τｌ，ｋ为结构分量，杂波的结构分量在不同距离单元

上是一个 ＰＤＦ为 ｐ（τ）的非负一维随机变量；ｇｌ，ｋ＝
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［ｇｌ，ｋ，１，ｇｌ，ｋ，２，…，ｇｌ，ｋ，ＭＮ］Ｔ为斑点分量，是零均值、协方
差矩阵为 Ｒｇ（ｌ，ｋ）＝Ｅ｛ｇｌ，ｋｇＨｌ，ｋ｝、且与τｌ，ｋ统计独立的
ＭＮ维高斯随机矢量．假设每个距离单元上杂波的结构
分量τｌ，ｋ在Ｋ个脉冲上恒定，因此省去下标 ｋ，均记为
τｌ（ｌ＝０…Ｌ），那么式（４）退化为 ｃｌ，ｋ＝τｌｇｌ，ｋ（ｋ＝１…Ｋ；
ｌ＝０…Ｌ）．第 ｌ个距离单元杂波的空时观测矢量为

ｃｌ＝τｌｇｌ，ｌ＝０…Ｌ （５）
其中 ｃｌ＝［ｃＴｌ，１，…，ｃＴｌ，Ｋ］Ｔ；ｇｌ＝［ｇＴｌ，１，…，ｇＴｌ，Ｋ］Ｔ．可见，ｃｌ
仍然是一个球不变随机矢量．假设所有距离单元上的
斑点分量均统计独立，且具有相等协方差矩阵，记为 Ｒｇ
＝Ｅ｛ｇｌｇＨｌ｝．

３ 非均匀杂波下的ＭＩＭＯ雷达ＭＡＧＬＲＴ
文献［１３］给出了球不变随机矢量杂波观测矢量

ＰＤＦ的表达式．文献［６］应用 Ｂｒｅｎｎａｎ定理得到的 ＭＩＭＯ
雷达杂波空时协方差矩阵 Ｒｃ的秩为［６］：

ｒａｎｋ（Ｒｃ）≈Ｎ＋γ（Ｍ－１）＋β（Ｋ－１） （６）
其中，Ｍ、Ｎ、Ｋ分别为发射阵元数，接收阵元数和脉冲
数；γ为发射阵元间距与接收阵元间距之比，β为一个

脉冲重复周期载机飞行距离与接收阵元半间距之比．
本文中γ＝Ｎ，且为了保证空时二维杂波在多普勒维无
模糊，须取β≤１

［１４］，通常取β＝１，这样得到 ＭＩＭＯ雷达
杂波斑点分量协方差矩阵 Ｒｇ的秩为：

ｒ＝ｒａｎｋ（Ｒｇ）≈ＭＮ＋Ｋ－１ （７）
通常 Ｍ、Ｎ和Ｋ均大于１，因此 ＭＮ＋Ｋ－１一定小

于 ＭＮＫ，也就是说 Ｒｇ不满秩，其逆矩阵不存在．因此，
本文观测矢量的 ＰＤＦ不能参照文献［１３］予以描述．

将 Ｒｇ做特征分解得到 Ｒｇ＝ΦΛΦＨ，其中 Λ ＝
ｄｉａｇ｛λ１，λ２，…，λＭＮＫ｝且

λ１＞λ２＞…＞λｒλｒ＋１≈λｒ＋２≈…≈λＭＮＫ≈０ （８）

Φ是Ｒｇ的特征向量矩阵，令Φ ＝ Φ１，Φ[ ]２ ，其中Φ１
是 ｒ个非零特征值对应的特征向量矩阵；Φ２是（ＭＮＫ
－ｒ）个零特征值对应的特征向量矩阵．观测矢量的 ＰＤＦ
可表达为［１５］：

ｐ（ｘ０｜Ｈ１）＝
Ｃ

τ
２ｒ
０ Ｒ

 

ｇ ｒ
ｅｘｐ－

１
τ
２
０
（ｘ０－ρｔｖｔ）

ＨＲｇ（ｘ０－ρｔｖｔ[ ]）δ（ΦＨ２ｘ０）（９）
ｐ（ｘｌ｜Ｈ０）＝
Ｃ

τ
２ｒ
ｌ Ｒ

 

ｇ ｒ
ｅｘｐ －

１
τ
２
ｌ
ｘＨｌＲｇｘ[ ]ｌδ（ΦＨ２ｘｌ），ｌ＝０，１，…，Ｌ

（１０）
其中，Ｃ表示ＰＤＦ

 

归一化常数；· ｒ表示ｒ个非零特征
值的积；表示 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆；Ｒｇ＝ΦΛΦＨ，Λ＝
ｄｉａｇ｛λ－１１ ，λ－１２ ，…，λ－１ｒ，０，…，０｝；δ为冲击函数．

假设目标空时导向矢量 ｖｔ已知，而目标回波复包

络ρｔ、杂波结构分量τｌ（ｌ＝０…Ｌ）和杂波斑点分量的协
方差矩阵 Ｒｇ均未知．在 ＧＬＲＴ中，在假设 Ｈ０和 Ｈ１下，
未知参数τｌ（ｌ＝０…Ｌ）的ＭＬ估计的平方分别为

Ｈ１：^τ２０＝
１
ｒ（ｘ０－ρｔｖｔ）

ＨＲｇ（ｘ０－ρｔｖｔ） （１１）

Ｈ０：^τ２ｌ＝
１
ｒｘ
Ｈ
ｌＲｇｘｌ，ｌ＝０…Ｌ （１２）

在 Ｈ１假设下ρｔ的ＭＬ估计为

ρ^ｔ＝
ｖＨｔＲｇｘ０
ｖＨｔＲｇｖｔ

（１３）

将式（１３）代入式（１１），再将式（１１）、式（１２）分别代入式
（９）、式（１０），得

珔Ｔ＝ｌｎ
ｍａｘ
τ０，ρｔ

｛ｐ（ｘ０｜Ｈ１）｝

ｍａｘ
τ０

｛ｐ（ｘ０｜Ｈ０）｝
＝－ｒｌｎ１－

ｖＨｔＲｇｘ０ ２

（ｘＨ０Ｒｇｘ０）（ｖＨｔＲｇｖｔ( )）
（１４）

由于 Ｒｇ的秩ｒ＜ＭＮＫ，因此其 ＭＬ估计不存在［１３］．
文献［１５］利用修正最大似然估计（ＭＭＬ）算法来估计不
满秩的杂波协方差矩阵，但对于非均匀杂波，若用此方

法估计其协方差矩阵会破坏检测器的恒虚警特性［１６］．
分析 Ｒｇ＝Ｅ ｇｌｇ

Ｈ{ }ｌ 发现，由于 ｇｌ（ｌ＝０，…，Ｌ）的
各个元素 ｇｌ，ｉ（ｉ＝１，２，…，ＭＮＫ）均是服从零均值且等
方差（记为ζ

２，ζ＞０）的高斯分布的，即 ｇｌ，ｉ～ＣＮ（０，

ζ
２），因此 Ｒｇ的对角元素均为ζ

２．从 Ｒｇ中提出ζ
２因子

得到

Ｒｇ＝ζ
２
Σ （１５）

其中Σ为杂波的归一化协方差矩阵．将式（１５）代入式
（１４）得

珔Ｔ＝－ｒｌｎ１－
ｖＨｔΣｘ０ ２

（ｘＨ０Σｘ０）（ｖＨｔΣｖｔ( )） （１６）

观察式（１６）发现检测统计量与ζ
２无关，因此只需

估计Σ即可．然而易知Σ也为奇异矩阵，其 ＭＬ估计不
存在．文献［１７］给出了一种渐近最大似然估计算法来估
计球不变随机矢量杂波的归一化协方差矩阵，然而它

是基于归一化协方差矩阵满秩的．因此下面提出一种
ＭＡＭＬ算法来估计 ＭＩＭＯ雷达杂波不满秩的归一化协
方差矩阵Σ．具体操作是：首先定义一个辅助矩阵：

珚Σ＝
１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１

ｘｌｘＨｌ
１
ＭＮＫ ｘ

 

ｌ
２

（１７）

对其进行特征分解得到珚Σ ＝珡Φ珚Λ珡ΦＨ．然后在估计Σ时
对Σ的范围进行如下限定：

Σ∈Ｓ０＝ Ｂ｜Ｂ＝珡Φ
Ａ ０
０[ ]０珡Φ{ }Ｈ （１８）

其中，Ａ是任意满秩的ｒ×ｒＨｅｒｍｉｔｅ矩阵．
定理 如果限定Σ∈Ｓ０，则Σ在Ｓ０上有唯一的渐
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近最大似然估计，将其称为修正渐近最大似然（ＭＡＭＬ）
估计，且

Σ^ＭＡＭＬ＝
１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１

ｘｌｘＨｌ
１
ＭＮＫ ｘ

 

ｌ
２

（１９）

 

其中，· 表示２范数．定理的证明见附录 Ａ．
将式（７）和式（１９）代入式（１６），得到

Ｔ＝－（ＭＮ＋Ｋ－１）ｌｎ１－
ｖＨｔ^ΣＭＭＡＬｘ０ ２

ｘＨ０Σ^ＭＭＡＬｘ( )０ ｖＨｔ^ΣＭＭＡＬｖ( )( )
ｔ

（２０）
我们将式（２０）称为 ＭＩＭＯ雷达的修正渐近广义似

然比检测器（ＭＡＧＬＲＴ）．

４ ＭＩＭＯ雷达ＭＡＧＬＲＴ性能分析

以Ｋ分布杂波为例，通过 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真来分析
ＭＩＭＯ雷达的ＭＡＧＬＲＴ性能，并对影响其性能的某些因
素进行分析．Ｋ分布杂波是球不变随机矢量杂波的一
种，该杂波的结构分量τｌ（ｌ＝０…Ｌ）的ＰＤＦ为［１０］

ｐ（τｌ）＝
２ｂ２ｖ

Γ（ｖ）τ
２ｖ－１
ｌ ｅｘｐ（－ｂ２τｌ２） （２１）

其中 ｖ为形状参数；ｂ为比例参数，且 ｂ２＝ ｖ
Ｅ（τ２ｌ）

；Γ（ｖ）

为Ｇａｍｍａ函数．不失一般性，设 Ｅ（τ２）＝１．信杂比为

ＳＣＲ＝ １
ＭＮＫρｔ

２ｖＨｔＲｇｖｔ （２２）

假设发射功率恒定，也就是即使发射天线数目变

化，所有天线的总发射功率不变．虚警概率 Ｐｆａ＝１０－４．
发射与接收阵列如图１，除４４节外，阵元设置均为４发
４收，脉冲数 Ｋ＝８．
４．１ 与常规高斯模型下检测器性能对比

ＭＩＭＯ雷达系统在高斯杂波模型时的检测器为

ＴＧ＝
ｖＨｔ^ＲｇＭＭＬｘ０ ２

ｖＨｔ^ＲｇＭＭＬｖ( )ｔ ｘＨ０Ｒ^ｇＭＭＬｘ( )０
（２３）

其中，^ＲｇＭＭＬ＝
１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１
ｘｌｘＨｌ，为 Ｒｇ的修正最大似然估计．

但当杂波非均匀时，若仍用高斯模型模拟杂波，势必会

造成检测性能的损失．仿真中Ｋ杂波形状参数 ｖ＝０５．
图３比较了杂波在不同距离单元上非均匀和均匀时本
文的检测器与高斯模型下检测器检测性能．

由图３可见，若杂波在距离上非均匀，常规高斯模
型检测器已不再适用，而本文的检测器可以大大提高

检测性能．若杂波在距离上是均匀的，本文的检测器性
能与常规高斯模型检测器近似相等．这是由于杂波在
距离上均匀时可以看作是非均匀的特殊情况，因此本

文的检测器也是适用的，但性能略微比常规高斯模型

检测器差一些．这是因为式（２０）中，本文的检测器估计
杂波协方差矩阵的精度要受到 ＭＮＫ值的影响，而式

（２３）中并不受 ＭＮＫ的影响，因此在杂波均匀的情况下
前者估计的杂波协方差矩阵不如后者精确，从而带来

了一些检测性能的损失．

４．２ 形状参数 ｖ对检测性能的影响
形状参数 ｖ是 Ｋ分布杂波的一个重要参数，它与

雷达波束擦地角、横向距离分辨率和浪涌方向等都有

关系［８］，它体现了Ｋ分布杂波 ＰＤＦ的拖尾程度，ｖ值越
小拖尾越长，ｖ值越大越接近高斯分布．图４给出了不
同 ｖ值下Ｋ分布的ＰＤＦ．图５比较了本文的检测器在不
同 ｖ值非均匀杂波下的检测性能．从图中曲线可以看
出，当信杂比较低时，杂波的参数 ｖ越小检测性能越
好；而高信杂比下检测性能恰好相反．

４．３ 热噪声对检测性能的影响

前面的分析都是在假设杂噪比较大忽略系统热噪

９２６第 ３ 期 晁淑媛：非均匀杂波ＭＩＭＯ雷达检测



声的情况下进行的，然而在实际中系统热噪声的影响

常常是不能忽略的．图６给出了不同的杂噪比（ＣＮＲ）下
系统热噪声对检测性能的影响，杂波 ｖ＝０５．可以看出
杂噪比越小检测曲线越接近均匀杂波下检测曲线的形

状，这是由于热噪声通常为高斯白噪声，因此噪声功率

相对于杂波越大，检测曲线则越接近均匀杂波即高斯

杂波下的检测曲线．

４．４ 发射天线数量对检测性能的影响

ＭＩＭＯ雷达通过用不同的发射天线辐射不同正交
波形而获得波形分集增益，以使得其性能较 ＳＩＭＯ雷达
有了很大提高．图７对比了非均匀杂波下发射天线数目
不同时ＭＩＭＯ雷达的检测性能．仿真条件为 Ｎ＝２，Ｋ＝
２，ｖ＝０５．当 Ｍ＝１时，可以看作为ＳＩＭＯ雷达的检测性
能．图中检测性能随发射天线的数目增加而提高．这是
由于发射天线数目增加使得 ＭＩＭＯ雷达的角分辨率提
高，角分辨单元减小，因此目标所在角度单元内的杂波

也就相应减小，检测器输出的信杂比提高了，因此检测

概率也就提高了．

５ 结论

本文针对非均匀杂波环境，设计了一种机载密集

式ＭＩＭＯ雷达的ＭＡＧＬＲＴ检测器．论文首先分析了 ＭＩ
ＭＯ雷达由于发射信号正交而在空间呈现的孔径扩展
现象，然后给出了非均匀杂波下ＭＩＭＯ雷达的空时二维

杂波模型，并对其杂波秩进行了分析．提出了用于估计
非均匀杂波不满秩的协方差矩阵的 ＭＡＭＬ算法并给出
了该方法的证明过程，然后在此基础上设计了一种

ＭＡＧＬＲＴ检测器．仿真结果证明，本文的检测器在杂波
非均匀的情况下具有很好的检测性能，并且随着发射

天线数目的增加检测性能有所提高．

附录Ａ （定理的证明）

参考单元杂波的 ＰＤＦ为

ｐ（ｘｌ｜Ｈ０）＝
Ｃ

τ
２ｒ
ｌ Ｒ

 

ｇ ｒ
ｅｘｐ －

１
τ
２
ｌ
ｘΗｌＲｇｘ[ ]ｌδ（ΦΗ２ｘｌ）

＝ Ｃ
（τｌζ）

２ｒ

 

Σ ｒ
ｅｘｐ －

１
（τｌζ）

２ｘ
Ｈ
ｌΣ
ｘ[ ]ｌδ（ΦＨ２ｘｌ），

ｌ＝１，…，Ｌ （Ａ１）

令

(

Λ＝
１
ζ
２Λ，则Σ＝

(

ΦΛΦΗ．由于τｌζ的渐近无偏估计

为
１
ＭＮＫ ｘ

 

ｌ槡 ２，因此令

(

ｘｌ＝
１
１
ＭＮＫ ｘ

 

ｌ槡 ２
ｘｌ，则

ｐ（

(

ｘ｜Ｈ０）＝
Ｃ

（τｌζ）
２ｒ

 

Σ ｒ
ｅｘｐ －

(

ｘＨｌΣ

(

ｘ[ ]ｌδ（ΦＨ２

(

ｘｌ），

ｌ＝１，…，Ｌ （Ａ２）
杂波所对应的似然函数为

ｐ（

(

ｘ１，…，

(

ｘＬ｜Ｈ０，Σ）＝∏
Ｌ

ｌ＝１

Ｃ
τ
２ｒ
ｌ

 

Σ ｒ
ｅｘｐ［－

(

ｘＨｌΣ

(

ｘｌ］δ（ΦＨ２

(

ｘｌ）

（Ａ３）

如果限定Σ∈Ｓ０，则ΦＨ２

(

ｘｌ≡０（ｌ＝１，…，Ｌ），因此

ｐ（

(

ｘ１，…，

(

ｘＬ｜Ｈ０，Σ∈Ｓ０）＝∏
Ｌ

ｌ＝１

Ｃ
（τｌζ）

２ｒ

 

Σ ｒ
ｅｘｐ－

(

ｘＨｌΣ

(

ｘ[ ]ｌ

（Ａ４）

Σ^ＭＡＭＬ＝ａｒｇｍａｘｐ（

(

ｘ１，…，

(

ｘＬ｜Ｈ０，Σ∈Ｓ０）

＝ａｒｇｍａｘ
Σ∈Ｓ０
∏
Ｌ

ｌ＝１

Ｃ
（τｌζ）

２ｒ

 

Σ ｒ
ｅｘｐ －

(

ｘＨｌΣ

(

ｘ[ ]ｌ （Ａ５）

变形为

Σ^ＭＡＭＬ＝ａｒｇｍｉｎ
Σ∈Ｓ０

ｌｎ

 

Σ ｒ＋Ｔｒ
１
ＬΣ

（

(

ｘｌ

(

ｘＨｌ{ }[ ]）
＝ａｒｇｍｉｎ

Σ∈Ｓ０
ｌｎ

 

Σ ｒ＋ＴｒΣ珚{ }[ ]Σ （Ａ６）

因为Σ∈Ｓ０，所以Σ可分解为Σ＝珚Φ
Ａ ０
０[ ]０珚ΦＨ，其中

Ａ是一个满秩的 ｒ×ｒ的矩阵，又由于珚Σ＝珚Φ珚Λ珚ΦＨ，所以

Ａ^ＭＡＭＬ＝ａｒｇｍｉｎ
Ａ
ｌｎ珡Φ

Ａ ０
０[ ]０珡Φ

 
Ｈ[

ｒ

＋Ｔｒ 珡Φ
Ａ－１ ０
０[ ]０珡Φ( )Ｈ 珡Φ珚Λ珡Φ( ){ } ]Ｈ

＝ａｒｇｍｉｎ
Ａ
ｌｎＡ ＋Ｔｒ

Ａ－１ ０
０[ ]０珚{ }[ ]Λ （Ａ７）
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其中，· 表示行列式．令珚Λｒ为珚Λ的前ｒ个非零特征值
组成的对角矩阵，则

Ａ^ＭＡＭＬ＝ａｒｇｍｉｎ
Ａ
ｌｎＡ ＋ＴｒＡ－１珚Λ{ }[ ]ｒ （Ａ８）

由文献［１８］可知 Ａ^ＭＡＭＬ＝珚Λｒ，因此

Σ^ＭＡＭＬ＝珡Φ
珚Λｒ ０
０[ ]０珡ΦＨ＝珚Σ＝

１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１

ｘｌｘＨｌ
１
ＭＮＫ ｘ

 

ｌ
２
（Ａ９）
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