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摘 要： 主要研究结构张量驱动的变分偏微分方程（ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌＰａｒｔｉａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎ；ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌＰＤＥ）图像建
模方法的滤波性能．基于角形强度度量和水平线演化理论，设计了一种具有角点增强性能的角形冲击滤波器，以克服
边缘冲击滤波器增强图像的不足．基于边缘和角形冲击滤波器，分析了扩散张量驱动的各向异性 ＰＤＥ的滤波性能．指
出，散度型各向异性ＰＤＥ实质上对应着角点保持的平滑增强滤波机制；而可计算迹型ＰＤＥ是散度型各向异性 ＰＤＥ的
退化情形，对应的是不具有角点保持性能的平滑滤波机制．在此基础上，给出了结构张量驱动的变分泛函满足角点保
持性的条件，同时建立了面向应用的统一正则 ＰＤＥ框架，直观有效地刻画了平坦区域、边缘和角形状结构的滤波性
能．单幅图像插值实验结果验证了统一正则ＰＤＥ框架的有效性．
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１ 引言

传统的数字信号处理往往基于信号的平稳性或者

高斯随机过程假设，因此线性算法被认为是最优的．然
而，实际的数字信号尤其是自然图像往往存在具有边

缘、角点等具有重要视觉意义的非平稳几何结构，很难

用简单的高斯过程进行有效刻画，所以数字图像处理逐

渐倾向于非线性算法的研究．事实上，有效的图像建模

对后续图像处理算法的设计和性能具有至关重要的作

用．经过近２０年的发展，研究者们已经从多个角度建立
起图像的数学模型，主要包括［１，２］：基于马尔科夫随机

场的统计图像建模，基于正则化函数空间的几何图像建

模，基于调和分析的几何多尺度图像建模，基于多重分

形的几何图像建模，以及基于人类视觉系统感知的图像

建模．基于正则化函数空间的几何图像建模将导致基于
变分泛函和几何偏微分方程（ＰａｒｔｉａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎ；
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ＰＤＥ）的图像处理方法，统称为变分ＰＤＥ．目前，变分ＰＤＥ
图像处理方法已经引起了国内外众多学者的广泛关

注［３～６］．
本文重点关注结构张量（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｔｅｎｓｏｒ）驱动的图

像建模方法［７～１４］．通过研究发现，Ｗｅｉｃｋｅｒｔ［７～１４］提出的
散度型各向异性 ＰＤＥ实质上对应着角点保持的平滑
增强滤波机制；Ｔｓｃｈｕｍｐｅｒｌè［１２～１４］提出的可计算迹型
ＰＤＥ是散度型各向异性 ＰＤＥ的退化情形，对应的是不
具有角点保持性能的平滑滤波机制．在此基础上，本文
给出了结构张量驱动的变分泛函满足角点保持性的条

件，同时建立了面向应用的统一正则 ＰＤＥ框架，直观有
效地刻画了平坦区域、边缘和角形状结构的滤波性能．

２ 基于结构张量的变分ＰＤＥ
首先给出结构张量的定义［９］：

Ｊ
ρ
（ｕσ）＝Ｇρ（ｕσｕσ）＝（Ｊｍ，ｎ）ｍ／ｎ＝１，２
其中 ｕσ为图像ｕ经过高斯滤波的图像（方差σ＞

０），减少噪声对求导运算的影响，从而增强边缘检测的
噪声鲁棒性；对张量ｕσｕσ进行高斯滤波（方差ρ
≥０），以增强几何结构方向的估计鲁棒性．矩阵 Ｊρ对称
且半正定，存在正交单位特征向量，分别记为 ｗ和ｖ＝

ｗ⊥．其中，ｗ＝ ２Ｊ１２，Ｊ２２－Ｊ１１＋ （Ｊ２２－Ｊ１１）２＋４Ｊ２１槡( )２
Ｔ
，

ｗ＝ｗ／｜ｗ｜指向几何结构的最大对比度方向，称为主向
量；相应地，ｖ指向几何结构的最小对比度方向，看作是
几何结构的方向．它们相应的特征值分别记为μ和

μ
⊥：

μ，μ
⊥＝（Ｊ１１＋Ｊ２２±（（Ｊ２２－Ｊ１１）２＋４Ｊ２１２）０．５）

这两个值可以作为局部几何结构的属性描述子：在平

滑区域，μ≈μ⊥≈０；在边缘区域，μ＞＞μ⊥≈０；在角形
区域，μ≥μ⊥＞＞０．

基于结构张量的ＰＤＥ １９９４年，Ｗｅｉｃｋｅｒｔ首次基于
结构张量提出了散度型各向异性ＰＤＥ［９］

ｕ
ｔ
＝ Ｄ（Ｊ

ρ
（ｕσ））·( )ｕ （１）

其中，Ｄ（Ｊ
ρ
（ｕσ））称为扩散张量，通常定义为 Ｄ（Ｊρ

（ｕσ））＝λ１ｗｗ
Ｔ＋λ２ｖｖＴ．注意到，ＰＤＥ（１）的滤波性能

主要由 Ｄ（Ｊ
ρ
（ｕσ））决定．Ｗｅｉｃｋｅｒｔ不仅探讨了ＰＤＥ（１）

解的存在性、唯一性、极值性等问题，而且将其应用于

图像去噪、指纹增强、光流场计算等多种图像处理问

题［７，８，１５，１６］．王正明等人［１７］在２００６年出版的《ＳＡＲ图像
提高分辨率技术》一书中以定理的形式指出，利用散度

型各向异性ＰＤＥ（１）对 ｕ０进行光滑近似于分别以λ１，λ２
的速度沿 ｗ，ｖ方向光滑．Ａｌｂｅｒｔ等人［１８］在２００２年出版
的《ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｒｏｂｌｅｍｓｉｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ》一书讨论基
于ＰＤＥ的图像处理部分中，将主要ＰＤＥ分成三类：平滑

型ＰＤＥ、平滑增强型ＰＤＥ、以及增强型ＰＤＥ，并且将散度
型各向异性 ＰＤＥ划为平滑型 ＰＤＥ．此外，Ｔｓｃｈｕｍｐｅｒｌè等
人［１２～１４］指出扩散张量驱动的散度型 ＰＤＥ（３）不能完全
刻画扩散张量所要体现的滤波性能，并且提出一种扩

散张量驱动的可计算迹型ＰＤＥ
ｕ
ｔ
＝ｔｒａｃｅＤ（Ｊρ（ｕσ））·( )Ｈ （２）

其中，Ｈ为 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵．
基于结构张量的变分泛函 ２００１年，Ｗｅｉｃｋｅｒｔ［１９］首

次基于结构张量提出了用于运动估计的变分泛函：

Ｅｒ（ｕ）＝∫Ωｔｒａｃｅ（φ（μ）ｗｗＴ＋φ（μ⊥）ｖｖＴ）ｄΩ
其中，φ为具有边缘保持性的势函数

［２０］．进一步地，
２００５年Ｔｓｃｈｕｍｐｅｒｌè等人［１４］基于结构张量提出了一般
性变分泛函：

Ｅｒ（ｕ）＝∫ΩΨ（μ，μ⊥）ｄΩ （３）

其中，Ψ（·，·）通常采用边缘保持势函数φ的定义．一
般性变分泛函对应的 ＰＤＥ为

ｕ
ｔ
＝２· Ψ

μ
ｗｗＴ＋Ψ

μ⊥
ｖｖ( )Ｔ·( )ｕ （４）

但是，Ｔｓｃｈｕｍｐｅｒｌè等人在提出一般性变分泛函时没有给
出Ψ（·，·）的选取条件．

３ 角形冲击滤波器

３１ 边缘冲击滤波器

Ｏｓｈｅｒ等人［２１］在１９９２年首次提出一种称为冲击滤
波器的ＰＤＥ图像增强方法．最常用的冲击滤波器定义
如下

ｕ
ｔ
＝－ｓｉｇｎＤ２ｕη，( )( )η ｜ｕ｜ （５）

其中，η＝ｕ／｜ｕ｜为图像的梯度方向．可见，冲击滤
波器根据边缘检测项 Ｄ２ｕ（η，η）的符号确定冲击流的
方向，根据图像的梯度模确定冲击流的强度．然而，ＰＤＥ
（５）存在两点重要不足：其一，增强边缘的同时增强噪
声点；其二，只能增强边缘不能增强角形结构，因此实

质上是边缘冲击滤波．针对第一点不足，研究者们通过
耦合边缘冲击滤波和平滑型 ＰＤＥ［２２］，实现同时增强边
缘和抑制噪声的目的．然而，对于如何在 ＰＤＥ框架下实
现角形增强，至今没有解决方案．为此，对应于边缘冲
击滤波，本文研究设计出一种角形冲击滤波器，通过耦

合边缘冲击滤波和角形冲击滤波，能够同时实现增强

边缘和角点结构的目的．
受边缘冲击滤波器的启发，角形冲击滤波器（ｅｄｇｅ

ｓｈｏｃｋｆｉｌｔｅｒ）的设计分成两步：第一，通过研究角形强度
度量确定角形冲击流的速度；第二，在基于水平集方法

的曲线演化理论框架下研究如何确定角形冲击流的方
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向．
３２ 角形强度度量

由于角形强度是用于确定角形冲击流的速度，因

此本文认为角形强度度量应该满足以下三个基本准

则：噪声鲁棒性；边缘鲁棒性；度量精确性．上述准则的
提出主要基于以下考虑：

（１）角形的强度度量应该对噪声鲁棒，角形冲击滤
波器不能同时增强噪声；

（２）角形的强度度量只能刻画角形区域的强度，不
能刻画其它结构的强度；

（３）传统的角点检测算法不能替代角形的强度度
量，只能检测锐化的角点；

（４）不同的角形具有不同的强度，对应的角形冲击
流应该具有不同的速度．

目前，图像处理文献中对于角形强度度量的研究

还相对较少，主要有两种度量［２３］：

Ｑ１＝ Ｄ２ｕξ，( )ξ ＝κ·｜ｕ｜ （６）

Ｑ２＝ １－( )ｍｏａ·｜ｕ｜ （７）
其中，ξ⊥η，κ为曲率，ｍｏａ＝（μ⊥－μ）

２／（μ⊥ ＋μ）
２为

各向异性测度．由于结构张量的特征值可以作为局部
几何结构的属性描述子，因此 ｍｏａ实际上起到指示边
缘区域的作用．然而，式（６）和式（７）对噪声过分敏感．另
外，式（６）对曲线型边缘较为敏感，因此需要研究设计
更为精确鲁棒的角形强度度量．

引入新型角形强度度量之前，首先定义矩阵 Ｍ＝
（ｍｉ，ｊ）ｉ／ｊ＝１，２的散度运算：

·Ｍ＝
ｍ１１
ｘ

＋
ｍ１２
ｙ
，
ｍ２１
ｘ

＋
ｍ２２
( )ｙ

Ｔ
（８）

根据定义（８），容易证明如下定理．
定理１ 假设 ｕ（ｘ，ｙ）处处二阶连续可微，ξ为图

像的切线方向，则等式（·（ξξＴ））Ｔ·ｕ＝－Ｄ２ｕ（ξ，

ξ）成立．
根据结构张量的定义，当 Ｊ

ρ
（ｕσ）中的ρ和σ均

取０时，Ｊ
ρ
（ｕσ）的特征向量 ｗ，ｖ分别退化为η，ξ．由

于结构张量通过考虑局部邻域增强结构方向估计的鲁

棒性，更重要的是，只有考虑局部邻域才能识别角形结

构，因此 ｗ，ｖ比起η，ξ能够更为精确地刻画局部结构
的方向．为此，根据 Ｑ１和定理１，我们提出如下新型角
形强度度量

Ｑ３＝ · ｖｖ( )( )Ｔ Ｔ·ｕ （９）
图１和图２给出两组实验比较三种角形强度度量

检测角形区域的有效性，分别对应无噪情形和噪声情

形．在结构张量中，ρ和σ分别取值２和１５．角形强度
度量图像利用公式 ５Ｑｊ＋５０，ｊ＝１，２，３进行计算显
示．对于两种情形下的角形度量图像，通过综合考虑噪

声鲁棒性、边缘鲁棒性、以及度量精确性，本文认为 Ｑ３
比 Ｑ１和 Ｑ２更适于作为角形冲击滤波的冲击速度．

３３ 角形冲击滤波器

角形冲击滤波器设计的第二步是研究如何确定角

形冲击流的方向．在本文中，角形冲击流的方向是在基
于水平集方法的曲线演化理论框架下确定的．首先，我
们给出角形冲击滤波器的一般形式

ｕ
ｔ
＝－ｓｉｇｎＤ２ｕξ，( )( )ξ ·Ｑ（ｕ） （１０）

其中，Ｑ（ｕ）≥０为某种角形强度度量，具备噪声鲁棒
性、边缘鲁棒性、以及度量精确性．

为了说明ＰＤＥ（１０）具有增强角形区域的作用，我们
暂且考虑如下ＰＤＥ

ｕ
ｔ
＝－ｓｉｇｎＤ２ｕξ，( )( )ξ ·Ｑ( )ｕ （１１）

注意到 Ｑ（ｕ）≥０作为角形强度度量具备噪声鲁棒性、
边缘鲁棒性、以及度量精确性，ＰＤＥ（１１）实际上只作用
于角形区域．由于图像可以利用其水平集来表示，因此
ＰＤＥ（１１）可以基于曲线演化理论进行分析．根据水平线
演化理论［１８，２４］，给定初始曲线 Ｃ０（ｐ），可以通过定义一
个高维函数（ｘ，ｙ，ｔ）：Ｒ２×［０，Ｔ）→Ｒ来表示：Ｃ０（ｐ）
＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２：（ｘ，ｙ，０）＝０｝．例如，（ｘ，ｙ，０）可定
义为（ｘ，ｙ，０）＝±ｄ，其中 ｄ为点（ｘ，ｙ）到曲线 Ｃ０（ｐ）
的距离．考虑如下演化ＰＤＥ


ｔ
＝ｓｉｇｎ（κ｜｜））·Ｑ（） （１２）

其中，（ｘ，ｙ，０）为初始条件．根据曲率驱动的水平线演
化理论知，ＰＤＥ（１２）演化的速度大小为 Ｑ（）／｜｜，演
化的方向由曲率κ的符号确定，并且演化曲线始终对

应函数（ｘ，ｙ，ｔ）的零水平集．当 ｄ在曲线内部取负而
在曲线外部取正，对于凸角形区域κ取正，此时角形向

内部演化；而对于凹角形区域κ取负，此时角形向外部

演化．相反地，当 ｄ在曲线外部取负而在曲线内部取
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正，对于凸角形区域κ取负，此时角形向外部演化；而

对于凹角形区域κ取正，此时角形向内部演化．因此，
ＰＤＥ（１１）实际上起到平滑角形结构的作用，从而得到圆
滑的角形结构．由于 ＰＤＥ（１１）是 ＰＤＥ（１０）的反过程，所
以ＰＤＥ（１０）确实具有增强角形区域的作用．当角形强度
度量取为 Ｑ３时，角形冲击滤波器即为

ｕ
ｔ
＝－ｓｉｇｎＤ２ｕξ，( )( )ξ · · ｖｖ( )( )Ｔ Ｔ·ｕ（１３）

图３分别给出无噪情形和含噪情形下 ＰＤＥ（１３）增
强角形区域的效果图．可见，本文角形冲击滤波器不仅
能够较好地增强角形结构，同时具有较强的噪声鲁棒

性．图４给出了高斯模糊情形下基于边缘冲击滤波器和
角形冲击滤波的增强效果，较好地显示了本文角形冲

击滤波器研究的必要性和重要性．

４ 基于结构张量的图像滤波性能分析及统
一正则ＰＤＥ框架

４１ 基于结构张量的各向异性ＰＤＥ滤波性能分析
本部分以定理的形式给出基于结构张量的各向异

性 ＰＤＥ的滤波性能．首先，容易给出如下定理．
定理２ 对于扩散张量 Ｄ（Ｊ０（ｕ０））＝λ１（｜ｕ｜）

ηη
Ｔ＋λ２（｜ｕ｜）ξξＴ，规范正交的特征向量η，ξ分别

对应图像的梯度方向和切线方向，λ１，λ２分别对应特征

向量的两个特征根，则下述等价式成立

ｕ
ｔ
＝· Ｄ（Ｊ０（ｕ０））·( )ｕ

ｕ
ｔ
＝·（λ１（｜ｕ｜）·ｕ）

由定理２知，扩散张量 Ｄ（Ｊ０（ｕ０））驱动的散度型
各向异性 ＰＤＥ（１）实质上等价于各向异性 ＰｅｒｏｎａＭａｌｉｋ
方程［２５］，扩散强度仅由η方向上的扩散系数λ１（｜ｕ｜）
决定．可见，基于扩散张量的散度型 ＰＤＥ不能较好地刻

画扩散张量所要表达的滤波性能．
对于 Ｔｓｃｈｕｍｐｅｒｌè等人［１２～１４］提出的基于扩散张量

的可计算迹型ＰＤＥ（２），我们容易给出如下定理．
定理３ 假设 ｕ（ｘ，ｙ）处处二阶连续可微，Ｄ（Ｊ

ρ

（ｕσ））＝λ１ｗｗ
Ｔ＋λ２ｖｖＴ为连续的２×２扩散矩阵，规

范正交的特征向量 ｖ，ｗ分别对应图像的边缘方向和垂
直方向，λ２，λ１分别对应特征向量的两个特征根，利用

可计算迹型 ＰＤＥ（２）扩散近似于分别以λ２，λ１的速度沿
ｖ，ｗ方向光滑．
可见，基于扩散张量 Ｄ（Ｊ

ρ
（ｕσ））的迹型各向异性

ＰＤＥ（２）能够较好地刻画扩散张量所要表达的滤波性
能．同时我们注意到，ＰＤＥ（２）对应的是平滑型滤波机
制．然而，下文将指出：可计算迹型 ＰＤＥ（２）是散度型各
向异性ＰＤＥ（１）的一种退化情形，ＰＤＥ（２）虽然能够直观
地刻画ＰＤＥ在图像平坦区域和边缘区域的滤波性能，
但是没有刻画角形区域的滤波性能，使得实际图像处

理过程中角点结构往往被破坏．
进一步，考虑σ＞０，ρ＞０情形下扩散张量 Ｄ（Ｊρ

（ｕσ））驱动的 ＰＤＥ（１）的滤波性能．我们给出如下两个
定理，由于篇幅有限，详细证明过程见作者的博士论

文［２６］．
定理４ 对于规范正交向量组 ｗ和ｖ，等式（ｕ）Ｔ

·（·（ｗｗＴ））＝－（ｕ）Ｔ·（·（ｖｖＴ））成立．
定理５ 假设 ｕ（ｘ，ｙ）处处二阶连续可微，Ｄ（Ｊ

ρ

（ｕσ））＝λ１ｗｗ
Ｔ＋λ２ｖｖＴ（σ＞０，ρ＞０）为连续的 ２×２

扩散矩阵，规范正交的特征向量 ｖ，ｗ分别对应图像的
边缘方向和垂直方向，λ２，λ１分别对应特征向量的两个

特征根，利用各向异性ＰＤＥ（１）进行扩散时，ＰＤＥ不仅具
有以λ２，λ１为速度沿 ｖ，ｗ方向光滑的作用，同时还具
有增强角点和强边缘结构的作用．各向异性 ＰＤＥ（１）对
应的是平滑增强型滤波机制．
４２ 结构张量驱动的变分泛函角点保持的条件

本节主要讨论Ｔｓｃｈｕｍｐｅｒｌè等人提出的一般性变分
泛函，重点研究分析其具备角点保持性能的条件，并且

对文献中的现有变分泛函进行验证讨论．根据４１节中
关于结构张量驱动的各向异性 ＰＤＥ的滤波性能的研究
结果，可以通过忽略具有增强边缘作用的冲击滤波算

子，将一般性变分泛函的角点保持性能研究转化为如

下 ＰＤＥ的性能研究
ｕ
ｔ
＝Ψ
μ
·Ｄ２ｕ ｗ，( )ｗ ＋Ψ

μ⊥
·Ｄ２ｕ ｖ，( )ｖ

－ Ψ
μ⊥

－Ψ
( )
μ
· ( )ｕ Ｔ· · ｗｗ( )( )Ｔ （１４）

对于Ψ（·，·）的选取，根据 ４．１节的研究，我们不难给
出如下基本条件

Ψ≥０，Ψμ
≥０，Ψ
μ⊥

≥０，Ψμ⊥
－Ψ
( )
μ
≥０ （１５）
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当Ψ（·，·）满足上述条件，一般性变分泛函在实现边缘

保持或边缘增强的图像处理任务的同时还能够保证角

点结构的保持．目前，文献中已经提出多种Ψ（·，·）的
选取 方 式［１２］．分 析 不 难 知 道，Ψ （μ，μ

⊥）＝

φ（ μ＋μ槡 ⊥）和Ψ（μ，μ
⊥）＝ （１＋μ）（１＋μ⊥槡 ）能够

满足基本条件（１５），保证图像处理过程中的边缘保持性

和角点保持性，而Ψ（μ，μ
⊥）＝φ（槡μ），Ψ（μ，μ⊥）＝

φ（ μ－μ槡 ⊥）以及Ψ（μ，μ
⊥）＝φ（μ）＋φ（μ⊥）对应的

一般性变分泛函在理论上都不具备角点保持性能，其

中φ（·）是具有边缘保持作用的势函数．
４３ 面向应用的统一正则ＰＤＥ框架

由以上研究讨论知，扩散张量驱动的散度型 ＰＤＥ
（１）不能完全刻画扩散张量所要表达的滤波性能，同时
扩散张量本身也不能完全描述散度型ＰＤＥ（１）的滤波性
能；而可计算迹型 ＰＤＥ（２）虽然能够直观地刻画 ＰＤＥ在
图像平坦区域以及边缘区域的滤波性能，但是没有刻

画角形区域的滤波性能，使得实际图像处理过程中角

点结构往往被破坏．为此，不同于扩散张量驱动的散度
型ＰＤＥ（１）和可计算迹型 ＰＤＥ（２），下面给出一种形式更
为直观、实现更为简洁、应用更为方便的统一正则 ＰＤＥ
框架：

ｕ
ｔ
＝αｓ［ｆｗμ，μ( )⊥ ·Ｄ２ｕ ｗ，( )ｗ

＋ｆｖμ，μ( )⊥ ·Ｄ２ｕ ｖ，( )ｖ
－ ｆｖ－ｆ( )ｗ· ( )ｕ Ｔ· · ｗｗ( )( )Ｔ ］

－αｅ１－ｆ( )ｗ ｓｉｇｎＤ２ｕ ｗ，( )( )ｗ ｜ｕ｜ （１６）
其中，αｓ＞０，αｅ＞０为控制参数，ｆｗ≥０，ｆｖ≥０分别为 ｗ，
ｖ方向上的扩散系数．ＰＤＥ（１６）同时实现了三种滤波性
能：平坦区域和边缘区域的各向异性平滑、平滑过程中

角形结构的自适应保持、以及增强图像清晰度的边缘

冲击滤波．下面给出了边缘保持和边缘增强两种情形
下扩散系数 ｆｗ≥０，ｆｖ≥０应该满足的条件．

（Ａ）边缘保持情形：
（１）ｌｉｍ

ｍｏａ→０
ｆｗ＝ｌｉｍ

ｍｏａ→０
ｆｖ＝１；

（２）ｌｉｍ
ｍｏａ→１
ｆｗ＝０，ｌｉｍ

ｍｏａ→１
ｆｖ＝０（ｌｉｍ

ｍｏａ→１

ｆｗ
ｆｖ
＝０）；

（３）ｌｉｍ
ｍｏａ→ｃ
０＜＜ｃ＜１

ｆｖ－ｆ( )ｗ ≥０

（Ｂ）边缘增强情形：
（１）ｌｉｍ

ｍｏａ→０
ｆｗ＝ｌｉｍ

ｍｏａ→０
ｆｖ＝１；

（２）ｌｉｍ
ｍｏａ→１
ｆｗ＝０，ｌｉｍ

ｍｏａ→１
ｆｖ＝１；

（３）ｌｉｍ
ｍｏａ→ｃ
０ｃ＜１

ｆｖ－ｆ( )ｗ ＝ｄ（０＜＜ｄ≤１）

其中，ｍｏａ为各向异性测度．注意到两种情形下的第 ３
个条件都是为了保证图像处理过程中的角点保持性．

５ 实验结果与分析

将统一正则ＰＤＥ框架应用于图像插值以验证其有
效性．其中，扩散系数取为 ｆｗ（μ，μ⊥）＝ｃ（｜μ －

μ
⊥｜０．５），ｆｖ（μ，μ⊥）＝１，ｃ（ｘ）＝１／（１＋ｘ

２／ｄ２），参数 ρ
＝２，σ＝１５，ｄ＝２，αｓ＝１，αε＝００２５取值不变．
实验１ 在该组实验中，尺寸为２５６×２５６的原始高

分辨率图像已知，如图５（ａ）所示．根据移动平均退化模
型对原始高分辨率图像进行４倍率下采样，得到尺寸为
６４×６４的低分辨率图像，图５（ｂ）为其像素复制图像．分
别利用全变差（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）插值方法［２７，２８］、方向
扩散 ＰＤＥ插值方法［２９］、统一正则 ＰＤＥ框架对低分辨率
图像进行插值处理．从插值图像的峰值信噪比（Ｐｅａｋ
ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）看，ＴＶ插值图像（５（ｃ））的
ＰＳＮＲ为２６６９２５ｄＢ；方向扩散 ＰＤＥ插值图像（５（ｄ））的
ＰＳＮＲ为２６８３３４ｄＢ；统一 ＰＤＥ框架插值图像（５（ｅ））的
ＰＳＮＲ为２７３７９２ｄＢ．可见，基于统一正则 ＰＤＥ的图像插
值达到了最高的 ＰＳＮＲ值．从视觉效果看，ＴＶ插值图像
（５（ｃ））在边缘结构上存在明显的锯齿效应；方向扩散
ＰＤＥ插值算法虽然能够较好地抑制锯齿效应，但是同时
钝化了原始图像中的角形结构（５（ｄ））；而统一正则
ＰＤＥ不仅能够较好地抑制锯齿效应，并且能够较好地保
持图像中的角形结构，５（ｄ）和５（ｅ）的差异图像５（ｆ）很
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好地说明了这个问题．
实验２ 在图６中，第１行为该组实验的低分辨率

图像，为 Ｂａｒｂａｒａ图像中含有噪声的局部截图；第２行为
分别利用ＴＶ插值算法、方向扩散 ＰＤＥ插值算法、以及
本文统一正则ＰＤＥ框架对低分辨率图像进行５倍率放
大的插值图像；第３行为利用Ｃａｎｎｙ算子对上述插值图
像的边缘检测结果．根据图像插值和边缘检测结果可
知，ＴＶ算法能够抑制随机噪声，但在边缘结构上存在锯
齿效应；方向扩散 ＰＤＥ方法能够同时抑制锯齿效应和
随机噪声，但是容易模糊低对比度区域中的流线型边

缘，导致边缘检测结果中出现很多断裂结构；由于结构

张量驱动的方向估计具备的鲁棒性，因此相对 ＴＶ和方
向扩散 ＰＤＥ，统一正则 ＰＤＥ框架在一定程度上能够增
强流线型边缘结构，插值图像和边缘检测图像具有更

好的视觉效果．

６ 结语

本文主要研究了结构张量驱动的变分偏微分方程

图像建模方法的滤波性能．创新工作主要有：（１）首次
提出了角形冲击滤波器的概念，基于角形强度度量和

水平线演化理论，给出了角形冲击滤波器的设计步骤

与数值实现；（２）首次给出了结构张量驱动的变分泛函
具备角点保持性能的条件，同时建立了一种统一正则

ＰＤＥ框架，直观有效地刻画了平坦区域、边缘和角形状
结构的滤波性能．单幅图像插值实验结果验证了统一
正则 ＰＤＥ框架的有效性．此外，需要指出的是，除了图
像插值［２８～３１］，本文提出的统一正则 ＰＤＥ框架还适用于
图像去噪、图像增强、超分辨率重建、图像修补等多种

图像处理问题［２０～２２，３２，３３］．
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