
适合大样本快速训练的最大夹角间隔核心集向量机

胡文军１，２，王士同１，邓赵红１

（１江南大学信息工程学院，江苏无锡 ２１４１２２；２湖州师范学院信息与工程学院，浙江湖州 ３１３０００）

摘 要： 许多核化形式的分类方法如 ＳＶＭ，ＳＶＤＤ等都是对应一个二次规划（ＱＰ）问题，而核矩阵计算需要
Ｏ（ｍ２）空间复杂度，求解ＱＰ需要 Ｏ（ｍ３）时间复杂度，限制了这类方法对大样本数据的训练．本文基于一种新的分类
间隔概念提出最大向量夹角间隔分类器ＭＡＭＣ，目标是在样本空间找到最优向量 ｃ，测试样本通过 ｃ与训练样本之间
的最大化向量夹角间隔ρ（称为Ｍａｒｇｉｎ）实现分类．同时，文中证明了该方法的核化形式等价于核化的最小包络球 ＭＥＢ
问题，并通过引入核心集向量机ＣＶＭ将ＭＡＭＣ扩展为ＭＡＭＣＶＭ，进而快速实现对大样本的训练和分类．人造和真实
数据集实验表明了ＭＡＭＣ和ＭＡＭＣＶＭ算法的有效性．
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１ 引言

分类是模式识别和机器学习中非常重要的一个内

容．较著名的分类器包括：支持向量机（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒ
Ｍａｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ）［１］，ｖＳＶＣ［２］，多核 ＳＶＭ［３］，最小类内散度
ＳＶＭ（ＭｉｎｉｍｕｍＷｉｔｈｉｎｃｌａｓｓＳｃａｔｔｅｒＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，
ＭＣＳＶＭ）［４］，模糊核超球感知器（ＦｕｚｚｙＫｅｒｎｅｌＨｙｐｅｒｂａｌｌ
Ｐｅｒｃｅｐｔｒｏｎ，ＦＫＨＰ）［５］，椭球核机（ＥｌｌｉｐｓｏｉｄａｌＫｅｒｎｅｌＭａ
ｃｈｉｎｅ，ＥＫＭ）［６］等用于解决二类及多类问题；支持向量数
据描述（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＤａｔａＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ，ＳＶＤＤ）［７］，小球体
大间隔（ＳｍａｌｌＳｐｈｅｒｅａｎｄＬａｒｇｅＭａｒｇｉｎ，ＳＳＬＭ）［８］等方法用
于一类或非正常数据检测．一般地，核化使得这些方法
适应性更好并能解决线性不可分问题，而对应核化后的

方法往往可以描述成二次规划（ＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，
ＱＰ）问题，若是一个严格凸优化问题，必会得到全局最
优解．但是，对于大样本数据集，ＱＰ求解的计算复杂度
是相当可观，比如含 ｍ个样本的ＳＶＭ，至少需要 Ｏ（ｍ３）
时间和 Ｏ（ｍ２）空间复杂度［９］．因此，如何降低计算复杂
度成了研究热点，较流行的方法是通过逼近替代 ＱＰ问
题中核矩阵的计算［１０］，如 Ｎｙｓｔｒｍ法［１１］，贪婪逼近
法［１２］，采样法［１３］，矩阵分解法［１４］等．

最近，Ｔｓａｎｇ等人证明了一类硬 ＳＶＤＤ、一／二类 Ｌ２
ＳＶＭ、Ｌ２ＳＶＲ以及ＲａｎｋｉｎｇＳＶＭ等价于ＭＥＢ或中心约束
最小球（ＣｅｎｔｅｒＣｏｎｓｔｒａｉｎＭＥＢ，ＣＣＭＥＢ）［１０，１５］问题，并提
出核心集向量机（ＣｏｒｅＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＣＶＭ）［１０］和一般化
的ＣＶＭ算法［１５］用于逼近 ＭＥＢ和 ＣＣＭＥＢ，其时间复杂

收稿日期：２０１００６１３；修回日期：２０１０１０１８
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ６０９０３１００，Ｎｏ６０９７５０２７）

第５期
２０１１年５月

电 子 学 报

ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ
Ｖｏｌ．３９ Ｎｏ．５
Ｍａｙ ２０１１



度与训练样本数成线性关系，而空间复杂度与训练样

本数无关［１０，１５］．Ｄｅｎｇ等人建立了子集密度估计器（Ｒｅ
ｄｕｃｅｄＳｅｔＤｅｎｓｉｔｙＥｓｔｉｍａｔｏｒ，ＲＳＤＥ）和模糊推理系统（Ｆｕｚｚｙ
ＩｎｆｅｒｅｎｃｅＳｙｓｔｅｍｓ，ＦＩＳ）与 ＭＥＢ之间的联系［１６，１７］，并提出
了快速子集密度估计器（ＦａｓｔＲｅｄｕｃｅｄＳｅｔＤｅｎｓｉｔｙＥｓｔｉｍａ
ｔｏｒ，ＦＲＳＤＥ）［１６］和快速 ＭＬ模糊推理系统（ＦａｓｔＭａｍｄａｎｉ
ＬａｒｓｅｎＦＩＳ，ＭＬＦＩＳ）［１７］用于大样本训练．

实际上，上述等价于 ＭＥＢ或 ＣＣＭＥＢ的 Ｌ２ＳＶＭ方
法是原始 Ｌ２ＳＶＭ的特殊化，而本文从一种新的分类间
隔概念（称为向量夹角间隔）出发，提出一种新的分类

算法，并能更直接的通过等价于ＣＣＭＥＢ问题解决大样
本．思想是在样本空间中找到最优向量 ｃ，测试样本可
以通过 ｃ与训练样本之间的向量夹角间隔进行分类，
并尽可能使得分类的向量夹角间隔最大化，如图 １所
示，两类样本分别被蓝色和黑色线条夹角分开，故将本

文方法称为最大向量夹角间隔分类器（ＭａｘｉｍｕｍＶｅｃｔｏｒ
ＡｎｇｕｌａｒＭａｒｇｉｎＣｌａｓｓｉｆｉｅｒ，ＭＡＭＣ）．ＭＡＭＣ通过等价 ＣＣ
ＭＥＢ后，利用ＣＶＭ技巧将其拓展为最大向量夹角间隔
核心集向量机（ＭａｘｉｍｕｍＶｅｃｔｏｒＡｎｇｕｌａｒＭａｒｇｉｎＣｏｒｅＶｅｃ
ｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＭＡＭＣＶＭ）用于处理大样本．

２ 最大向量夹角间隔分类器

定义：含两类的样本集 Ｘ＝｛ｘｉ｜ｘｉ∈Ｒｄ｝，ｘｉ为列向
量，类标签 ｙｉ∈｛＋１，－１｝，当 ｉ＝１，２，…，ｍ１时，ｙｉ＝
＋１，当 ｉ＝ｍ１＋１，…，ｍ１＋ｍ２（ｍ１＋ｍ２＝ｍ）时，ｙｉ＝－１．
２１ 原始形式

根据第１节思想，在样本特征空间找最优向量 ｃ，

当采用
ｘＴｉｃ

‖ｃ‖．‖ｘｉ‖
反映样本点 ｘｉ与ｃ间向量夹角距

离，则该算法的优化问题描述为：

ｍｉｎ
ρ，ｃ
－ｖρ＋

１
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
ｘｉ－

 

ｃ２ （１）

ｓ．ｔ． ｙｉ（
ｘＴｉｃ

‖ｃ‖·‖ｘｉ‖
）≥ρ，１≤ｉ≤ｍ （２）

其中，ρ称为向量夹角距离（ＡｎｇｕｌａｒＤｉｓｔａｎｃｅ）意义
上的间隔 Ｍａｒｇｉｎ，式（１）中第２项的目的是为了让 ｃ尽

可能地接近样本中心，以便使对应的 ＶＣ维尽量小，
ｖ＞０为调节参数．为方便推导，式（２）改成式（３）中的约
束项，这也可方便地通过对样本正则化实现．由此得到
优化问题的新模型：

ｍｉｎ
ρ，ｃ
－ｖρ＋

１
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
ｘｉ－

 

ｃ２

ｓ．ｔ． ｙｉ（ｘＴｉｃ）≥ρ，１≤ｉ≤ｍ

（３）

构造上述模型的拉格朗日方程：

Ｌ（ρ，ｃ，α）＝－ｖρ＋
１
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
ｘｉ－

 

ｃ２

＋∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ（ρ－ｙｉｘ

Ｔ
ｉｃ） （４）

其中，α＝（α１，α２，…，αｍ）Ｔ≥０是拉格朗日乘子，方程
Ｌ（ρ，ｃ，α）分别对原始问题变量ρ和ｃ求偏导数：

Ｌ
ρ
＝０∑

ｍ

ｉ＝１
αｉ＝ｖ （５）

Ｌ
ｃ
＝０ｃ＝∑

ｍ

ｉ＝１
（
１
ｍ＋
αｉｙｉ
２）ｘｉ （６）

将式（５）、（６）代入式（４），可得原始问题的对偶形式：

ｍａｘ
α
∑
ｍ

ｉ＝１
αｉｙｉ（

－４
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
ｘＴｊ）ｘｉ－∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
αｉαｊｙｉｙｊｘＴｉｘｊ

ｓ．ｔ． ∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ＝ｖ，αｉ≥０，１≤ｉ≤ｍ （７）

显然对偶问题是一个ＱＰ问题．为求解ρ，构造集合 Ｕ：
Ｕ＝｛ｘｉ｜０＜αｉ＜ｖ，１≤ｉ≤ｍ｝ （８）

根据Ｋ．Ｋ．Ｔ．定理，当αｉ满足条件０＜αｉ＜ｖ时，式（３）中
的约束不等式等号成立，因此：

ρ＝Ｐ／｜Ｕ｜ （９）

其中，Ｐ＝∑
ｘｉ∈Ｕ
ｙｉｘＴｉｃ＝∑

ｘｉ∈Ｕ
ｙｉｘＴｉ∑

ｍ

ｋ＝１
（
１
ｍ＋
αｋｙｋ
２）ｘｋ

２２ 核化形式

一般地，真实样本空间很难做到准确划分，为此需

要进行核化，其实质是找到一个合适的映射φ：ｘｉ∈Ｒ
ｄ

→φ（ｘｉ）∈Ｒ
Ｄ（ｄＤ），并用核函数 ｋ（ｕ，ｖ）表示映射后

的内积φ（ｕ）
Ｔ
φ（ｖ），式（３）核化后的对偶问题为：

ｍａｘ
α
∑
ｍ

ｉ＝１
αｉｙｉ（

－４
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
φ（ｘｊ）

Ｔ）φ（ｘｉ）

－∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
αｉαｊｙｉｙｊφ（ｘｉ）

Ｔ
φ（ｘｊ）

ｓ．ｔ．∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ＝ｖ，αｉ≥０，１≤ｉ≤ｍ

用 ｋ（·，·）替换上式内积：

ｍａｘ
α
∑
ｍ

ｉ＝１
αｉｙｉ（

－４
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
ｋ（ｘｉ，ｘｊ））

－∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
αｉαｊｙｉｙｊｋ（ｘｉ，ｘｊ）

ｓ．ｔ． ∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ＝ｖ，αｉ≥０，１≤ｉ≤ｍ

（１０）

９７１１第 ５ 期 胡文军：适合大样本快速训练的最大夹角间隔核心集向量机



对应 ｃ和Ｐ的核化形式：

ｃ＝∑
ｍ

ｉ＝１
（
１
ｍ＋
αｉｙｉ
２）φ（ｘｉ） （１１）

Ｐ＝∑
ｘｉ∈Ｕ
αｉφ（ｘｉ）

Ｔｃ

＝∑
ｘｉ∈Ｕ
ｙｉ∑

ｍ

ｋ＝１
（（
１
ｍ＋
αｋｙｋ
２）ｋ（ｘｋ，ｘｉ）） （１２）

２３ 决策函数

为测试一个新样本 ｘ∈Ｒｄ的类别，只需判断是否
在对应的夹角中，其决策函数为：

ｆ（ｘ）＝ｓｇｎ（φ（ｘ）
Ｔｃ）

＝ｓｇｎ（∑
ｍ

ｉ＝１
（
１
ｍ＋
αｉｙｉ
２）ｋ（ｘｉ，ｘ）） （１３）

２４ ＭＡＭＣ的优势与计算复杂度分析
根据ＶａｐｎｉｋＣｈｅｒｖｏｎｅｎｋｉｓ维（ＶＣ维）理论可知，更小

的ＶＣ维可以获得更优的分类界面［５，６］，并且ＶＣ维大小
满足条件：ＶＣ≤ｍｉｎｒ２／Ｍ２，{ }ｄ ＋１，这里 ｒ是包络所有
样本的球半径，Ｍ是分类间隔，ｄ是样本维数．可知ＳＶＭ
追求间隔 Ｍ（ＳＶＭ的分类间隔为 ２／‖ｗ‖）最大，而
ＳＶＤＤ追求最小包络球（即 ｒ最小）使得 ＶＣ更小．对于
ＭＡＭＣ的数学模型，要求最优向量 ｃ尽可能接近样本中
心进而使得样本包络球半径 ｒ尽可能小，同时通过最
大化夹角间隔ρ（分类间隔为 ２ρ）强化 ＶＣ维更小．可
见，ＭＡＭＣ从这两方面获得更小 ＶＣ维从而获得更优的
分类界面，第５节ＭＡＭＣ实验结果也验证了这一结论．

但是，ＭＡＭＣ的核化模型跟其他核化方法（如 ＳＶＭ，
ＳＶＤＤ）一样，实质上都是求解ＱＰ问题．式（１０）中的一次

和二次项复杂度均为 Ｏ（ｍ２），但一次项中∑
ｍ

ｊ＝１
ｋ（ｘｉ，ｘｊ）

实际上是核矩阵的第 ｉ行元素之和，因此 ＭＡＭＣ的计
算复杂度仍为 Ｏ（ｍ２），求解 ＱＰ需要 Ｏ（ｍ３），所以
ＭＡＭＣ同ＳＶＭ、ＳＶＤＤ一样很难实现大样本训练，那么
ＭＡＭＣ是否也像一类硬 ＳＶＤＤ、一／二类 Ｌ２ＳＶＭ等价于
ＭＥＢ问题，并实现对大样本训练呢？

３ ＭＥＢ和ＣＣＭＥＢ最小球问题

最小包络球ＭＥＢ问题在模式识别中得到了广泛研
究和应用［１４～２０］，特别是利用 ＭＥＢ的核心集 ＣｏｒｅＳｅｔ解
决大样本问题．定义球心为 ｃ，半径为 Ｒ的球Ｂ（ｃ，Ｒ），
给定 ｍ个数据的样本集Ｘ＝｛ｘｉ｜ｘｉ∈Ｒｄ｝，其中 ｘｉ为列
向量，１≤ｉ≤ｍ，原始样本空间通过函数φ：ｘｉ→φ（ｘｉ）
映射到高维特征空间Γ．
３１ ＭＥＢ最小球

最小包络球ＭＥＢ问题可用下列优化问题描述：
ｍｉｎ
Ｒ，ｃ
Ｒ２

ｓ．ｔ． ｘｉ－

 

ｃ２≤Ｒ２
（１４）

引入核函数核化后，ＭＥＢ问题可描述为：
ｍｉｎ
Ｒ，ｃ
Ｒ２

ｓ．ｔ． φ（ｘｉ）－

 

ｃ２≤Ｒ２
（１５）

通过构造拉格朗日函数，可以得到该优化问题的

对偶形式：

ｍａｘ
α
α
Ｔｄｉａｇ（Ｋ）－αＴＫα

ｓ．ｔ．αＴ１＝１
（１６）

其中，α＝（α１，α２，…，αｍ）Ｔ１×ｍ≥０是拉格朗日乘子，
１＝（１，１，…，１）Ｔ１×ｍ，Ｋ＝［ｋ（ｘｉ，ｘｊ）］ｍ×ｍ为核矩阵．

Ｔｓａｎｇ等人在文献［１０，１５］中指出，如果引入的核函
数满足条件 ｋ（ｘｉ，ｘｉ）＝ｋ（ｋ为某一常数），那么核化的
对偶形式如同式（１６）的优化问题均可视为 ＭＥＢ问题，
如硬边界一类 ＳＶＤＤ和一／二类 Ｌ２ＳＶＭ核化形式，这
样一些求解 ＭＥＢ问题的优势方法可以使用，如利用
ＭＥＢ核心集的快速逼近法等．
３２ 中心约束ＣＣＭＥＢ最小球

文献［１５］Ｔｓａｎｇ等人将 ＭＥＢ拓展到 ＣＣＭＥＢ后，建
立了 Ｌ２ＳＶＲ，ＲａｎｋｉｎｇＳＶＭ等算法与 ＭＥＢ之间的联系，
从而利用一般化的ＣＶＭ算法实现对大样本的训练．

在 ＣＣＭＥＢ中，将Γ空间中每个样本点φ（ｘｉ）引入
一属性项δｉ∈Ｒ，构建一个拓展的 ＭＥＢ高 １维特征空

间Γ′，其样本为
φ（ｘｉ）

δ
[ ]

ｉ
，且拓展的ＭＥＢ中心点约束为

ｃ[ ]０，其中 ｃ是 ＭＥＢ在Γ特征空间中的中心点．因而
ＭＥＢ在Γ′空间中优化问题可表述为式（１７），即为 ＣＣ
ＭＥＢ问题．

ｍｉｎ
Ｒ，ｃ
Ｒ２

ｓ．ｔ． φ（ｘｉ）－



ｃ２＋δｉ≤Ｒ２
（１７）

其对偶形式如下：

ｍａｘ
α
α
Ｔ（ｄｉａｇ（Ｋ）＋Δ）－αＴＫα

ｓ．ｔ．αＴ１＝１
（１８）

其中，

Δ＝［δ２１，δ２２，…，δ２ｍ］Ｔ≥０ （１９）
此时，有

Ｒ＝ α
Ｔ（ｄｉａｇ（Ｋ）＋Δ）－αＴＫ槡 α （２０）

ｃ＝∑
ｍ

ｉ＝１
αｉφ（ｘｉ） （２１）

Γ′空间中任一点到球心距离的平方：

φ（ｘｉ）

δ
[ ]

ｉ
－
ｃ[ ]

 


０

２

＝φ（ｘｉ）－

 

ｃ２＋δ２ｉ （２２）

由于约束条件α
Ｔ１＝１，式（１８）可改写成：

ｍａｘ
α
α
Ｔ（ｄｉａｇ（Ｋ）＋Δ－η１）－α

ＴＫα

ｓ．ｔ．αＴ１＝１
（２３）
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其中η∈Ｒ为某一常数．
结论：形如式（２３）且满足条件式（１９）的优化问题就

可视为ＭＥＢ问题，只是此时为ＣＣＭＥＢ问题．

４ 最大向量夹角间隔核向量机

４１ ＭＡＭＣ与ＣＣＭＥＢ关系
ＭＡＭＣ同样可以达到ＳＶＭ和ＳＶＤＤ分类精度，甚至

更高（见第５节实验），但样本较大时，ＭＡＭＣ能否适用，
为此我们给出下面的定理．

定理１ ＭＡＭＣ等价于ＣＣＭＥＢ问题．
证明：令 ｖλｉ＝αｉ，并代入式（１０）可得：

ｍａｘ
λｉ，ｖ
∑
ｍ

ｉ＝１
ｖλｉｙｉ（

－４
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
ｋ（ｘｉ，ｘｊ））

－∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｖλｉｖλｊｙｉｙｊｋ（ｘｉ，ｘｊ）

ｓ．ｔ． ∑
ｍ

ｉ＝１
ｖλｉ＝ｖ，１≤ｉ≤ｍ

（２４）

整理后得：

ｍａｘ
λｉ，ｖ
∑
ｍ

ｉ＝１
λｉｙｉ（

－４
ｍｖ∑

ｍ

ｊ＝１
ｋ（ｘｉ，ｘｊ））

－∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
λｉλｊｙｉｙｊｋ（ｘｉ，ｘｊ）

ｓ．ｔ． ∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ＝１，１≤ｉ≤ｍ

（２５）

并重新令λｉ＝αｉ，则：
ｍａｘ
α
α
Ｔ（ｄｉａｇ（珟Ｋ）＋Δ－η１）－α

Ｔ珟Ｋα

ｓ．ｔ．αＴ１＝１
（２６）

其中，

珟Ｋ＝珓ｋ（ｘｉ，ｘｊ[ ]） ｍ×ｍ＝ ｙｉｙｊｋ（ｘｉ，ｘｊ[ ]） ｍ×ｍ （２７）

Δ＝－ｄｉａｇ（珟Ｋ）＋η１＋Ｔｌｉｎｅａｒｔｅｒｍ （２８）

Ｔｌｉｎｅａｒｔｅｒｍ＝ Ｔ[ ]ｉｍ×１＝ ｙｉ
－４
ｍｖ
∑
ｍ

ｊ
ｋ（ｘｉ，ｘｊ[ ]）

ｍ×１
（２９）

当取η＝ｍａｘ（ｄｉａｇ（珟Ｋ）－Ｔｌｉｎｅａｒｔｅｒｍ）时，条件式（１９）必定满
足．证毕．

因此，可以利用 ＣＣＭＥＢ的逼近算法（一般化的
ＣＶＭ）快速找出样本核心集 ＣｏｒｅＳｅｔ［１５～２１］，然后利用
ＭＡＭＣ对核心集训练获得判决函数，从而获得了利用
ＭＥＢ逼近方法来解决大样本问题的另外一个版本
ＭＡＭＣＶＭ．
４２ ＭＡＭＣＶＭ算法实现

实际上，ＭＡＭＣ中的每个样本 ｚｉ＝（ｘｉ，ｙｉ）在 ＭＡＭ

ＣＶＭ中可以看成
珘φ（ｚｉ）

δ
[ ]

ｉ
＝
ｙｉφ（ｘｉ）

δ
[ ]

ｉ
．此时，采用一般

化的ＣＶＭ算法需要计算最小球的半径和样本点到球心
的距离，半径采用式（２０）计算，而样本点到球心的距离需

要将式（２１）、（２２）改成式（３０）、（３１），并通过式（３１）计算．

ｃ＝∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ珘φ（ｚｉ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
αｉｙｉφ（ｘｉ） （３０）

珘φ（ｚｌ）

δ
[ ]

ｌ
－
ｃ[ ]

 


０

２

＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
αｉαｊｙｉｙｊｋ（ｘｉ，ｘｊ）

－２∑
ｍ

ｉ＝１
αｉｙｉｙｌｋ（ｘｉ，ｘｌ）＋ｙｌｙｌｋ（ｘｌ，ｘｌ）＋δ２ｌ

（３１）

ＭＡＭＣＶＭ算法分两个阶段，第一阶段采用 ＣＣ
ＭＥＢ的一般化的 ＣＶＭ算法找出核心集 Ｓ（请参考文献
［１０，１５］），第二阶段利用 ＭＡＭＣ对核心集进行训练，并
输出判决函数．具体如下：
算法１ＭＡＭＣＶＭ
阶段１ 通过一般化－ＣＶＭ获得ＣｏｒｅＳｅｔ

Ｓｔｅｐ１ 初始化 ｔ＝０，Ｓｔ，ｃｔ和Ｒｔ

Ｓｔｅｐ２
所有样本点均被 Ｂ（ｃｔ，（１＋ε）Ｒｔ）包络，则 Ｓ＝Ｓｔ转入阶

段２，否则转入Ｓｔｅｐ３
Ｓｔｅｐ３ 找出离 ｃｔ最远的点ｚ，加入核心集中，即 Ｓｔ＋１＝Ｓｔ∪｛ｚ｝

Ｓｔｅｐ４ 找出新的ＭＥＢ：Ｂ（ｃｔ＋１，Ｒｔ＋１）

Ｓｔｅｐ５ 转Ｓｔｅｐ１
阶段２ 获得决策函数

Ｓｔｅｐ６ 采用ＭＡＭＣ对核心集 Ｓ训练

Ｓｔｅｐ７ 根据式（１３）输出决策函数

算法中的Ｓｔｅｐ３需要计算 Ｂ（ｃｔ，（１＋ε）Ｒｔ）球外的
每个点（设 ｎ个）到 ｃｔ的距离，并找出最远点 ｚ，由式
（３１）可知其复杂度为 Ｏ（Ｓｔ ２＋ｎ Ｓｔ），当 ｎ很大时
计算很可观．为此，本算法采用文献［１２］提出的概率加
速方法，通过随机采样一个子集，当子集Ｓｉｚｅ＝５９时，所
有最远点的５％在该子集中的概率将会达到９５％，这样
在保证性能的基础上使计算复杂度降为 Ｏ（Ｓｔ ２），而
一般的 Ｓｔｎ，从而提高算法的效率．

５ 实验研究

为评价本文算法，实验包含两部分：其一是 ＭＡＭＣ
实验，本部分实验使用 ８种中小量样本数据集，其中 １
种是人造香蕉形数据，其他７种真实数据集可以从网站
ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｉｃｓ．ｕｃｉ．ｅｄｕ／～ｍｌｅａｒｎ／ＭＬＲｅｐｏｓｉｔｏｒｙ．ｈｔｍｌ和
ｈｔｔｐ：／／ｉｃｔ．ｅｗｉ．ｔｕｄｅｌｆｔ．ｎｌ／～ｄａｖｉｄｔ／ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ下载；其二
是ＭＡＭＣＶＭ实验，使用５种大样本数据集，１种是４×４
ＣｈｅｃｋＢｏａｒｄ人造数据，其他４种真实数据集可以从网站
ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｉｃｓ．ｕｃｉ．ｅｄｕ／～ｍｌｅａｒｎ／ＭＬＲｅｐｏｓｉｔｏｒｙ．ｈｔｍｌ下
载，实验均在 ３０ＧＨｚ主频，２Ｇ内存，ＸＰ系统的计算机
及Ｍａｔｌａｂ２００９ａ平台上实现．考虑到训练数据的不平
衡，两部分实验均记录了正负类的分类精度 ａ＋和 ａ－，
并用几何平均度量方法式（３２）评价最终结果，简称 ｇ
为几何精度，该方法常用于不平衡数据集［８，２２］．

ｇ＝ ａ＋·ａ槡 － （３２）
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其中 ａ＋和 ａ－分别指正类和负类分类精度，采用

ａ＋＝＃ｐｏｓｉｔｉｖｅｓａｍｐｌｅｓｃｏｒｒｅｃｔｌｙｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ＃ｔｏｔａｌｐｏｓｉｔｉｖｅｓａｍｐｌｅｓｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ ×１００％

ａ－＝＃ｎｅｇａｔｉｖｅｓａｍｐｌｅｓｃｏｒｒｅｃｔｌｙｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ＃ｔｏｔａｌｎｅｇａｔｉｖｅｓａｍｐｌｅｓｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ ×１００％

计算．所有实验均采用径向基核函数实现：

ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅｘｐ（－
ｘｉ－ｘｊ２

ｈ ） （３３）

５１ ＭＡＭＣ实验
此节实验参数选择如下：核函数带宽参数 ｈ以训

练样本的平均 ２范数的平方 ｓ为基准，并在网格｛ｓ／
１２８，ｓ／６４，ｓ／３２，ｓ／１６，ｓ／８，ｓ／４，ｓ／２，ｓ，２ｓ，４ｓ，８ｓ，１６ｓ，
３２ｓ｝中搜索至最优，调
节参数 ｖ在网格｛２，５，
７，１０，２０，５０，７０，９０｝搜
索至最优．

人造香蕉形数据

的标准差为 １，正负类
样本各 １５０个，如图 ２
所示，表１给出了８种
数据集的特征属性．实
验前数据进行了归一化处理，从全体样本中随机取

７０％作为训练，剩余样本用于测试，每个数据集进行５
次随机交叉验证，并以平均后的 ｇ作为最终分类精度．
为与ＳＶＭ和 ＳＶＤＤ在同等条件相比，数据同样进行归
一化处理，ＳＶＭ和ＳＶＤＤ算法中的核函数及其参数搜索
均与ＭＡＭＣ一致，交叉验证方法也相同，ＳＶＭ实验使用
ＳＶＭｔｏｏｌｂｏｘ软件包，并采用硬划分；ＳＶＤＤ实验中两个
参数 Ｃ１和 Ｃ２均取为 １．测试精度采用几何精度 ｇ评
价，并通过训练时间 ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（单位：ｓ）和测试样本的分
类时间 ｃｌａｓｓｔｉｍｅ（单位：ｓ）比较了３种算法的运行效率，
ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（单位：ｓ）和 ｃｌａｓｓｔｉｍｅ（单位：ｓ）采用平均值给
出，即分别累加各次训练和分类时间，最终以平均值给

出．表２给出了实验结果．
表１ ＭＡＭＣ实验数据集

数据集 维数 样本数 ＋１类 １类

Ｂａｎａｎａ ２ ３００ １５０ １５０
ＳｐｅｃｔｆＨｅａｒｔ ４４ ２６７ ２１２ ５５
Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ３４ ３５１ ２２５ １２６
Ｂｉｏｍｅｄ ５ １９４ １２７ ６７
Ｈｅｐａｔｉｔｉｓ １９ １５５ １２３ ３２
Ｌｉｖｅｒ ６ ３４５ ２００ １４５
Ｉｒｉｓ ４ １５０ ５０ １００
Ｗｉｎｅ １３ １７８ ５９ １１９

表２ ＭＡＭＣ测试精度比较

数据集
ＭＡＭＣ ＳＶＭ ＳＶＤＤ

ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ） ｃｌａｓｓｔｉｍｅ（ｓ） ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ） ｃｌａｓｓｔｉｍｅ（ｓ） ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ） ｃｌａｓｓｔｉｍｅ（ｓ）

Ｂａｎａｎａ ９９．１２ ３．５２８８ ０．０９８３ ９８．７１ ２０．９１８０ ０．３５２２ ９５．５６ ４．７２２４ ０．６９２５

ＳｐｅｃｔｆＨｅａｒｔ ７７．９４ １．１０４１ ０．０７６７ ７２．０７ １４．７８６８ ０．２８３２ ７０．２９ １．６２１４ ０．６７３６

Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ８７．１６ ３．１８７５ ０．１２８７ ８８．７５ ３１．９４６９ ０．４７７２ ９３．１２ ４．０８３９ １．０１９２

Ｂｉｏｍｅｄ ８５．９３ ０．９２６６ ０．０３９１ ８５．７４ ５．６５７２ ０．１４８３ ８３．３４ ０．９８２７ ０．３５７７

Ｈｅｐａｔｉｔｉｓ ８４．４５ ０．２８６９ ０．０２６５ ７４．６７ ３．３４４０ ０．０９４７ ７１．０９ ０．３８３７ ０．２９１３

Ｌｉｖｅｒ ６５．８３ １２．３１４８ ０．１１５４ ６６．１９ ２８．２４０４ ０．４５５８ ６３．３７ ８．７７１２ ０．９１０３

Ｉｒｉｓ ９５．９６ １．０６６７ ０．０２３４ ９５．２１ ３．０３２５ ０．０８６８ ８９．６２ ０．５９６４ ０．２４７１

Ｗｉｎｅ １００．００ ０．４０５９ ０．０３４６ １００．００ ４．９８７３ ０．１２４５ ９８．９７ ０．７６０１ ０．３０３４

从表 ２可以看出，除 Ｌｉｖｅｒ和 Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ数据集外
ＭＡＭＣ分类几何精度均优于 ＳＶＭ和 ＳＶＤＤ，这是因为
ＭＡＭＣ模型从球半径和分类间隔ρ两方面同时减小 ＶＣ
维从而获得更优分类界面的结果．训练（除 Ｌｉｖｅｒ和 Ｉｒｉｓ
外）和分类时间均少于 ＳＶＭ和 ＳＶＤＤ，效率较高，这是由
于ＭＡＭＣ只需要获得最优向量 ｃ而不像ＳＶＭ（或ＳＶＤＤ）
需要同时获得 ｗ和偏移项 ｂ（或球心 ｃ和半径 Ｒ）．可
见，本文的ＭＡＭＣ算法相比而言具有较好的优势．
５２ ＭＡＭＣＶＭ实验

此节分别对４×４ＣｈｅｃｋＢｏａｒｄ数据集，如图３所示，
和真实的ＵＣＩ大样本数据集进行测试研究，ＵＣＩ数据集
进行了一定的预处理，如多类数据只取其中两类，或多

类数据合并成２类，或补充丢失的属性等，表３给出了
数据集的属性．核函数带宽 ｈ在网格｛ｓ／３２，ｓ／１６，ｓ／８，

ｓ／４，ｓ／２，ｓ，２ｓ｝中搜索至最优，调节参数 ｖ在网格｛１０，
２０，５０，７０，９０｝搜索至最优．实验精度和效率分别采用几
何精度 ｇ和训练时间 ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（单位：ｓ）评价．

实验１ 利用４×４
ＣｈｅｃｋＢｏａｒｄ数据集分析
逼近参数ε 对 ＭＡＭ
ＣＶＭ算法的影响．表 ４
给出了实验结果，从

表４可以看出ε越小，
精度越高，但训练时间

越长，因此实际应用

时，应当考虑两者之间的协调，一般地ε取１ｅ６将满足
绝大部分情况．
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表３ ＭＡＭＣＶＭ实验数据集

数据集 维数 样本数 ＋１类 １类
４×４ＣｈｅｃｋＢｏａｒｄ ２ ５００，０００ ２５０，０００ ２５０，０００
Ｗａｖｅｆｏｒｍ ２１ ３，３０４ １，６５７ １，６４７

Ｗａｖｅｆｏｒｍ＋ｎｏｉｓｅ ４０ ３，３４５ １，６９２ １，６５３
ＬｅｔｔｅｒＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ １６ ２０，０００ ８，３８７ １１，６１３
Ｓｔａｔｌｏｇ－Ｓｈｕｔｔｌｅ ９ ４３，５００ ３４，１０８ ９，３９２

表４ 逼近参数ε对ＭＡＭＣＶＭ的影响（ｈ＝ｓ，ｖ＝２０）

ε 几何精度 ｇ（％） ＣｏｒｅＳｅｔ子集样本数ＣＶｓ ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ）
１ｅ２ ６１．６４ ７ １．０６２５
１ｅ３ ６５．４６ ２５ ３．３５９４
１ｅ４ ７３．６６ ３４ ５．０３１３
１ｅ５ ８４．６７ ５０ ８．３４３８
１ｅ６ ９２．６３ ６７ １２．９５３１
１ｅ７ ９２．２８ ９２ ２３．４２１９
１ｅ８ ９６．５６ １３８ ６１．８４３８

实验２ ＭＡＭＣＶＭ全局性实验．取全部样本为训
练样本，测试样本如下选取：如果训练样本数目少于

５０００，则从训练样本中随机抽取 ５０％，否则随机抽取
２０００个样本进行测试．实验参数及结果在表５中给出．
从表５可以看出，几何精度除 ＬｅｔｔｅｒＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ外均达
到了９０％以上，并且此时ＣｏｒｅＳｅｔ子集样本数 ＣＶｓ远远

小于训练样本数．如果训练样本不是全体样本，ＭＡＭ
ＣＶＭ其适应性（或称泛化性）如何，为此我们进行局部
性实验．

表５ ＭＡＭＣＶＭ全局性效率及测试精度

数据集 ε
几何精

度 ｇ（％）
ＣｏｒｅＳｅｔ

子集样本数ＣＶｓ
ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ）

４×４ＣｈｅｃｋＢｏａｒｄ １ｅ６ ９４．３８ １０６ ４１．４５３１

Ｗａｖｅｆｏｒｍ １ｅ５ ９５．５３ ４６４ ５５４．８７５０

Ｗａｖｅｆｏｒｍ＋ｎｏｉｓｅ １ｅ６ ９７．６７ ４４３ ６４２．９５３１

ＬｅｔｔｅｒＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ１ｅ５ ８７．０２ ５１４ １７０１．７１９

Ｓｔａｔｌｏｇ－Ｓｈｕｔｔｌｅ １ｅ８ ９９．３９ ４６ ２．６４０６

实验３ ＭＡＭＣＶＭ局部性实验．在全体样本中随
机抽取１０％，３０％，５０％，７０％和９０％用于训练，并从全
体样本中随机抽取５００个进行测试，注意此实验和实验
２是不同的．表６给出了比较结果，表中训练样本数以
全体样本数的百分数表示，从表６可以看出，对于大样
本而言，训练样本越多，精度并不一定越高，反而可能

增加不必要的运行时间．
表６ ＭＡＭＣＶＭ局部性效率及测试精度

训练样

本数

４×４ＣｈｅｃｋＢｏａｒｄ Ｗａｖｅｆｏｒｍ Ｗａｖｅｆｏｒｍ＋ｎｏｉｓｅ ＬｅｔｔｅｒＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ Ｓｔａｔｌｏｇ－Ｓｈｕｔｔｌｅ
ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ） ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ） ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ） ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ） ｇ（％） ｔｒａｉｎｔｉｍｅ（ｓ）

１０％ ９３．３１ ５．７６５６ ９０．３８ ４．１５６３ ８８．７９ ５．２９６９ ８６．５７ ９９４．９８４４ ９８．７７ ２．１０９４
３０％ ９５．１２ １７．７１８８ ９４．０１ ５０．４８４４ ９３．６０ ４０．６５６３ ８６．１６ １５１．０１６ ９９．５６ １．７８１３
５０％ ９１．６５ ９．７９６８ ９４．３４ ９６．９５３１ ９３．６０ ９６．０９３８ ８９．７０ １５４８．４３８ １００ ０．９８４４
７０％ ９３．７９ １３．８７５０ ９４．３２ ３７６．０１５６ ９７．８５ ４６０．０６２５ ８８．３０ １７６５．１８８ ９８．８７ １．０７８１
９０％ ９４．１８ １６．３５９４ ９３．３３ ３０４．００００ ９７．００ ８８８．１５６３ ８１．３２ ２０３５．０６３ ９９．１４ １．３５９４

实验 ４ ＭＡＭＣＶＭ和 ＳＶＭ、ＭＡＭＣ精度和效率比
较实验．利用４×４ＣｈｅｃｋＢｏａｒｄ数据集，从全体样本中随
机抽取１ｅ＋２，３ｅ＋２，５ｅ＋２，１ｅ＋３，３ｅ＋３，５ｅ＋３，１ｅ＋４，
３ｅ＋４作为训练样本，从全体样本中随机抽取５００个作
为测试样本，实际上这里采用了局部性实验方案，图４
和图５给出了比较结果．

注意，图 ４横轴和图 ５横、纵轴采用 ｌｏｇ１０坐标绘
制，从图 ４可知训练样本在 ３００以上，精度均能保证
９０％以上，但从图５可知，ＭＡＭＣＶＭ的训练时间远远少
于ＳＶＭ和ＭＡＭＣ，当样本超过１０００时，ＭＡＭＣ和ＳＶＭ的

训练时间较长，如当为 １ｅ＋３时，ＭＡＭＣ训练时间超过
４０００秒，当为３ｅ＋３时，ＳＶＭ训练时间超过５００００秒，从
图５还可知，样本增加 ＳＶＭ和 ＭＡＭＣ训练时间快速递
增，当超过５ｅ＋３时，由于时间过长未能进行．而当样本
为３ｅ＋４时，ＭＡＭＣＶＭ训练时间５４秒，由此说明，在样
本较大时，当选择合适的逼近参数ε后 ＭＡＭＣＶＭ比其
他两种方法更加有优势．

６ 结论

ＭＡＭＣ算法是在特征空间中找到最优点，通过该点
和训练样本之间的向量夹角距离实现分类，方法独特．
并从 ＣＣＭＥＢ角度建立了 ＭＡＭＣ与 ＭＥＢ等价关系，在
此基础上提出ＭＡＭＣＶＭ算法用于解决大样本问题．虽
然实验中仅使用径向基核函数，但其他核函数同样适

用于本文算法，并且本文算法涉及的 ＱＰ求解均可以采
用ＳＭＯ求解子 ＱＰ来完成，可以进一步提高算法的效
率．在ＭＡＭＣＶＭ算法第 ３步，本文直接采用了概率加
速方法 Ｓｉｚｅ＝５９，并未深入地进行理论分析和探讨；同
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时ＭＡＭＣＶＭ算法第１步的初始化也会影响到算法的
效率和测试精度，如何初始化本文也没有进行深入研

究．对于这些问题我们将会继续深入，此外，在将来的
研究工作中，将继续跟踪和研究最小包络球的相关理

论及其方法在其他模式识别领域中的应用．
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