
同轴不连续性等效网络中变分电容

上、下限值的物理实质

张文政１，２，张晓娟１

（１．中国科学院电子学研究所，北京 １００１９０；２．中国科学院研究生院，北京 １０００４９）

摘 要： 应用泛函近似方法求解了一类同轴阶梯不连续性结构等效变分电容下限值；证明了几类常见同轴不连

续性等效网络中变分电容上、下限值的同一性，并据此从本征模式函数的角度给出了该上、下限值的物理解释．
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１ 引言

传输线不连续性问题是微波工程中的一类基本问

题．就同轴不连续性问题而言：Ｓｏｍｌｏ［１］和 Ｗｈｉｎｎｅｒｙ等［２］

以公式和图表的形式给出了图１（ａ）的阶梯不连续性等
效电容低频值及其高频修正因子，而后 Ｇｏｇｉｏｓｏ等［３］用
Ｒｉｔｚ变分法分析得出了该变分电容上限值；Ｒｉｓｌｅｙ［４，５］用
Ｒｉｔｚ法求得了图１（ｂ）的同轴终止于圆波导的等效变分
电容上、下限值，该类问题在有耗情况下的 Ｒｉｔｚ法分析
则由谢拥军等［６］完成；Ｍａｒｃｕｖｉｔｚ［７］给出了计算图１（ｃ）的
不连续性等效电容的准静态公式，事实上也可由Ｒｉｔｚ法
求解图１（ｃ）的等效变分电容上、下限值，此时短路面对
区域Ⅱ中各模式的反射系数为－１；而图１（ｄ）的不连续
性结构应等效为如图１（Ｄ）的Π型电容网络［８］，各电容
参数则可通过在 ＳＳ′面上规定电壁和磁壁来分解而求
得，分解后的求解与对图１（ｃ）和１（ｂ）的求解类似，因此
也可分别得到这些电容参数的上、下限值．
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本文联合Ｇａｌｅｒｋｉｎ法和 Ｒｉｔｚ法求解了图１（ａ）的阶
梯不连续性等效变分电容下限值以完善Ｇｏｇｉｏｓｏ等人的
工作；证明了图１中各不连续性等效网络中变分电容参
数上、下限值是同一个值，进而分析得出了该同一值分

别为上、下限值的物理条件．

２ 同轴阶梯不连续性等效变分电容下限值

２．１ 同轴阶梯等效电容下限值泛函近似方法求解

为了求解图１（ｂ）的等效电容上、下限值，Ｒｉｓｌｅｙ［４，５］

根据模式展开法及连续性边界条件建立了归一化输入

电（导）纳 ｙｉｎ、输入电（阻）抗 ｚｉｎ分别关于横向电场分量
Ｅ、横向磁场分量 Ｈ的稳定泛函（其余符号的物理意义
及表达式可参阅文献［４，５］），即：

（－ｉ）ｙｉｎｙ０
ｋ２

＝（－ｉ）ｋ－２１－Ｒ１＋Ｒｙ０＝
（Ｇ′Ｅ，Ｅ）Ａ１
（Ｅ，０）２Ａ１

＝
ｙ０ＺｏＩωＣ
ｋ２

ｉｚｉｎ
ｙ０ｋ２

＝－ｉ
（Ｈ，ＫΗ）Ａ２
（Η，０）

２
Ａ１

＝
（Η，Ｋ′Η）Ａ２
－（Η，０）２Ａ１

＝ １
ｙ０ｋ２ＺｏＩω










Ｃ

（１）
其中 ＺｏＩ为同轴区域 Ｉ的特性阻抗，取近似横向场分量

Ε
［Ｎ］＝∑

Ｎ

ｎ＝０
ａｎｎ（ρ）、Η

［Ｍ］＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｂｍｙｍＩＩψｍ（ρ），由Ｒｉｔｚ法

（亦称上限值法［９］）分别求解上述两稳定泛函可得：

Ｃ［Ｎ］≥Ｃ
１
Ｃ［Ｍ］≥

１{
Ｃ
Ｃ［Ｎ］≥Ｃ≥Ｃ［Ｍ］ （２）

易见 Ｃ［Ｎ］、Ｃ［Ｍ］的上、下限特性源于 Ｒｉｔｚ法的数学意
义，而第３节将从物理角度解释此上、下限值．

对于图１（ａ）可类似地建立归一化输入导纳 ｙｉｎ、归
一化输入阻抗 ｚｉｎ的泛函，其中积分区域 Ａ１、Ａ２分别为
Ｒｉ１≤ρ≤Ｒｅ１，０≤＜２π、Ｒｉ２≤ρ≤Ｒｅ２，０≤＜２π：

ｙｉｎ＝
（Ε，Ψ０）

２
Ａ１

（Ε，０）
２
Ａ１

－
ｋ２（ＧΕ，Ε）Ａ１
ｙ０（Ε，０）２Ａ１

＝
ＺｏＩ
ＺｏＩＩ
－
ｋ２（ＧΕ，Ε）Ａ１
ｙ０（Ε，０）２Ａ１

＝ｙ′ｉｎ＋ｙ″ｉｎ

ｚｉｎ＝
１＋Ｒ
１－Ｒ＝

（Η，ψ０）
２
Ａ２
－ｙ０ｋ２（Η，ＫΗ）Ａ２
（Η，０）

２
Ａ













１

（３）
可从式（３）第一式 ｙｉｎ中分离出电纳ｙ″ｉｎ关于Ｅ的泛函即
泛函式（１），故其等效电容上限值的 Ｒｉｔｚ法求解过程及
表达式均与文献［４］相同；但无法从 ｚｉｎ中分离出电抗ｚ″ｉｎ
关于Ｈ的泛函，因此不能直接应用 Ｒｉｔｚ法求解其下限
值．由于尚无其解见诸文献，本文联合Ｇａｌｅｒｋｉｎ法和 Ｒｉｔｚ
法导出了其下限值（附录 Ａ），其表达式与图１（ｂ）的不
连续性等效电容下限值相同．

故图１中四类不连续性等效网络中各电容参数上、

下限值均拥有相同的表达式，即：

上限值：Ｃ［Ｎ］Ｕ ＝ε
２π

ｌｎ（ａ／ｂ）
Π
′
Ｎ＋１

ΠＮ

下限值：Ｃ［Ｍ］Ｌ ＝－ε
２π

ｌｎ（ａ／ｂ）
Δ
′
Ｍ＋１

Δ

{
Ｍ

（４）

其中ε为填充介质的相对介电常数，ｂ，ａ为图１各不连
续性结构中同轴区域 Ｉ的内、外径，而对称矩阵 ΠＮ，

Π
′
Ｎ＋１分别为：

ΠＮ＝

Ｚ１１＋Ｘ１１ Ｘ１２ … Ｘ１Ｎ
Ｘ２１ Ｚ２２＋Ｘ２２ … Ｘ２Ｎ
   

ＸＮ１ ＸＮ２ … ＺＮＮ＋ＸＮＮ Ｎ×Ｎ

，

Π
′
Ｎ＋１＝

Ｘ００ Ｘ０１ … Ｘ０Ｎ
Ｘ１０ Ｚ１１＋Ｘ１１ … Ｘ１Ｎ
   

ＸＮ０ ＸＮ１ … ＺＮＮ＋ＸＮＮ （Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）

，

其中

Ｘ００＝∑
∞

ｍ＝１
α
－１
ｍＩＩ（０，ψｍ）

２Ｌｍ；

Ｘ０ｎ＝∑
∞

ｍ＝１
α
－１
ｍＩＩ（０，ψｍ）（ψｍ，ｎ）Ｌｍ

Ｘｎｋ＝∑
∞

ｍ＝１
α
－１
ｍＩＩ（ｎ，ψｍ）（ψｍ，ｋ）Ｌｍ

Ｚｋｋ＝α－１ｋＩ（ｋ，ｋ）２＝α－１ｋ















Ｉ

ｎ，ｋ＝１，２，…，Ｎ；０（ρ）＝ρ ２πｌｎ（
ａ
ｂ槡( )） －１

；ｎ，ψｍ比

文献［４］中的ｎ，ψｍ分别少因子ｉｈｎＩ，ｉｈｍＩＩ；若区域 ＩＩ有
电、磁壁（图１（ｃ）及１（ｄ）），则 Ｌｎ（ｎ＝１，２，…）及下文的
Ｌ′ｎ＝Ｌ－１ｎ 表征了电、磁壁对区域 ＩＩ中各模式的反射，否
则 Ｌｎ＝Ｌ′ｎ＝１（图１（ａ）及１（ｂ））；而对称矩阵ΔＭ，Δ′Ｍ＋１
分别为：

ΔＭ＝

Ｙ１１＋Ｗ１１ Ｙ１２ … Ｙ１Ｍ
Ｙ２１ Ｙ２２＋Ｗ２２… Ｙ２Ｍ
   

ＹＭ１ ＹＭ２ …ＹＭＭ＋ＷＭＭ Ｍ×Ｍ

，

Δ
′
Ｍ＋１＝
０ Ｙ１ Ｙ２ … ＹＭ
Ｙ１ Ｙ１１＋Ｗ１１ Ｙ１２ … Ｙ１Ｍ
Ｙ２ Ｙ２１ Ｙ２２＋Ｗ２２ … Ｙ２Ｍ
    

ＹＭ ＹＭ１ ＹＭ２ … ＹＭＭ＋ＷＭＭ （Ｍ＋１）×（Ｍ＋１）

，

其中
Ｙｍ ＝（０，ψｍ），Ｙｍｋ＝∑

∞

ｎ＝１
αｎＩ（ψｍ，ｎ）（ｎ，ψｋ）

Ｗｍｍ ＝αｍＩＩＬ′ｍ，（ｍ＝１，２，…，Ｍ；ｋ＝１，２，…，Ｍ
{

）
．
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２．２ 数值验证

算例 Ｒｅ１＝Ｒｅ２＝４５ｍｍ，Ｒｉ１＝２５ｍｍ，Ｒｉ２＝１２．５ｍｍ，ε
＝１的求解表明：变分电容上、下限值具有良好的上、下
限特性，同ＨＦＳＳ仿真值相对误差分别在 ３％，－２％以
内（图２）．

３ 同轴不连续性等效网络中变分电容上、下
限值的物理实质

３．１ 同轴不连续性等效电容上、下限值同一性

由模式函数正交性及内积定义可知式（４）导出过程
中的近似场分量及格林函数［１０］如式（５）．其中下标Ｕ，Ｌ，
Ｇ，Ｉ，ＩＩ分别表示对应物理量与上（Ｕｐｐｅｒ）限值、下（Ｌｏｗｅｒ）
限值、格林函数（Ｇｒｅｅｎ’ｓｆｕｎｃｔｉｏｎ）、区域Ｉ及ＩＩ相关．

Ε
［ＮＵ］＝∑

ＮＵ

ｎ＝０
ａｎｎ（ρ），

Ｇ′＝ｉＧ＝∑
ＮＵ

ｎ＝１

ωε
α
３
ｎＩ
ｎ（ρ）ｎ（ρ′）＋∑

ＭＧＵ

ｍ＝１

ωε
α
３
ｍＩＩ
ψｍ（ρ）ψｍ（ρ′）

Η
［ＭＬ］＝∑

ＭＬ

ｍ＝１
ｂｍｙｍＩＩψｍ（ρ），

Ｋ′＝ｉＫ＝∑
ＮＧＬ

ｎ＝１

αｎＩ

ωεｈ２ｎＩ
ｎ（ρ）ｎ（ρ′）＋∑

ＭＬ

ｍ＝１

αｍＩＩ

ωεｈ２ｍＩＩψ
ｍ（ρ）ψｍ（ρ′















 ）

（５）
下面证明当区域 Ｉ，ＩＩ的横向场分量模式函数｛ｎ（ρ）｝，
｛ψｍ（ρ）｝中消逝模式数分别为 Ｎ，Ｍ即ＮＵ＝ＮＧＬ＝Ｎ，
ＭＧＵ＝ＭＬ＝Ｍ时，式（４）中的 Ｃ［Ｎ］Ｕ ＝Ｃ［Ｍ］Ｌ 成立，令

其中（ｎ，ｍ）为内积（ｎ（ρ），ψｍ（ρ））的简记，而其中 ｎ＝
０，１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２，…，Ｍ．若 Ａ／Ｂ＝－Ｃ／Ｄ成立，则
有

Ｃ［Ｎ］Ｕ ＝
２πε
ｌｎ（ａ／ｂ）

Ａ
Ｂ＝

－２πε
ｌｎ（ａ／ｂ）

Ｃ
Ｄ＝Ｃ

［Ｍ］
Ｌ ＝Ｃ （６）

成立也即同一性得证，本文称 Ｃ为变分电容同一值．附
录Ｂ证明了当不存在电、磁壁（图 １（ａ）、（ｂ））时，即当

Ｌ′ｎ＝Ｌ－１ｎ ＝１（ｎ＝１，２，…）时式（６）成立，而当存在电、磁
壁时（图１（ｃ）、（ｄ））可利用 Ｌ′ｎ＝Ｌ－１ｎ（ｎ＝１，２，…）进行
类似的证明．
３．２ 变分电容上、下限值的物理解释

上节证明了当区域 Ｉ和 ＩＩ的消逝模式数分别为 Ｎ，
Ｍ时Ｃ［Ｎ］Ｕ ＝Ｃ［Ｍ］Ｌ ＝Ｃ．图３给出了算例中的不连续性结
构在四组频率参数下当 Ｍ，Ｎ分别为 １８时，同一值 Ｃ
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分别与Ｎ，Ｍ的关系．事实上当 Ｍ＝１８时，Ｃ与Ｎ的关
系就是２２节数值计算中当 ＭＧＵ＝１８时变分电容上限
值 Ｃ［Ｎ］Ｕ 的收敛特性曲线，收敛性分析表明当 ＮＵ＝８时
四组频率下对应的 Ｃ［Ｎ］Ｕ 均收敛了，故当 Ｍ＝ＭＧＵ＝１８

≥Ｎ＝ＮＵ＝８时，Ｃ为上限值Ｃ［Ｎ］Ｕ ；同理当 Ｍ≤Ｎ＝１８
时，Ｃ则为下限值Ｃ［Ｍ］Ｌ ，即：

同一值 Ｃ＝
Ｃ［Ｎ］Ｕ ，当 Ｎ≤Ｍ

Ｃ［Ｍ］Ｌ ，当 Ｎ≥
{ Ｍ

（７）

必须指出的是：一方面利用式（４）计算上（下）限值
时需满足 Ｎ≤（≥）Ｍ，否则计算结果将是下（上）限值；
另一方面只要 Ｎ≥Ｍ也可根据上、下限值同一性由式
（４）的计算上限值的公式计算其下限值，这在下限值公
式未知情况下无疑是便利的，反之亦然．

４ 结论

文中所述四类同轴不连续性等效网络中变分电容

上、下限值分别为变分电容同一值在区域 Ｉ的横向场分
量消逝模式数目小于、大于区域 ＩＩ的横向场分量消逝
模式数目条件下的值．

附录Ａ 同轴阶梯不连续性等效变分电容下

限值推导

由模式展开法及边界条件可得到以归一化输入阻

抗 ｚｉｎ为广义本征值的广义本征值方程：

ｚｉｎ０∫Ａ１
Η０ｄＡ－ψ０∫Ａ２

Ηψ０ｄＡ

＋ｙ０ｋ２∑
∞

ｎ＝１

ｎ∫Ａ１
ΗｎｄＡ

ｙｎＩｈ２ｎＩ
＋∑

∞

ｍ＝１

ψｍ∫Ａ２
ΗψｍｄＡ

ｙｍＩＩｈ２ｍ







ＩＩ

＝０

（８）

令近似横向磁场分量为Η
［Ｍ］＝∑

Ｍ

ｍ＝０
ｂｍｙｍＩＩψｍ（ρ），

由Ｇａｌｅｒｋｉｎ法求解上式，可得齐次方程组：

ｚｉｎΩ０Ω０－ｋ４ ｚｉｎΩ０Ω１ ｚｉｎΩ０Ω２
ｚｉｎΩ１Ω０ ｚｉｎΩ１Ω１＋Ω１１ ｚｉｎΩ１Ω２＋Ω１２
ｚｉｎΩ２Ω０ ｚｉｎΩ２Ω１＋Ω２１ ｚｉｎΩ２Ω２＋Ω２２
  

ｚｉｎΩＭΩ０ ｚｉｎΩＭΩ１＋ΩＭ１ ｚｉｎΩＭΩ２＋ΩＭ







 ２

… ｚｉｎΩ０ΩＭ
… ｚｉｎΩ１ΩＭ＋Ω１Ｍ
… ｚｉｎΩ２ΩＭ＋Ω２Ｍ
 

… ｚｉｎΩＭΩＭ＋Ω








ＭＭ

ｂ０ｙ０ＩＩ
ｂ１ｙ１ＩＩ
ｂ２ｙ２ＩＩ


ｂＭｙＭ














ＩＩ

＝０ （９）

其中Ωｉ＝（０，ψｉ），ｉ＝０，１，２，…，Ｍ，

Ωｊｋ＝
ｉｙ０ｋ２

ωε∑
∞

ｎ＝１
｛
（ψｊ，ｎ）（ｎ，ψｋ）

αｎＩ
＋δｊｎｋα３ｎＩＩ｝；

ｊ，ｋ＝１，２，…，Ｍ．
欲使关于 ｂｍｙｍＩＩ｜ｍ＝０，１，２，…，{ }Ｍ 的齐次方程组

有解，其系数行列式必为０，由此可以解出：

ｚｉｎ＝－
－ｋ４ＯＭ

ｋ４
ｌｎ（Ｒｅ１／Ｒｉ１）
ｌｎ（Ｒｅ２／Ｒｉ２）

ＯＭ －ｋ４∑
Ｍ

ｉ＝１
ΩｉΟｉＭ

＝
Ｚ－１ｏＩＺｏＩＩ

１－
ＺｏＩＩ
ＺｏＩΟＭ∑

Ｍ

ｉ＝１
ΩｉΟｉＭ

（１０）

其中ＯＭ＝

Ω１１ Ω１２ … Ω１Ｍ

Ω２１ Ω２２ … Ω２Ｍ

   

ΩＭ１ ΩＭ２ … ΩＭＭ

，

ＯｉＭ＝

Ω１１Ω１２… Ω１（ｉ－１）Ω１Ω１（ｉ＋１）…Ω１Ｍ

Ω２１Ω２２… Ω２（ｉ－１）Ω２Ω２（ｉ＋１）…Ω２Ｍ

       

ΩＭ１ΩＭ２…ΩＭ（ｉ－１）ΩＭΩＭ（ｉ＋１）…ΩＭＭ

．

而根据该不连续性等效网络（图１（Ａ））可得其归一
化输入阻抗为：

ｚｉｎ＝Ｚ－１ｏＩ
（ｉωＣ）－１ＺｏＩＩ
（ｉωＣ）－１＋ＺｏＩＩ

＝
Ｚ－１ｏＩＺｏＩＩ
１＋ｉωＣＺｏＩＩ

（１１）

对比式（１０）与式（１１）可得：
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ｉωＣＺｏＩＩ＝－Ｚ－１ｏＩＺｏＩＩＯ－１Ｍ∑
Ｍ

ｉ＝１
ΩｉＯｉＭ

或 －
Ｏ′Ｍ

∑
Ｍ

ｉ＝１
ΩｉΟ

′
ｉＭ

＝ １
ｉωＣＺｏＩｙ０ｋ









 ２

（１２）

其中，Ｏ′Ｍ，Ο′ｉＭ为ΟＭ，ΟｉＭ中Ωｊｋ被Ω′ｊｋ替代所得，而

Ω′ｊｋ＝
ｉ
ωε∑

∞

ｎ＝１
｛
（ψｊ，ｎ）（ｎ，ψｋ）

αｎＩ
＋δｊｎｋα３ｎＩＩ｝，化简式（１２）可

知其与式（４）第二式完全相同．
若令横向磁场分量（注意此处角标 ｍ从１而非从０计）：

Η′［Ｍ］＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｂｍｙｍＩＩψｍ（ρ），或Η′＝∑

∞

ｍ＝１
ｂｍｙｍＩＩψｍ（ρ）（１３）

将式（１３）代入式（３）中 ｚｉｎ的泛函式可得与求解图１
（ｂ）不连续性电容下限值［５］相同的稳定泛函式：

ｚｉｎ＝－
ｙ０ｋ２（Η′，ＫΗ′）２Ａ２
（Η′，０）２Ａ１

＝ １
ＺｏＩｊωＣ

＝ｚ″ｉｎ （１４）

类似文献［５］由 Ｒｉｔｚ法求解式（１４）可得式（１２），可见模
式函数 ｂ０ｙ０ＩＩψ０与 Ｃ的计算无关，将式（１３）代入式（８）
由Ｇａｌｅｒｋｉｎ法求解而同样得到式（１２）也可验证这一点．
这之前的求解（主要是对式（８）的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法求解）实现
了从式（３）分离出电抗 ｚ″ｉｎ关于Η′（而非Η）的稳定泛函
式（１４）以便利用Ｒｉｔｚ法对 Ｃ的下限值进行求解．

附录Ｂ 同轴不连续性等效网络中变分电容

上、下限值同一性的证明

Ｂ．１ 当 Ｍ≥Ｎ＋１时等效变分电容上、下限值同一
性的证明

行列式 Ａ可分裂为Ｍ×（Ｍ＋１）Ｎ个子行列式Ａｉ，
其中 Ａｉ的列为Ａ对应列椭圆所圈的子列．任取行列式
Ａ，Ｂ不等于零的子行列式Ａｉ，Ｂｊ，若能对应地分别找到
Ｃ，Ｄ的子行列式Ｃｉ，Ｄｊ使Ａｉ×Ｄｊ＋Ｃｉ×Ｂｊ＝０成立，则
Ａ×Ｄ＋Ｃ×Ｂ＝０得证，即 Ａ／Ｂ＝－Ｃ／Ｄ成立．任取
如式（１５）和（１６）的 Ａｉ，Ｂｊ，且不妨令全集 Ｉ、^Ｉ为：

Ｉ＝｛１，２，３，…，Ｍ｝＝Η∪珡Η
＝｛ｃ０，ｃ１，…，ｃｉ－１，ｃｉ＋１，…，ｃＮ｝∪｛ｄ２，ｃｉ｝

Ｉ^＝｛１，２，３，…，Ｍ｝＝Η^∪Η^
＝｛ａ１，…，ａｊ－１，ａｊ＋１，…，ａＮ｝∪｛１，ｂ１，ｂ２，ａｊ










｝

其元素满足如下任意假定却又不失一般性的关系：

ｃ１＞ｃ０＞ｃｉ＞…＞ｃｉ＋１＞ｄ２＞ｃｉ－１＞…＞ｃＮ＝１＞０
ａ１＞ａｊ＞ｂ１＞…＞ａｊ－１＞ｂ２＞ａｊ＋１＞…＞ａＮ{ ＝２＞１

，

则可从 Ｃ，Ｄ中找到对应于Ａｉ，Ｂｊ的如式（１７）和（１８）的
Ｃｉ，Ｄｊ．
对 Ａｉ，Ｂｊ，Ｃｉ及Ｄｊ进行行列式变换后代入Ａｉ×Ｄｊ

＋Ｃｉ×Ｂｊ可得Ａｉ×Ｄｊ＋Ｃｉ×Ｂｊ＝０，得证结论．
Ｂ．２ 当 Ｍ＜Ｎ＋１时等效变分电容上、下限值同一

性的证明

类似地，任取行列式 Ｃ，Ｄ的非０子行列式 Ｃｋ，Ｄｌ
可从Ａ，Ｂ中找到与Ｃｋ，Ｄｌ对应的子行列式Ａｋ，Ｂｌ，满足
Ａｋ×Ｄｌ＋Ｃｋ×Ｂｌ＝０，不另赘述．
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