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摘 要： ＭＤＳ矩阵是设计分组密码扩散结构的一种重要手段，由有序数组生成的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵是一类基本的
ＭＤＳ矩阵．本文给出了两个有序数组生成的Ｃａｕｃｈｙ矩阵相同的充要条件，证明了有限域上Ｃａｕｃｈｙ矩阵的个数，证明了
Ｃａｕｃｈｙ矩阵一定不是循环移位矩阵；给出了Ｃａｕｃｈｙ矩阵的不同元素个数达到最小值的充要条件，给出了使不同元素
个数达到最少，同时１的个数达到最多的Ｃａｕｃｈｙ矩阵的构造方法．此外，本文还提出了对合Ｃａｕｃｈｙ矩阵的一种构造方
法．
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１ 引言

扩散结构的选择对分组密码的安全性和实现效率

有着重要的影响［１～３］．与扩散结构的其他设计方法相
比，采用ＭＤＳ矩阵设计的扩散结构可以最大限度地保
证许多分组密码模型在差分和线性意义下的安全性，因

此利用ＭＤＳ矩阵设计扩散结构是一种常见的设计途
径［４～６］．在ＡＥＳ、ＴＷＯＦＩＳＨ、Ａｎｕｂｉｓ等密码算法中，设计者
均使用ＭＤＳ矩阵设计扩散结构．当矩阵的级数较小时，
通过对随机矩阵检测的方法就能从中挑选出 ＭＤＳ矩
阵，但是当矩阵的级数较大时这种方法将会失效，此时

就需要寻找构造 ＭＤＳ矩阵的数学方法．由于 Ｃａｕｃｈｙ矩
阵［５］一定是ＭＤＳ矩阵，且 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的级数可以任意
大，因而将ＭＤＳ矩阵设计为 Ｃａｕｃｈｙ矩阵是构造分组密
码扩散结构的一种有效方法［５］．

有限域 ＧＦ（２ｎ）上的 ｍ级 Ｃａｕｃｈｙ矩阵是基于
ＧＦ（２ｎ）上的一个元素互不相同的有序数组（ｘ０，ｘ１，…，
ｘ２ｍ－１）构造的［７］．在 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的应用中，还有许多重
要问题需要解决：两个不同的有序数组是否会产生相同

的Ｃａｕｃｈｙ矩阵？Ｃａｕｃｈｙ矩阵的数量是否足够多，能否
提供足够多的 ＭＤＳ矩阵供设计者挑选？此外，在密码
算法的实现中，还希望 ＭＤＳ矩阵中不同元素的个数尽
量地少，同时１元素的个数尽量地多，甚至希望 ＭＤＳ矩
阵是对合矩阵，从而简化ＭＤＳ矩阵的逆矩阵的实现，节
省加脱密算法的实现开销．

对于上述问题，除文献［７，８］给出了一类对合
Ｃａｕｃｈｙ矩阵的构造方法外，其他问题都没有解决．

本文将研究上述问题．我们将首先给出两个有序数
组生成同一个Ｃａｕｃｈｙ矩阵的充要条件，进而给出 Ｃａｕｃｈｙ
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矩阵的计数公式；接着我们将给出使不同元素个数最

少且１元素个数最多的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的构造方法；最后
本文将给出对合Ｃａｕｃｈｙ矩阵的一种更加一般的构造方
法，由于文献［７］提出的对合 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的构造方法是
该方法的特例，因而该方法将能构造出更多的对合

Ｃａｕｃｈｙ矩阵．此外，我们还将证明 Ｃａｕｃｈｙ矩阵一定不是
循环移位矩阵．

２ 预备知识

约定：表示逐位模２加，＋表示实数加，ａ－１表示
有限域 ＧＦ（２ｎ）中元素 ａ的乘法逆元，＃·表示集合中
元素个数．ＭＴ表示矩阵 Ｍ的转置．对 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，
ｙｍ）∈［ＧＦ（２ｎ）］ｍ，用 Ｗ（ｙ）表示 ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ中非０元
的个数，用 表示空集．

首先介绍线性变换的差分分支数和线性分支数的

定义．
定义１［９］ 设 ｆ（ｘ）＝Ａｘ，Ａ是ＧＦ（２ｎ）上的 ｍ×ｍ

矩阵，ｘ为ＧＦ（２ｎ）上的 ｍ维列向量，则分别称
Ｄｆ＝ｍｉｎ｛Ｗ（α）＋Ｗ（Ａα）：α∈［ＧＦ（２ｎ）］ｍ＼｛０｝｝

和

Ｌｆ＝ｍｉｎ｛Ｗ（ＡＴα）＋Ｗ（α）：α∈［ＧＦ（２ｎ）］ｍ＼｛０｝｝
为 ｆ的差分分支数和线性分支数．

众所周知，对于由 ＧＦ（２ｎ）上 ｍ×ｍ矩阵Ａ定义的
线性变换ｆ（ｘ）＝Ａｘ，其差分分支数达到最大值 ｍ＋１
等价于其线性分支数达到最大值 ｍ＋１．当 Ａ的差分分
支数达到最大值时，称 Ａ为 ＭＤＳ矩阵．文献［７］指出，
ＧＦ（２ｎ）上的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵都是 ＭＤＳ矩阵．下面给出
Ｃａｕｃｈｙ矩阵的定义．

定义２［７］ 设 ｘ０，ｘ１，…，ｘ２ｍ－１是 ＧＦ（２ｎ）中的互异
元，对０≤ｉ，ｊ≤ｍ－１，令 ａｉ，ｊ＝（ｘｉｘｍ＋ｊ）－１，则称矩阵
（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ为有限域 ＧＦ（２ｎ）上由有序数组（ｘ０，ｘ１，…，
ｘ２ｍ－１）生成的Ｃａｕｃｈｙ矩阵．

３ Ｃａｕｃｈｙ型ＭＤＳ矩阵的计数

不同的有序数组可能会生成同一个 Ｃａｕｃｈｙ矩阵，
对此有下面的定理．

定理１ 设 Ｃ＝（ｃｉ，ｊ）ｍ×ｍ是ＧＦ（２ｎ）上有序数组 Ｘ
＝（ｘ０，…，ｘ２ｍ－１）生成的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵，Ｄ＝（ｄｉ，ｊ）ｍ×ｍ是
ＧＦ（２ｎ）上有序数组 Ｙ＝（ｙ０，…，ｙ２ｍ－１）生成的Ｃａｕｃｈｙ矩
阵，则 Ｃ＝Ｄ的充要条件为存在δ∈ＧＦ（２ｎ），使得对０
≤ｋ≤２ｍ－１，均有 ｘｋ＝ｙｋδ．

证明 充分性．由定义２，０≤ｉ，ｊ≤ｍ－１，均有
ｃｉ，ｊ＝（ｘｉｘｍ＋ｊ）－１

＝［（ｙｉδ）（ｙｍ＋ｊδ）］－１

＝（ｙｉｙｍ＋ｊ）－１＝ｄｉ，ｊ

故充分性成立．
必要性．Ｃ＝Ｄ等价于０≤ｉ，ｊ≤ｍ－１均有 ｃｉ，ｊ＝

ｄｉ，ｊ，即（ｘｉｘｍ＋ｊ）－１＝（ｙｉｙｍ＋ｊ）－１，也即 ｘｉｙｉ＝
ｘｍ＋ｊｙｍ＋ｊ对０≤ｉ，ｊ≤ｍ－１均成立．设 ｘ０ｙ０＝δ，
则由 ｘｉｙｉ＝ｘｍ＋ｊｙｍ＋ｊ知，对０≤ｋ≤２ｍ－１，ｘｋａｋ
＝δ均成立． 证毕

推论 １ 设 Ａ为 ＧＦ（２ｎ）上的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵，则
ＧＦ（２ｎ）上能够生成 Ａ的有序数组恰有２ｎ个．

定理２ ＧＦ（２ｎ）中有Ａ２
ｍ

２ｎ ２ｎ个两两不同的 ｍ阶
Ｃａｕｃｈｙ矩阵．

证明 记有序数组集Ω＝｛Ｘ：Ｘ＝（ｘ０，…，ｘ２ｍ－１），

ｘ０，…，ｘ２ｍ－１∈ＧＦ（２ｎ）且互异｝，则 ＃Ω＝Ａ
２ｍ

２ｎ．再由定理

１和推论１知，ＧＦ（２ｎ）中 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的个数为 ＃Ω／２ｎ

＝Ａ２
ｍ

２ｎ ２ｎ． 证毕

４ 最简Ｃａｕｃｈｙ型ＭＤＳ矩阵的性质

算法如果需要高效实现，则要求 Ｃａｕｃｈｙ矩阵中元
素“１”的个数尽量多以及不同元素个数尽量少．本节将
根据这两个标准对Ｃａｕｃｈｙ矩阵进行研究．

定理３ Ｃａｕｃｈｙ矩阵的任一行任一列中没有相同
元素．

证明 仅对行的情形加以证明．设 Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ
为ＧＦ（２ｎ）上有序数组 Ｘ＝（ｘ０，…，ｘ２ｍ－１）生成的Ｃａｕｃｈｙ
矩阵．若存在０≤ｓ，ｋ≤ｍ－１，使得 ａｔ，ｓ＝ａｔ，ｋ，则（ｘｔ
ｘｍ＋ｓ）－１＝（ｘｔ ｘｍ＋ｋ）－１，因而 ｘｍ＋ｓ＝ｘｍ＋ｋ，这与
Ｃａｕｃｈｙ矩阵的定义矛盾．同样可以证明列的情形．证毕

由定理３知 ｍ阶Ｃａｕｃｈｙ矩阵的不同元素个数不少
于 ｍ．需要指出，不同元素个数恰为 ｍ的ｍ阶 Ｃａｕｃｈｙ
矩阵是存在的．以下讨论不同元素个数达到 ｍ的ｍ阶
Ｃａｕｃｈｙ矩阵的结构．

定义３ 若 ｍ阶Ｃａｕｃｈｙ矩阵的不同元素个数恰等
于 ｍ，则称该 Ｃａｕｃｈｙ矩阵为最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵．

由定义３和定理 ３知，ｍ阶最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵中每
个元素出现的次数恰为 ｍ．

定义４［１０］ 设 Ｘ，Ｙ，Ｚ均为具有ｎ个点的有限集，
ｆ：Ｘ×Ｙ→Ｚ，若对ｘ０∈Ｘ，ｙ０∈Ｙ，以 ｙ为变量的映
射ｆ（ｘ０，ｙ）是 Ｙ至Ｚ的双射，且以 ｘ为变量的映射ｆ（ｘ，
ｙ０）是 Ｘ至Ｚ的双射，则称 ｆ为拉丁方变换．
定理４给出了最简Ｃａｕｃｈｙ矩阵的充要条件．
定理 ４ ＧＦ（２ｎ）上的矩阵 Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ为最简

Ｃａｕｃｈｙ矩阵的充要条件为 ａ０，０，ａ０，１，…，ａ０，ｍ－１两两不
同，且存在 Ｚｍ×Ｚｍ→Ｚｍ的拉丁方变换ｆ，使对ｉ，ｊ，
ｋ，都有 ａｉ，ｊ＝ａ０，ｆ（ｉ，ｊ）和 ａ－１０，ｆ（ｉ，ｊ）ａ－１０，ｊ＝ａ－１０，ｆ（ｉ，ｋ）ａ－１０，ｋ．
证明 必要性．设 ＧＦ（２ｎ）上的矩阵 Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ
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为最简Ｃａｕｃｈｙ矩阵，则 Ａ中有且仅有ｍ个不同元素．
由定理３知，ａ０，０，ａ０，１，…，ａ０，ｍ－１两两不同，因而是 Ａ
的全部不同元，故对０≤ｉ，ｊ≤ｍ－１，ａｉ，ｊ必为 ａ０，０，
ａ０，１，…，ａ０，ｍ－１其中之一．构造变换 ｆ：Ｚｍ×Ｚｍ→Ｚｍ，使
得对０≤ｉ，ｊ≤ｍ－１都有 ａｉ，ｊ＝ａ０，ｆ（ｉ，ｊ）．由 ａ０，ｆ（ｉ，ｊ）＝
ａｉ，ｊ以及Ａ的每行每列元素互不相同知，ｆ为Ｚｍ×Ｚｍ→
Ｚｍ的拉丁方变换．再设 Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ由有序数组Ｘ＝
（ｘ０，…，ｘ２ｍ－１）生成，则ｉ，ｊ，ｋ均有ａ－１０，ｆ（ｉ，ｊ）ａ－１０，ｊ＝ｘｉ
ｘｍ＋ｊｘ０ｘｍ＋ｊ＝ｘｉｘｍ＋ｋｘ０ｘｍ＋ｋ＝ａ－１０，ｆ（ｉ，ｋ）
ａ－１０，ｋ，故必要性成立．
充分性．由于 ａ０，０，ａ０，１，…，ａ０，ｍ－１两两不同，且对

ｉ，ｊ有ａｉ，ｊ＝ａ０，ｆ（ｉ，ｊ），则 Ａ中不同元素个数为ｍ．令有
序数组 Ｘ＝（０，ａ－１０，ｆ（１，０） ａ－１０，０，…，ａ－１０，ｆ（ｍ－１，０） ａ－１０，０，
ａ－１０，０，…，ａ－１０，ｍ－１），由 ａ０，０，ａ０，１，…，ａ０，ｍ－１两两不同知，数
组 Ｘ的后ｍ个分量两两不等．对０≤ｉ≠ｊ≤ｍ－１，由 ｆ
是拉丁方变换知 ａ－１０，ｆ（ｉ，０）≠ａ－１０，ｆ（ｊ，０），故 ａ－１０，ｆ（ｉ，０）ａ－１０，０≠
ａ－１０，ｆ（ｊ，０）ａ－１０，０，即０≤ｉ≠ｊ≤ｍ－１时，Ｘ的第ｉ个分量
与第 ｊ个分量不等．根据条件又知 ａ－１０，ｆ（ｉ，０） ａ－１０，０＝
ａ－１０，ｆ（ｉ，ｊ）ａ－１０，ｊ≠ａ－１０，ｊ，故 Ｘ中无重复分量．由（ａ－１０，ｆ（ｉ，０）
ａ－１０，０ａ－１０，ｊ）－１＝（ａ－１０，ｆ（ｉ，ｊ）ａ－１０，ｊａ－１０，ｊ）－１＝ａ０，ｆ（ｉ，ｊ）＝ａｉ，ｊ
知，Ａ是有序数组Ｘ生成的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵，也即 Ａ是最
简Ｃａｕｃｈｙ矩阵，充分性成立． 证毕

推论 ２ 设 Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ为 ＧＦ（２ｎ）上的最简
Ｃａｕｃｈｙ矩阵，ｆ为Ｚｍ×Ｚｍ→Ｚｍ的拉丁方变换，若ｉ，ｊ
都有ａｉ，ｊ＝ａ０，ｆ（ｉ，ｊ），则 ｆ（ｉ，ｆ（ｉ，ｊ））＝ｊ．

证明 设 Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ为有序数组Ｘ＝（ｘ０，…，
ｘ２ｍ－１）生成的Ｃａｕｃｈｙ矩阵，由 ａｉ，ｊ＝ａ０，ｆ（ｉ，ｊ）和 ａｉ，ｆ（ｉ，ｊ）＝
ａ０，ｆ（ｉ，ｆ（ｉ，ｊ））知 ｘｍ＋ｆ（ｉ，ｊ）＝ｘｉｘｍ＋ｊｘ０和 ｘｍ＋ｆ（ｉ，ｊ）＝ｘｉ
ｘ０ｘｍ＋ｆ（ｉ，ｆ（ｉ，ｊ））成立，即 ｆ（ｉ，ｆ（ｉ，ｊ））＝ｊ． 证毕

推论 ３ 设 ｍ＞２，ｋ是自然数，矩阵 Ｂ＝
（ｂｉ，ｊ）ｍ×ｍ，ｂｉ，ｊ＝ｂ０，（ｉ＋ｋｊ）ｍｏｄｍ，则 Ｂ不可能是 Ｃａｕｃｈｙ矩
阵．

证明 若矩阵 Ｂ构成Ｃａｕｃｈｙ矩阵，由 Ｂ中只包含
ｍ个元素，其必为最简Ｃａｕｃｈｙ矩阵．由 ｂｉ，ｊ＝ｂ０，（ｉ＋ｋｊ）ｍｏｄｍ
知，定理４中的拉丁方变换为 ｆ（ｉ，ｊ）＝（ｉ＋ｋｊ）ｍｏｄｍ，
故根据推论２，ｉ，ｊ都有

ｆ（ｉ，ｆ（ｉ，ｊ））＝（ｉ＋ｋ（ｉ＋ｋｊ）ｍｏｄｍ）ｍｏｄｍ
＝［（ｋ＋１）ｉ＋ｋ２ｊ］ｍｏｄｍ＝ｊ．

取 ｉ＝０，ｊ＝２时，有２ｋ２ｍｏｄｍ＝１，即 ｍ｜（２ｋ２－１）；取 ｉ
＝２，ｊ＝０时，则有２（ｋ＋１）ｍｏｄｍ＝０，即 ｍ｜（２ｋ＋２）．注
意到２ｋ２－１＝２（ｋ＋１）（ｋ－１）＋１，故 ｍ｜ｇｃｄ（２ｋ２－１，２ｋ
＋２）＝１，这与 ｍ＞２的题设矛盾，故 ｆ（ｉ，ｊ）不满足 ｆ（ｉ，
ｆ（ｉ，ｊ））＝ｊ．这说明 Ｂ不可能是Ｃａｕｃｈｙ矩阵． 证毕

推论３指出，当 ｍ＞２时，Ｃａｕｃｈｙ矩阵一定不是循

环移位矩阵．
最简Ｃａｕｃｈｙ矩阵中未必包含 １元素，下面提出一

种对最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵改造的方法，使得改造后的 ｍ阶
最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵中１元素的个数达到最大值 ｍ．

定义５［８］ 设 Ａ＝（ａｉ，ｊ），Ｂ＝（ｂｉ，ｊ）都是 ＧＦ（２ｎ）上
ｍ×ｍ矩阵，如果存在 ｈ１，ｈ２，…，ｈｍ∈ＧＦ（２ｎ）＼｛０｝，使
得对０≤ｉ，ｊ≤ｍ－１，均有 ｂｉ，ｊ＝ａｉ，ｊｈｊ，则称矩阵 Ａ与
Ｂ等效．

定理５［８］ 若 ＧＦ（２ｎ）上的两个矩阵等效，则其具
有相同的差分分支数和线性分支数．

定义６ 若 ｍ阶最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵中包含 １元素，
则称该矩阵为优化最简Ｃａｕｃｈｙ矩阵．

显然 ｍ阶优化最简Ｃａｕｃｈｙ矩阵中的１元素个数恰
为 ｍ．

定理６ ＧＦ（２ｎ）上任何一个 ｍ阶最简Ｃａｕｃｈｙ矩阵
均等效于 ｍ个优化最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵．

证明 设 Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ是ＧＦ（２ｎ）上有序数组 Ｘ＝
（ｘ０，…，ｘ２ｍ－１）生成的最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵．对任意取定的
ｋ∈｛０，１，…，ｍ－１｝，令 Ａｋ＝ａ－１０，ｋＡ，容易验证 Ａｋ是有
序数组Ｘｋ＝（ａ０，ｋｘ０，…，ａ０，ｋｘ２ｍ－１）生成的Ｃａｕｃｈｙ矩阵；
由定义３，Ａ中不同元素个数为ｍ，故 ａ－１０，ｋＡ中不同元
素个数也为ｍ，即 Ａｋ是最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵；注意到 Ａｋ＝
ａ－１０，ｋＡ的第０行，第 ｋ列的元素恰为１，故 Ａｋ为优化最
简Ｃａｕｃｈｙ矩阵． 证毕

定理６说明，可改造最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵，使得１元素
的个数达到最大值 ｍ．由于任一个最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵都
与 ｍ个优化最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵等效，且二者的性能相
近，因而在分组密码的设计中，可以根据需要，挑选合

适的优化最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵．

５ 对合Ｃａｕｃｈｙ型ＭＤＳ矩阵的构造

为了保证密码算法加脱密一致，设计者常采用对

合变换来设计算法的环节．本节研究对合型 Ｃａｕｃｈｙ矩
阵的设计．

Ｙｏｕｓｓｅｆ等［７］曾构造了一类对合的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵，下
面给出更加一般的构造方法．

定义７ 设映射 ｆ的原象集与象集均为非空集合
Δ，则ｘ∈Δ，称序列（ｘ，ｆ（ｘ），ｆ２（ｘ），…）为 ｘ在ｆ作用
下的轨道，记 ｏｒｂｉｔｆ（ｘ）＝｛ｘ，ｆ（ｘ），ｆ２（ｘ），…｝为 ｘ在ｆ
作用下的轨道集．当Δ为有限集时，对 ｏｒｂｉｔｆ（ｘ）中的任
一元 ｘ′，称其为轨道集 ｏｒｂｉｔｆ（ｘ）的代表元．

定理７ 设 ｍ为偶数，Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍ×ｍ为ＧＦ（２ｎ）上
有序数组 Ｘ＝（ｘ０，…，ｘｍ－１，ｘ０δ，…，ｘｍ－１δ）生成
的Ｃａｕｃｈｙ矩阵，若集合｛ｘ０，…，ｘｍ－１｝对运算封闭，则

Ａ一定和对合矩阵μＡ等效，这里μ ＝［
ｍ－１

ｋ＝０
（ｘｋ
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δ）
－１］－１．

证明 设 Ａ２＝Ｃ＝（ｃｉ，ｊ）ｍ×ｍ，则 ｃｉ，ｊ＝
ｍ－１

ｋ＝０
［（ｘｉｘｋ

δ）（ｘｋｘｊδ）］－１．当 ｉ＝ｊ时，有 ｃｉ，ｉ＝
ｍ－１

ｋ＝０
（ｘｉｘｋ

δ）
－２．因 ｘ０，…，ｘｍ－１两两互异，故 ｘｉｘ０，…，ｘｉｘｍ－１

两两互异；同时由｛ｘ０，…，ｘｍ－１｝对运算封闭知，集合
｛ｘｉｘ０，…，ｘｉｘｍ－１｝中的任一元均包含于｛ｘ０，…，
ｘｍ－１｝，故集合｛ｘ０，…，ｘｍ－１｝与集合｛ｘｉｘ０，…，ｘｉ

ｘｍ－１｝相等，因而 ｃｉ，ｉ＝
ｍ－１

ｋ＝０
（ｘｉｘｋδ）－２＝

ｍ－１

ｋ＝０
（ｘｋ

δ）
－２．当 ｉ≠ｊ时，构造映射 ｇｉ，ｊ：Ｚｍ→Ｚｍ，使得对０≤ｋ

≤ｍ－１均成立 ｘｇｉ，ｊ（ｋ）＝ｘｉｘｊｘｋ．由 ｇｉ，ｊ的定义，有
ｇｉ，ｊ（ｇｉ，ｊ（ｋ））＝ｋ，同时由 ｘｇｉ，ｊ（ｋ）ｘｋ＝ｘｉｘｊ≠０知
ｘｇｉ，ｊ（ｋ）≠ｘｋ，即 ｇｉ，ｊ（ｋ）≠ｋ，因而对０≤ｋ≤ｍ－１均有

ｏｒｂｉｔｇｉ，ｊ（ｋ）＝｛ｋ，ｇｉ，ｊ（ｋ）｝．令集合Λ为所有不同轨道中

各 抽 出 一 个 代 表 元 所 组 成 的 集 合，则 Ｚｍ ＝
∪
ｋ∈Λ
ｏｒｂｉｔｇｉ，ｊ（ｋ），且当 ｋ１≠ｋ２时，ｏｒｂｉｔｇｉ，ｊ（ｋ１）∩ｏｒｂｉｔｇｉ，ｊ（ｋ２）

＝ ．故

ｃｉ，ｊ＝
ｍ－１

ｋ＝０
［（ｘｉｘｋδ）（ｘｋｘｊδ）］－１

＝
ｋ∈Λ
［ 
ｔ∈ｏｒｂｉｔｇｉ，ｊ（ｋ）

［（ｘｉｘｔδ）（ｘｔｘｊδ）］－１］，

又由 ｇｉ，ｊ定义知ｘｉｘｋδ＝ｘｇｉ，ｊ（ｋ）ｘｊδ和ｘｉｘｇｉ，ｊ（ｋ）
δ＝ｘｋｘｊδ成立，因此


ｔ∈ｏｒｂｉｔｇｉ，ｊ（ｋ）

［（ｘｉｘｔδ）（ｘｔｘｊδ）］－１

＝［（ｘｉｘｋδ）（ｘｋｘｊδ）］－１

［（ｘｉｘｇｉ，ｊ（ｋ）δ）（ｘｇｉ，ｊ（ｋ）ｘｊδ）］
－１

＝０，

故 ｃｉ，ｊ＝０．即 Ｃ＝Ａ２＝
ｍ－１

ｋ＝０
（ｘｋδ）－２Ｅ，这里 Ｅ为ｍ阶

单位矩阵．同时由 Ａ是Ｃａｕｃｈｙ矩阵，故 Ａ是ＭＤＳ矩阵，

因而 Ａ满秩，即 Ａ２满秩，因此
ｍ－１

ｋ＝０
（ｘｋδ）－２≠０．令μ＝

［
ｍ－１

ｋ＝０
（ｘｋδ）－１］－１，则（μＡ）

２＝μ
２Ａ２＝Ｅ成立，即 Ａ和

对合矩阵μＡ等效． 证毕

文献［７］中构造对合矩阵的方法是定理７的特例．

μＡ是由有序数组 Ｘ′＝（μ
－１ｘ０，…，μ

－１ｘｍ－１，

μ
－１ｘ０μ

－１
δ，…，μ

－１ｘｍ－１μ
－１
δ）生成的 Ｃａｕｃｈｙ矩

阵．
定理７提供了构造对合ＭＤＳ矩阵的一种方法．
例如，在有限域 ＧＦ（２）［ｘ］／（ｘ４ｘ１）中取 ｘ０＝

１０，ｘ１＝２，ｘ２＝８，ｘ３＝０，δ＝３，则有序数组 Ｘ＝（１０，２，８，
０，９，１，１１，３）生成的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵为

Ｃ＝

１４ ５ １ ２
５ １４ ２ １
１ ２ １４ ５











２ １ ５ １４

，

μ＝［
３

ｋ＝０
（ｘｋδ）－１］－１＝１５，

由定理７，矩阵 ＣＩｎｖ＝１５·Ｃ＝

５ ６ １５ １３
６ ５ １３ １５
１５ １３ ５ ６











１３ １５ ６ ５

是对合

最简 Ｃａｕｃｈｙ矩阵．

６ 结束语

本文研究了 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的部分性质，给出了两个
有序数组生成同一个 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的充要条件，并给出
Ｃａｕｃｈｙ矩阵的计数公式；接着我们给出了使不同元素
个数最少且 １元素个数最多的 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的构造方
法；最后本文给出了对合 Ｃａｕｃｈｙ矩阵的一种构造方法，
与文献［７］的构造方法相比，本文的构造方法更加具有
一般性．此外，我们还将证明 Ｃａｕｃｈｙ矩阵一定不是循环
移位矩阵．本文的研究结果在密码的设计中具有应用
价值．
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