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摘 要： 对于大数据量、高维参数情况下线性系统Ｈｕｂｅｒ估计的计算，常规的非线性估计算法存在计算时间长、
收敛速度慢的问题．本文首先根据线性系统Ｈｕｂｅｒ估计的特点提出了一种正交搜索算法，然后推导了利用正交搜索法
计算Ｈｕｂｅｒ估计的方法与步骤，最后通过仿真实验对比正交搜索法与传统最速下降法，结论是正交搜索法在处理数据
量大、参数维数高的Ｈｕｂｅｒ估计问题具有很强的优势．
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１ 引言

Ｍ估计是非线性估计的重要方法，它的重要类型，
Ｌ１估计与 Ｌ２估计（即最小二乘估计）在实践中得到了
大量的应用．文献［１］证明了大样本情况下，线性系统
Ｌ１估计的误差是随机干扰符号函数的线性函数，而线
性系统 Ｌ２估计的误差是随机干扰幅值的线性函数．这
就导致 Ｌ２估计因为赋予粗差权值过大而对粗差敏感；
而 Ｌ１估计因为赋予微小干扰的权值过大而引起估计值
的振荡［１～９］．对此，本文提出了一种可以根据粗差干扰
而灵活调节阈值的Ｈｕｂｅｒ估计，当粗差显著时，以 Ｌ１估
计为主，当粗差不显著时以 Ｌ２估计为主．

然而，对于线性系统Ｍ估计的计算，特别是大数据
量、高维参数的情况，存在着很大的难度．目前针对 Ｍ
估计问题所普遍采用的不动点映射法，拟牛顿法，最速

下降法等方法均存在计算复杂，收敛慢的问题［１０～１２］，为

此本文推导了一种针对线性系统 Ｈｕｂｅｒ估计的正交搜
索算法，并通过仿真分析验证了正交搜索算法在处理大

数据量、高维参数的 Ｈｕｂｅｒ估计问题上的优势，该方法

为其他Ｍ估计的快速计算提供了一种借鉴与参考．

２ Ｈｕｂｅｒ估计模型及正交搜索算法的理论基础

对于线性观测系统（１），
Ｙ＝Ｘａ＋ξ＝ ｘ１ … ｘ[ ]ｎ Ｔａ＋ξ （１）

式中，Ｙ为ｎ×１维的观测向量，Ｘ为ｎ×ｋ维输入矩阵，
由 ｋ×１维的输入向量 ｘｉ（ｉ＝１，…，ｎ）组成，ａ为ｋ×１
维待估计的参数向量，ξ为ｎ×１维噪声向量．

线性系统（１）的 Ｍ估计可描述为对参数向量 ａ的
无约束最优化问题，即式（２）：

ｍｉｎｆ（ａ）＝ｍｉｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ρ（ｙｉ－ｘ

Ｔ
ｉａ） （２）

式中，ρ为基函数，ｙｉ为观测值，ａ∈Ｒ
ｋ．

Ｈｕｂｅｒ估计的基函数为：

ρ（ｖ）＝

－２ｖ０ｖ－ｖ２０， ｖ∈（－∞，－ｖ０］

ｖ２， ｖ∈（－ｖ０，ｖ０）

２ｖ０ｖ－ｖ２０， ｖ∈［ｖ０，＋∞
{

）

（３）

式中，ｖ为残差，ｖ０为 Ｈｕｂｅｒ阈值．可见，当 ｖ０为 ０时，
Ｈｕｂｅｒ估计为 Ｌ１估计；当 ｖ０为＋∞时，Ｈｕｂｅｒ估计为 Ｌ２
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估计．
基函数的一阶与二阶导函数分别为

ψ（ｖ）＝

－２ｖ０， ｖ∈（－∞，－ｖ０］
２ｖ， ｖ∈（－ｖ０，ｖ０）
２ｖ０， ｖ∈［ｖ０，＋∞

{
）

（４）

ψ′（ｖ）＝
０， ｜ｖ｜∈［ｖ０，＋∞）
２， ｜ｖ｜∈［０，ｖ０{ ）

（５）

如前文所述，ｖ０的大小决定了 Ｈｕｂｅｒ估计的性能，
ｖ０越大，则估计值对粗差越敏感，反之，则估计值越容
易振荡．设 ａＥ为观测系统（１）的 Ｌ２估计，则有：

Ｙ－ＸａＥ＝ Ｉ－Ｘ（ＸＴＸ）－１Ｘ[ ]Ｔξ （６）
可见，式（６）反映了 Ｌ２估计的残差特性，但 Ｌ２估计

的残差不稳健，本文提出采用一种稳健的阈值，即式

（６）的中位数来确定 ｖ０的值，即

ｖ０＝ｍｅｄｉａｎ（ｙｉ－ｘ
Ｔ
ｉａＥ，ｉ＝１，…，{ }ｎ） （７）

根据凸函数及可微函数的性质，Ｈｕｂｅｒ估计的优化
函数式（２）的最小值必定在其梯度零点取得．式（２）的梯
度为：

ｇｒａｄｆ（ａ）＝
ａ
ｆ（ａ）＝－ＸＴψ（ａ） （８）

其中

ψ（ａ）＝ψ（ｙ１－ｘ
Ｔ
１ａ） … ψ（ｙｎ－ｘ

Ｔ
ｎａ[ ]）Ｔ （９）

可见，当式（８）等于０ｋ×１时，式（２）取最小值．然而由
式（５）可知 Ｈｕｂｅｒ基函数的二阶导函数不连续，因此无
法利用牛顿迭代法解算式（２）的最小值，而最速下降法
等方法存在收敛速度慢的问题．对此，本文提出一种计
算Ｈｕｂｅｒ估计，即式（２）最小值所对应迭代解的快速算
法．为了证明该方法的可行性，本文提出定理１．

定理１ 对于任意连续且存在最小值的函数ｆ（ａ），
其中，ａ∈Ｒｋ．则以其定义域内任意一点 ａ１为起点生成
如下序列：

ｄ１＝ｆ（ａ１），…，ｄｍ＝ｆ（ａｍ），…
其中，ｄｍ＋１＝ｍｉｎ

ａｐｍ∈Ｒ
ｄｍ，ｐ＝（ｍ－１ｍｏｄｋ）＋１，ａｐｍ表示ａｍ的

第ｐ维变量．
且 ａｍ＋１与 ａｍ其他维变量有如下关系：

ｊ∈［１，…，ｋ］，ｊ≠ｐ ａｊ（ｍ＋１）＝ａｊｍ
则序列｛ｄｍ，ｍ＝１→∞｝必定收敛．若 ｆ（ａ）可微，则

收敛点处 ｆ（ａ）的梯度为零．
证明 由于 ｆ（ａ）连续且存在最小值，而根据数列

的定义方式可知，序列｛ｄｍ，ｍ＝１→∞｝为单调递减数
列，根据单调有界数列必收敛的性质可知，序列｛ｄｍ，ｍ
＝１→∞｝必定收敛．
如果函数 ｆ（ａ）可微，那么存在一个邻域，收敛点在

各个维数方向都取最小值，根据可微函数极小值的特

性可知，收敛点在各个方向的偏导数为０，因而收敛点
处函数 ｆ（ａ）的梯度为零．

定理１表明，式（２）的最小值可以通过各维参数轮
流求最小的方法来计算，由于各搜索方向是正交的，因

此本文姑且将基于定理１的搜索方法称为正交搜索方
法．正交搜索的好处在于极大地扩展了搜索方向，即式
（２）每迭代 ｋ次便完成了对所有参数方向的一次搜索，
避免了最速下降法在局部方向反复搜索的问题．结合
前文的分析可知，正交搜索法收敛于 Ｈｕｂｅｒ估计蹬最优
解．另外根据定理１可知，正交搜索法的收敛速度与初
始值的选择也有很大的关系，本文选择式（１）的 Ｌ２估计
作为算法的初始迭代值．

３ 正交搜索法算法的推导

根据定理１，求式（２）最小值的正交搜索法的迭代
公式如式（１０）所示．

ａ（ｌ＋１）＝ａ（ｌ）＋ｓ·ｅｐ （１０）
式中，ａ（ｌ）为第 ｌ步式（１）Ｈｕｂｅｒ估计的迭代解，令 ａ（１）
为式（１）的 Ｌ２估计，ｓ为迭代步长，ｅｐ为ｋ×１维的正交
搜索向量．根据定理 １可知，ｅｐ取自单位阵Ｉｋ×ｋ的第ｐ
列，且 ｐ＝（ｌ－１ｍｏｄｋ）＋１．

迭代步长 ｓ的计算思想是，使式（２）沿搜索方向 ｅｐ
始终取得最小值，即式（２）在点 ａ（ｌ＋１）处 ｅｐ方向对ｓ
的导数，ｈ（ｓ）为零．根据式（２）、式（１０），ｈ（ｓ）如式（１１）
所示．

ｈ（ｓ）＝ｄｄｓｆ（ａ（ｌ＋１））

＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ψ（ｙｉ－ｘ

Ｔ
ｉａ（ｌ）－ｓｘＴｉｅｐ）ｘＴｉｅｐ

＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ψ（ｕｉ－ｓ·ｖｉ）ｖｉ （１１）

其中 ｕｉ＝ｙｉ－ｘＴｉａ（ｌ），ｖｉ＝ｘＴｉｅｐ （１２）
由式（４）与式（１１）易证，ｈ（ｓ）是关于 ｓ的分段线性

单调增函数，且最大值大于零，最小值小于零，因此

ｈ（ｓ）必有唯一零解．再由中值定理可知 ｈ（ｓ）的零解一
定位于两个端点取值异号或为零的线性区间．易知各
线性区间端点的集合为

Ｔ＝ （ｕｉ＋ｖ０）／ｖｉ，（ｕｉ－ｖ０）／ｖｉ，ｉ＝１，…，{ }ｎ
先对集合 Ｔ中的元素进行升序排列，然后搜索集

合 Ｔ的元素，若存在相邻的两个元素 ｓ１与 ｓ２满足
ｈ（ｓ１）·ｈ（ｓ２）≤０，则 ｈ（ｓ）的零点为

ｓ＝ｓ１－ｈ（ｓ１）（ｓ２－ｓ１）／（ｈ（ｓ２）－ｈ（ｓ１）） （１３）
由式（１３）即可得到迭代步长，代入式（１０）得到下一

步的迭代向量，当迭代解向量使得梯度计算式（８）的 １
范数小于设定阈值时停止迭代，输出最优解．因此，正
交搜索法的迭代步骤可归纳如下：
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Ｓｔｅｐ１ 设置式（１）的 Ｌ２估计为初始
值，利用式（７）计算Ｈｕｂｅｒ阈值 ｖ０，并令 ｌ＝０；

Ｓｔｅｐ２ ｌ＝ｌ＋１，ｐ＝（ｌ－１ｍｏｄｋ）＋１；
Ｓｔｅｐ３ 利用式（１２）计算 ｕｉ、ｖｉ，进而得

到集合 Ｔ，对集合中的元素进行升序排列；
Ｓｔｅｐ４ 搜索集合 Ｔ中相邻的一个负

数ｓ１与一个非负数 ｓ２，若 ｈ（ｓ１）·ｈ（ｓ２）≤０，
则利用式（１３）计算迭代步长 ｓ；若 ｈ（ｓ１）·
ｈ（ｓ２）＞０，且 ｈ（ｓ１）＞０，则 ｓ１、ｓ２在集合 Ｔ
中都向左移动直至ｈ（ｓ１）·ｈ（ｓ２）≤０，否则都
向右移动直至 ｈ（ｓ１）·ｈ（ｓ２）≤０，然后利用
式（１３）计算迭代步长 ｓ；

Ｓｔｅｐ５ 将迭代步长 ｓ代入式（１０）得到
新的迭代解；

Ｓｔｅｐ６ 将新的迭代解代入式（８），若式
（８）的１范数小于设定的误差限，则停止迭代，并输出最
优迭代解，否则转入Ｓｔｅｐ２．

综上所述，正交搜索法的详细程序流程如图１所示．

４ 仿真分析

惯组（即惯性器件组合）是惯性导航的核心器件，

其标定精度直接决定了导航的精度，而惯组标定具有

测试数据多，参数维数高的特点，因而精确快速地标定

惯组十分重要．本文以惯组中的加速度计误差模型标
定的仿真来验证正交搜索法的性能，某型加速度计的

误差模型如线性系统（１４）所示．
Ｙ＝ＧＤ＋ξ （１４）

其中，

Ｙ＝ ｙ（１） … ｙ（ｎ[ ]）Ｔ

Ｄ＝ Ｄ１ … Ｄ[ ]９ Ｔ

ξ＝ξ（１） … ξ（ｎ[ ]）Ｔ

ｘｉ＝
１ ｇ２ｘ（ｉ） ｇ２ｙ（ｉ） ｇｘ（ｉ）
… ｇｙ（ｉ） ｇｚ（ｉ） ｇｘ（ｉ）ｇｙ（ｉ）
… ｇｙ（ｉ）ｇｚ（ｉ） ｇｚ（ｉ）ｇｘ（ｉ









）

Ｔ

Ｇ＝ ｘ１ … ｘ[ ]ｎ Ｔ

式中，ｉ＝１，…，ｎ为测量序号，ｘｉ为序号ｉ对应的９×１
维输入，Ｙ为ｎ×１维加速度观测向量；Ｄ为９×１维待
辨识误差系数；ξ为ｎ×１维随机干扰，服从 Ｎ（０，（０５
×１０－６ｍ／ｓ２）２）的正态分布；Ｇ为ｎ×９维的输入矩阵．
ｇｘ（ｉ），ｇｙ（ｉ）与 ｇｚ（ｉ）为载体坐标系三个方向的输

入加速度，且受到粗差的影响．假设加速度在各测量位
置的实际输入为：

ｇｘ（ｔ）＝ｇｃｏｓα（ｔ）ｓｉｎβ（ｔ）＋δ１（ｔ）
ｇｙ（ｔ）＝ｇｓｉｎα（ｔ）＋δ２（ｔ）
ｇｚ（ｔ）＝ｇｃｏｓα（ｔ）ｃｏｓβ（ｔ）＋δ３（ｔ

{
）

（１５）

其中，ｇ＝９８ｍ／ｓ２，ｔ为测量时间，且每个位置测量时间
均记为 ｔ＝１，…，１００，α（ｔ）、β（ｔ）为测量位置，取集合
｛（９００），（２７０），（２７７２），（２７１４４），（２７２１６），（２７２８８），
（－２７３２４），（－２７２５２），（－２７１８０），（－２７１０８），（－２７
３６），（－９００）｝（单位：度），且集合元素序号记为 ｊ＝１，
…，１２．δ１（ｔ）、δ２（ｔ）、δ３（ｔ）为干扰，且 ｔ∈［４，９］时使得
ｇｘ（ｔ），ｇｙ（ｔ）与 ｇｚ（ｔ）服从 Ｎ（０，（１０－５ｇ）２），在其他时刻

δ１（ｔ）、δ２（ｔ）、δ３（ｔ）服从 Ｎ（０，（１０－５ｇ）２）．可见δ１（ｔ）、

δ２（ｔ）、δ３（ｔ）在 ｔ∈［４，９］时为粗差．
按时刻小至大，且相同时刻的输入排列在一起，即

ｉ＝１２×（ｔ－１）＋ｊ，得到输入矩阵 Ｇ．因此，这是一个包
含 ｎ＝１２００组数据，待辨识参数为９维的线性系统 Ｈｕ
ｂｅｒ估计的仿真实例．由于在实际工作中通常需要辨识
每个时刻的误差系数，因而对算法的收敛速度提出了

很高的要求．
本文分别利用传统的最速下降法与本文的正交搜

索法解算 ｔ＝１，…，１００时刻加速度误差系数的 Ｈｕｂｅｒ
估计．由于仿真时刻较多，本文以时刻９为例，比较最速
下降法与正交搜索法的收敛特性，如图２与图３所示．
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从图２与图３可以看出，时刻９处的算例中，最速
下降法收敛用了７５０步，而正交搜索法只用了３０步，因
此，正交搜索法的收敛速度远快于最速下降法，而且最

速下降法在收敛过程中，其迭代解梯度的１范数长时间
剧烈振荡，而正交搜索法的这种振荡要轻微得多．
记

ｆ（Ｄｓ）＝γ·ｆ（ＤＥ）＋（１－γ）·ｆ（ＤＨ） （１６）
式中，ＤＥ与ＤＨ分别为加速度计误差系数的Ｌ２估计与
Ｈｕｂｅｒ估计，γ为显著性水平．设γ＝００１时所对应的解
Ｄｓ为近似解；γ＝１０－４时所对应的解 Ｄｓ为稳定解．
以几个典型时刻为例，表 １列举了正交搜索方法

（简称正交法）与最速下降法（简称速降法）分别收敛于

近似解与稳定解所需的迭代步数．
表１ 最速下降法与正交搜索法在几个典型时刻的收敛步数

时刻（ｓ） ５ ２０ ３５ ４５ ６０ ７０ ８５ １００

稳定解迭

代步数

速降法 ５４１ ３２４ ５４１ ２９１ ３５９０３４５２２６２２２３２９
正交法 １６４ １４４ １６４ １１８ １００ ８３ ７２ ３７

近似解迭

代步数

速降法 ４２４ ２１５ ４２４ １８３ １３３ １０７ ８８ ７２
正交法 ７３ ４６ ７３ １１ １０ ９ ８ ５

表１更加详细地说明了正交搜索法在数据量大，参
数维数高的情况下计算 Ｈｕｂｅｒ估计的收敛速度远远快
于最速下降法．事实上，对 ｔ＝１，…，１００时刻的所有算
例仿真都表明，正交搜索法远快于最速下降法，而且最

速下降法计算所有算例稳定解的总时间为８１４小时，
而正交搜索法只用了１１４分钟．

本文认为出现以上现象的原因主要是因为最速下

降法要求优化函数沿负梯度方向下降最大，然而负梯

度方向与整体最大下降方向通常存在很大的差异，这

就导致最速下降法的下降路线是一条沿狭窄方向不断

调整的弧形，在数据量大，参数维数高的情况下这种调

整将会更加频繁，从而导致收敛速度过慢，而正交搜索

法是在若干个正交向量方向上搜索，最大限度地扩展

了搜索范围，从而更容易沿整体最大下降方向搜索．
另外，数据的随机或者异常波动对于两种方法收

敛速度影响也很大．由于初始迭代解为 Ｌ２估计，而 Ｌ２
估计受粗差的影响很大，导致 Ｌ２估计与 Ｈｕｂｅｒ估计值
之间的距离变化很大，两种估计的距离越大，则搜索的

时间与步数越多，另外数据的波动对于搜索方向影响

也较大．最速下降法受这些因素的影响尤为严重．

５ 讨论

线性系统 Ｈｕｂｅｒ估计的正交搜索法是一种基于在
若干个正交方向搜索的大范围搜索方法，它有效地解

决了其他迭代方法搜索范围小，收敛方向调整慢的缺

点，对于计算线性系统 Ｈｕｂｅｒ估计有很强的针对性．遗
憾的是，计算其他类型的非线性 Ｍ估计时，该方法却一
般难于使用，这是因为其他类型非线性Ｍ估计（除了 Ｌ１
估计与 Ｌ２估计）的导函数一般是非线性的，对于非线
性函数无法按式（１１）与式（１３）计算迭代步长，如何有效
地解决其他类型 Ｍ估计中使用正交搜索法难以快速而
精确地计算迭代长的问题将是下一步的研究重点．
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