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摘 要： 提出一种适用于Ｌ型阵列的频率及二维到达角联合估计新算法．算法通过不同子阵的互协方差矩阵构
建平行因子模型，应用三线性交替最小二乘算法求解，无需参数配对及多维搜索，可有效抑制非均匀噪声．均方根误差
的仿真结果验证了该算法的有效性．
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１ 引言

频率、俯仰角、方位角估计问题［１，２］在雷达、声纳及

认知无线电等领域具有重要研究意义．对于特征子空间
类算法，均匀白噪声的假设是确保其有效的关键，然而，

当天线阵列未得到准确校正或接收信道的硬件组成存

在差异时，非均匀白噪声［３，４］的假设更为合理，即各阵

元间噪声相互独立且功率不同，协方差矩阵为对角线元

素互不相等的对角矩阵．影响了 ＭＵＳＩＣ、ＥＳＰＲＩＴ等算
法［５，６］对信号子空间和噪声子空间的正确分离，导致其

估计性能下降．
平行因子（ｐａｒａｌｌｅｌｆａｃｔｏｒ，ＰＡＲＡＦＡＣ）理论始于心理

实验室领域的数据分析，用于三面或更高面阵的低秩分

解［７］．２０００年Ｓｉｄｉｒｏｐｏｕｌｕｓ将该技术引入到信号处理和通
信领域，证明了多面阵基于 ｋ秩分解的唯一性定理［８］，
为该理论在信号处理和通信领域的应用奠定基础．应用
平行因子估计时延、频率、俯仰角及方位角等参量已经

取得显著研究成果［９～１１］，其中文献［９］选用 Ｌ型阵列构
建平行因子模型，无需参数配对就实现了二维到达角的

精确估计；文献［１０］应用时域信号的过采样信息形成平

行因子模型，解决了时延和角度的同时估计问题．
本文提出一种非均匀噪声环境下基于 Ｌ型阵列的

频率及二维到达角联合估计算法．该算法利用不同子阵
的接收信号计算互协方差矩阵，以此构建平行因子模

型，通过三线性交替最小二乘算法求解，有效地抑制空

间非均匀噪声，实现了频率、俯仰角、方位角三者的联合

估计．

２ 信号模型

如图１所示，考虑 ２Ｍ＋１个阵元的 Ｌ型阵列共接
收Ｐ（Ｐ＜Ｍ）个相互独立的远场窄带平稳信号，阵元间
距为 ｄ，其值小于最小载波波长的一半，第 ｐ（ｐ＝１，２，
…，Ｐ）个信号的频率及二维到达角分别为 ｆｐ、αｐ和βｐ，
则第（ｉ，ｍ）个阵元（即坐标为（ｉｄ，０，ｍｄ）的传感器）ｋ时
刻的接收信号为

ｒｉ，ｍ（ｋ）＝∑
Ｐ

ｐ＝１
ｓｐ（ｋ）ｅ－ｊ２πｆｐ（ａｐ（ｉｄ，０，ｍｄ）

Ｔ
）／ｃ＋ｎｉ，ｍ（ｋ）（１）

其中，ａｐ＝ ｓｉｎαｐｃｏｓβｐ，ｓｉｎαｐｓｉｎβｐ，ｃｏｓα[ ]ｐ 为第 ｐ个信号
波矢量，ｎｉ，ｍ（ｋ）为第（ｉ，ｍ）个阵元的噪声，其协方差矩
阵如式（２）所示．
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Ｑ＝ｄｉａｇ（σ２１，σ２２，…，σ２２Ｍ＋１） （２）
令εｐ＝－２πｄｆｐｓｉｎαｐｃｏｓβｐ／ｃ，φｐ＝－２πｄｆｐｃｏｓαｐ／ｃ，

式（１）简写为

ｒｉ，ｍ（ｋ）＝∑
Ｐ

ｐ＝１
ｓｐ（ｋ）ｅｊε( )ｐ ｉｅｊφ( )ｐ ｍ＋ｎｉ，ｍ（ｋ） （３）

３ 基于ＰＡＲＡＦＡＣ的频率及二维到达角估计
算法

３．１ Ｌ型阵列的ＰＡＲＡＦＡＣ模型
将图 １所示阵列划分为四个子阵，依次由标号为

［（１，０），（２，０），…，（Ｍ－１，０）］，［（２，０），（３，０），…，（Ｍ，
０）］，［（０，０），（０，１），…，（０，Ｍ－１）］和［（０，１），（０，２），…，
（０，Ｍ）］的阵元组成，则接收信号依次为

Ｘ１（ｋ）＝ ｒ１，０（ｋ）ｒ２，０（ｋ）…ｒＭ－１，０（ｋ[ ]）Ｔ （４）
Ｘ２（ｋ）＝ ｒ２，０（ｋ）ｒ３，０（ｋ）…ｒＭ，０（ｋ[ ]）Ｔ （５）
Ｚ１（ｋ）＝ ｒ０，０（ｋ）ｒ０，１（ｋ）…ｒ０，Ｍ－１（ｋ[ ]）Ｔ （６）
Ｚ２（ｋ）＝ ｒ０，１（ｋ）ｒ０，２（ｋ）…ｒ０，Ｍ（ｋ[ ]）Ｔ （７）
令 Ｚ３（ｋ）＝Ｚ１（ｋ－τ），Ｚ４（ｋ）＝Ｚ１（ｋ－τ１），Ｚ５（ｋ）

＝Ｚ２（ｋ－τ），计算互相关矩阵如式（８）～（１３）所示，

Ｒ１＝Ｅ Ｚ１（ｋ）Ｘ
Ｈ
１（ｋ[ ]） ＝ＡＲｓＢＨ （８）

Ｒ２＝Ｅ Ｚ３（ｋ）Ｘ
Ｈ
１（ｋ[ ]） ＝ＡΦ１ＲｓＢＨ （９）

Ｒ３＝Ｅ Ｚ４（ｋ）Ｘ
Ｈ
１（ｋ[ ]） ＝ＡΦ２ＲｓＢＨ （１０）

Ｒ４＝Ｅ Ｚ５（ｋ）Ｘ
Ｈ
１（ｋ[ ]） ＝ＡΦ１Φ３ＲｓＢＨ （１１）

Ｒ５＝Ｅ Ｚ３（ｋ）Ｘ
Ｈ
２（ｋ[ ]） ＝ＡΦ１Φ４ＲｓＢＨ （１２）

Ｒ６＝Ｅ Ｚ５（ｋ）Ｘ
Ｈ
２（ｋ[ ]） ＝ＡΦ１Φ３Φ４ＲｓＢＨ （１３）

式中，Ｒｓ＝ｄｉａｇ（Ｓ２１，Ｓ２２，…，Ｓ２Ｐ），Φ１＝ｄｉａｇ（ｅ－ｊ２πτｆ１，
ｅ－ｊ２πτｆ２，…，ｅ－ｊ２πτｆＰ），Φ２ ＝ｄｉａｇ（ｅ－ｊ２πτ１ｆ１，ｅ－ｊ２πτ１ｆ２，…，
ｅ－ｊ２πτ１ｆＰ），Φ３＝ｄｉａｇ（ｅｊφ１，ｅｊφ２，…，ｅｊφＰ），Φ４＝ｄｉａｇ（ｅ－ｊε１，
ｅ－ｊε２，…，ｅ－ｊεｐ），Ａ＝［ａ（φ１），ａ（φ２），…，ａ（φＰ）］，Ｂ＝［ｂ
（ε１），ｂ（ε２），…，ｂ（εＰ）］，ａ（φｐ）＝［１，ｅ

ｊφｐ，ｅｊ２φｐ，…，
ｅｊ（Ｍ－１）φｐ］Ｔ，以及 ｂ（εｐ）＝［ｅｊεｐ，ｅｊ２εｐ，ｅｊ３εｐ，…，ｅｊ（Ｍ－１）εｐ］Ｔ．

不难看出，不同子阵接收信号互相关的计算理论

上可完全抑制非均匀噪声．考虑样本数有限的情况，依
据平行因子理论［８］，构造 Ｍ×（Ｍ－１）×６的三维
ＰＡＲＡＦＡＣ模型为

珟Ｒ（：，：，１）
珟Ｒ（：，：，２）
珟Ｒ（：，：，３）
珟Ｒ（：，：，４）
珟Ｒ（：，：，５）
珟Ｒ（：，：，６















）

＝

珟Ｒ１
珟Ｒ２
珟Ｒ３
珟Ｒ４
珟Ｒ５
珟Ｒ

















６

＝

ＡＲｓＢＨ

ＡΦ１ＲｓＢＨ

ＡΦ２ＲｓＢＨ

ＡΦ１Φ３ＲｓＢＨ

ＡΦ１Φ４ＲｓＢＨ

ＡΦ１Φ３Φ４ＲｓＢ



















Ｈ

＋ｖ（１４）

此处珟Ｒｉ（ｉ＝１，２，…，６）代表 Ｒｉ的实际观测值，ｖ表
示观测误差．

根据ＫｈｕｔｒｒＲａｏ积［８］的定义，令 Ｃ＝ＢＨ，可得
珟Ｒ＝（ＤＡ）Ｃ＋ｖ （１５）

式中

Ｄ＝

Ｇ－１（Ｒｓ）

Ｇ－１（Φ１Ｒｓ）

Ｇ－１（Φ２Ｒｓ）

Ｇ－１（Φ１Φ３Ｒｓ）

Ｇ－１（Φ１Φ４Ｒｓ）

Ｇ－１（Φ１Φ３Φ４Ｒｓ



















）

（１６）

这里 Ｇ－１（Ｒｓ）为由对角矩阵 Ｒｓ的对角元素组成的行向
量．

同理，此模型也可通过式（１７）予以表示．
珘Ｙ＝（ＣＴＤ）ＡＴ＋ｖｙ 珟Ｘ＝（ＡＣＴ）ＤＴ＋ｖｘ（１７）
为确保上述ＰＡＲＡＦＡＣ满足文献［８］中的定理１，提

出如下假设：

（１）任意两个不同的信号 ｓｉ（ｋ）和 ｓｊ（ｋ），满足εｉ≠εｊ．
（２）不同信号的俯仰角不等．
则 Ｄ，Ａ及Ｃ的ｋ秩分别为ｋＤ＝ｍｉｎ（６，Ｐ），ｋＡ＝Ｐ

和ｋＣＴ＝Ｐ，故当 Ｐ≥２时，该模型的 ｋ秩分解具有唯一
可辨识性．

３．２ 三线性交替最小二乘（ＴＡＬＳ）算法
基于三面阵珟Ｒ的复原矩阵Ｄ，Ａ和Ｃ可通过 ＴＡＬＳ

算法［８，１２］进行求解．具体步骤为
（１）求解式（１８）～（２０）所示的最小二乘问题，得到

复原矩阵的估计值．
珟Ｃ＝ａｒｇｍｉｎ

Ｃ
珟Ｒ－（ＤＡ）

 

Ｃ ２
Ｆ （１８）

珟ＤＴ＝ａｒｇｍｉｎ
ＤＴ
珟Ｘ－（ＡＣＴ）Ｄ

 

Ｔ ２
Ｆ （１９）

珟ＡＴ＝ａｒｇｍｉｎ
ＡＴ
珘Ｙ－（ＣＴＤ）Ａ

 

Ｔ ２
Ｆ （２０）

（２）重复（１）的交替映射过程，直至收敛．
３．３ 频率及二维到达角的估计算法

基于上述理论，本文提出的频率及二维到达角估
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计算法步骤可归纳为：

步骤１ 根据式（８）～（１３）计算阵列接收信号的互
协方差矩阵．

步骤２ 根据式（１４）～（１７）构造平行因子珟Ｒ．
步骤３ 初始化矩阵 Ｄ和Ａ．
步骤４ 求解式（１８）所示的最小二乘问题，获得矩

阵 Ｃ的估计值如式（２１）所示．
珟Ｃ＝（ＤＡ）＃珟Ｒ （２１）

其中，上标＃表示伪逆．
步骤５ 分别求解式（１９），（２０）的最小二乘解，得

Ｄ和Ａ的估计值为
珟Ａ＝（珘Ｙ）Ｔ （ＣＴＤ）( )＃ Ｔ 珟Ｄ＝（珟Ｘ）Ｔ （ＡＣＴ）( )＃ Ｔ

（２２）
步骤６ 重复步骤４和步骤５，直至收敛．由珟Ｄ可

得ｆｐ、ｐ和εｐ的估计值分别为

珓ｆｐ＝－
１
４π
ａｒｇ
珟Ｄ２，ｐ
珟Ｄ１，( )

ｐ
／τ＋ａｒｇ

珟Ｄ３，ｐ
珟Ｄ１，( )

ｐ
／τ( )１ （２３）

珓ｐ＝
１
２ ａｒｇ

珟Ｄ４，ｐ
珟Ｄ２，( )

ｐ
＋ａｒｇ

珟Ｄ６，ｐ
珟Ｄ５，( )( )

ｐ
（２４）

珓εｐ＝－
１
２ ａｒｇ

珟Ｄ５，ｐ
珟Ｄ２，( )

ｐ
＋ａｒｇ

珟Ｄ６，ｐ
珟Ｄ４，( )( )

ｐ
（２５）

步骤７ 根据式（２４），（２５），可得αｐ和βｐ的估计为

珓βｐ＝ａｒｃｃｏｓ－
ｃ珓εｐ

２πｄｓｉｎ（珓αｐ）珓ｆ( )
ｐ

珓αｐ＝ａｒｃｃｏｓ－
ｃ珘φｐ
２πｄ珓ｆ( )

ｐ

（２６）

４ 仿真结果

考虑由１５个阵元组成的 Ｌ型阵列，两个零均值、
等功率的窄带平稳信源入射到该阵列上，其对应参数

为：中心频率分别为２ＭＨｚ和２５ＭＨｚ，带宽为２０ｋＨｚ，采
样率为２０ＭＨｚ，二维到达角分别为α１＝３０°，β１＝６０°和α２
＝６０°，β２＝３０°，背景噪声为满足式（２）的非均匀噪声．
实验一：频率及二维到达角的均方根误差（ＲＭＳＥ）

与信噪比（ＳＮＲ）的关系：样本数为 ２５６，当 ＳＮＲ从 ０ｄＢ
变化到４０ｄＢ时，１０００次蒙特卡洛实验的仿真结果如图
２所示．

实验二：频率及二维到达角的均方根误差与采样

点数的关系：信噪比为１８ｄＢ，当采样点数从１００递增至
８００时，１０００次蒙特卡洛实验的仿真结果如图３所示．

仿真及分析结果表明：

（１）样本数一定时，随着信噪比的增大，频率和二
维到达角的均方根误差明显减小，当 ＳＮＲ达到 ２０ｄＢ
时，频率及角度的 ＲＭＳＥ分别低于００６ＭＨｚ和０１５°；信
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噪比一定时，均方根误差同样随样本数增加而减小，样

本数为３００时，频率及角度的 ＲＭＳＥ分别低于００７ＭＨｚ
及０４°．

（２）与文献［９］相比，本文算法对二维到达角的估计
精度略低一些，这是因为本文算法首先对频率估计，再

对角度估计，对频率估计存在误差，影响了对二维到达

角的估计．

５ 结论

针对非均匀噪声下频率和二维到达角的估计问

题，提出一种基于平行因子和接收信号二阶统计特性

的联合估计算法．该算法通过计算不同子阵互相关有
效抑制背景噪声，应用三线性交替最小二乘算法，无需

参数配对和多维搜索就可实现未知参数估计．仿真结
果表明：所提算法对频率、俯仰角及方位角的估计均是

有效的．
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