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摘 要： 复数权神经元由于引入了多阈值逻辑而具有更强的性能．文中根据其数学模型，结合二进感知器神经
元稳健设计概念，提出了该神经元的稳健性数学定义，并根据定义，得到了简单逻辑和异或逻辑的单个神经元稳健实

现方案．然后根据该方案提出了任意复杂布尔函数稳健实现算法，同时证明了该算法的正确性．最后通过具体实例演
示该算法实现布尔函数的过程和方法，结果表明了基于该神经元的稳健学习算法实现布尔函数优点和灵活性，说明了

其强大的逻辑处理能力．
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１ 引言

１９９２年，美国 ＩＥＥＥ出版的神经网络理论基础与分
析文集将神经网络定义为：用大量简单的“神经元”并行

叠联而成的任何计算结构［１］．显然，神经元是神经网络
的基本组成和处理单元，其功能的强弱直接影响到整个

神经网络的规模、复杂度及稳健性的优劣．近年来，有关
文献提出了复数权多阈值神经元的概念，这是一种引入

了复数权值而具有多阈值逻辑的神经元，复数扩大了信

息处理范围，增强信息处理能力；多阈值逻辑使得传输

线上携带更多信息，提高信息密度．因此，这种神经元被
认为具有更强的逻辑映射能力和收敛速度，已被广泛应

用于联想式记忆、图像分割、识别，时间序列预测等领

域［２～７］．随着研究的深入，该神经元又被应用于组建 ＢＰ
或 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络并应用于交通信号控制等领

域［８～１１］．
布尔函数（数字逻辑函数）实现是神经元网络应用

的一个重点和核心领域，也是直观反映神经元功能强弱

的有效手段，并已取得大量研究成果［１２～１７］，其中的一个

重要内容是对神经元稳健性的讨论和应用［１４～１７］．但到
目前为止，稳健性的概念在最简单的感知器神经元中建

立最好，对其它类型的神经元研究较少［１６］，也使得任意

复杂布尔函数的复数权神经元稳健设计缺乏基础．本文
着重讨论和解决该问题，并提出相应的算法．

２ 复数权神经元数学模型

复数权神经元的基本思想是对神经元权值取复数，

并通过对实数单位１的多次方根和对激活函数的编码
达到不但使输出可以是多阈值信号，而且使其学习算法

具有更快收敛速度的目的，从而扩展了神经元的功能．
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设 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，是 ｎ个ｋ（ｋ≥３）值或二值输入变
量，ｗ０，ｗ１，…，ｗｎ是神经元的ｎ＋１个复数权（其中 ｗ０
通常也被称为阈值），则该神经元的输出可表示为：

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Ｐ（ｗ０＋ｗ１ｘ１＋…＋ｗｎｘｎ） （１）
这里 Ｐ是神经元激活函数，可由下面的表达式定义：

当 ２π（ｊ＋１）／ｋ＞ａｒｇ（ｚ）＞２πｊ／ｋ时，
Ｐ（ｚ）＝ｅｘｐ（ｉ２πｊ／ｋ）

（２）

其中 ｊ∈｛０，１，…，ｋ－１｝，是 ｋ值逻辑的其中一个值，ｉ
是虚数单位，而ａｒｇ（ｚ）表示复数 ｚ的幅角，ｚ＝ｗ０＋ｗ１ｘ１
＋… ＋ｗｎｘｎ是其加权和，函数和变量的值通过实数单
位１的 ｋ次方根进行编码，即：εｊ＝ｅｘｐ（ｉ２πｊ／ｋ），而 ｊ→
ε
ｊ．因此，若复数 ｚ属于由式（２）划分的复平面上的第 ｊ
个部分，神经元的输出即为ε

ｊ，如图１所示即为其激活
函数定义．若将它应用于普通二进逻辑中，则式（２）可
表示为：

当 ［２π（ｊ＋１）／ｍ］＞ａｒｇ（ｚ）≥（２πｊ／ｍ）时，
Ｐ（ｚ）＝（－１）ｊ

（３）

式中，ｍ是正整数０＜ｍ≤３ｎ，ｊ是非负整数０≤ｊ＜ｍ．
在这种情况下，变量和实现的逻辑函数值是二进的，取

自集合｛－１，１｝．

３ 二进复数权神经元稳健设计

复数权神经元稳健性的定义可与感知器神经元类

似［１４，１７］：假定红色和蓝色分别代表逻辑１和逻辑０，设
红色顶点：Ｘ（１）＝（ｘ（１）１ ，ｘ（１）２ ，…，ｘ（１）ｎ），

蓝色顶点：Ｘ（２）＝（ｘ（２）１ ，ｘ（２）２ ，…，ｘ（２）ｎ）
为 ｎ维超立体中相邻的两点，分别对应于加权和后的
复矢量 ｚ１和 ｚ２，若分类复矢量：
ａｒｇ（Ｂ１ｘ１＋Ｂ２ｘ２＋…＋Ｂｎｘｎ＋θ）＝Ｌπ，Ｌ∈｛０，１｝

划分上述两个顶点满足：

ａｒｇ（Ｂ１ｘ（１）１ ＋Ｂ２ｘ（１）２ …Ｂｎｘ（１）ｎ ＋θ）＝π２

ａｒｇ（Ｂ１ｘ（２）１ ＋Ｂ２ｘ（２）２ …Ｂｎｘ（２）ｎ ＋θ）＝
３π{
２

（４）

若π（ｊ＋１）＞ａｒｇ（ｚ）≥πｊ，ｊ∈｛０，１｝称由下式定义
的神经元：ｙ＝Ｐ（ｚ）＝（－１）ｊ为稳健二进复数权神经
元．此时，该神经元的模型可表示为图２所示．在该情况
下，可建立简单逻辑神经元稳健设计的矩阵方程，然后

得到的相应权矢量．

３．１ 与运算

与运算，即当所有输入均为 －１（编码后）时，输出
为－１，否则为１．其相对应的幅角分别为３π／２和π／２，
则其复数值分别为－αｉ和＋αｉ（α为实数）．由此可得如
式（５）所示矩阵方程，式中 ｃ０，ｃ１，…，ｃ２ｎ－２＞０且 ｃ２ｎ－１＜
０均是待定实系数．由方程可猜想一组最简单权矢量解
为 Ｗ＝［（ｎ－１）ｉ，ｉ，…，ｉ］．

１ １ １ … １
１ １ １ … －１
… … … … …

１ －１ －１ … １
１ －１ －１ …













－１

ｗ０
ｗ１
ｗ２


ｗ














ｎ

＝

ｃ０ｉ
ｃ１ｉ


ｃ２ｎ－２ｉ
ｃ２ｎ－１













ｉ

（５）

证明 ｎ个输入变量共存在２ｎ个不同的状态，这
些状态可分为两种情况：（ａ）所有变量都是－１；（ｂ）至
少存在一个１．
对于（ａ），有：

ｚ＝（ｎ－１）ｉ＋ｉ（－１）＋ｉ（－１）＋…＋ｉ（－１）
＝（ｎ－１）ｉ＋（－ｎ）ｉ＝－ｉ

则 Ｐ（ｚ）＝（－１）１＝－１ （６）
对于（ｂ），有：

ｚ／ｉ＝（ｎ－１）＋（－１）＋…＋１＋…＋（－１）≥１
因此 Ｐ（ｚ）＝（－１）０＝１ （７）
证毕．

权矢量确定后，系数 ｃＮ（０≤Ｎ≤２ｎ－１）值可按如下
步骤计算：将十进制数 Ｎ转化为二进制数，将二进制位
变换为｛０，１｝→｛１，－１｝，再将该变换后的二进制位求和
再加上 ｎ－１．如在５个变量的情况下，求得系数 ｃ２１是
３，而系数 ｃ３１是－１．
３．２ 或运算

或运算即当输入至少有一个－１时（编码后），输出
为－１，否则为 １，可得到方程如式（８）所示，式中，ｄ０＞
０，且 ｄ１，…，ｄ２ｎ－２，ｄ２ｎ－１＜０均为待定实系数．可猜想得
到一组最简单的权矢量解为 Ｗ＝［－（ｎ－１）ｉ，ｉ，…，ｉ］．

１ １ １ … １
１ １ １ … －１
… … … … …

１ －１ －１ … １
１ －１ －１ …













－１

ｗ０
ｗ１
ｗ２


ｗ














ｎ

＝

ｄ０ｉ
ｄ１ｉ


ｄ２ｎ－２ｉ
ｄ２ｎ－１













ｉ

（８）

证明 ｎ个变量存在的２ｎ个不同状态，可分为两种
不同情况：（ａ）所有变量都是１；（ｂ）至少存在一个－１．
对于（ａ），有：
ｚ＝－（ｎ－１）ｉ＋ｉ＋ｉ＋…＋ｉ＝－（ｎ－１）ｉ＋ｎｉ＝ｉ

则 Ｐ（ｚ）＝（－１）０＝１ （９）
对于（ｂ），有：

ｚ／ｉ＝－（ｎ－１）＋１＋…＋－１＋…＋１≤－１
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因此 Ｐ（ｚ）＝（－１）１＝－１ （１０）
证毕．

系数 ｄＮ（０≤Ｎ≤２ｎ－１）的确定类似于上述计算系
数 ｃＮ，不同的是在最后一步中不是加上而是减去 ｎ－１．
因此在５个变量情况下，得到系数 ｄ２１是－５，而系数 ｄ０
是１．
３．３ 非运算

非运算对应的矩阵方程如下：

１ １[ ]１ －１
ｗ０
ｗ[ ]
１
＝
ｅ０ｉ
ｅ１

[ ]ｉ （１１）

式（１１）中，ｅ０＜０，且 ｅ１＞０是待定系数．易知最简单的
解为 Ｗ＝［０，－ｉ］，系数 ｅ０＝－１，ｅ１＝１．根据上述规律，
容易得到多变量简单逻辑的稳健设计，一般规律可由

表１所示．
表１ 复数权神经元简单逻辑稳健设计规律

简单逻辑 输入 ｘ对应权 阈值 ｗ０

与
Ｘ
珋ｘ

ｉ
－ｉ

（ｎ－１）ｉ

或
Ｘ
珋ｘ

ｉ
－ｉ －（ｎ－１）ｉ

非 Ｘ －ｉ ０

不但如此，单个复数权神经元可以方便实现二变

量异或运算，而其他如感知器神经元是无法做到的．取
ｍ＝２ｎ＝４，此时，权矢量与分类复矢量的最大夹角为

π／４弧度，权矢量可取 Ｗ＝［０，１，ｉ］，虽然稳健性要次于
简单逻辑的情况，但可达到为这种情况下的最大值（也

可称次稳健设计）［１６］．正是由于复数权神经元的这个特
性，使得其在实现布尔函数上具有很大的灵活性和方

便性，也体现了与其他类型神经元的不同特点．

４ 布尔函数稳健学习算法

基于复数权神经元的布尔函数学习算法的一个基

本思想是：任意复杂的多变量布尔函数总可以用上述

简单逻辑构成完备集，而每个简单逻辑又可以用一个

神经元实现，因此只要按照布尔函数逻辑表达式（如以

最小项之和 ＳＯＰ或化简后的 ＳＯＰ形式），就可以最多用
只含有一个隐层的神经元网络实现．算法如下：

Ｓｔｅｐ１ 隐层神经元与布尔函数最小项（或化简后

乘积项）一一相对应，个数相等设为 Ｍ，输出神经元个
数为１个．

Ｓｔｅｐ２ 隐层神经元权矢量的大小按照上述与运

算规律选取，输出神经元的权矢量按照或运算的规律

选取，则总共需要 Ｍ＋１个神经元即可实现任意函数．
Ｓｔｅｐ３ 设 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为其输入矢量，ｗ１ｈｇ

是隐层第ｇ个神经元与第ｈ个输入变量的权，ｚｇ为隐层

第 ｇ个神经元加权和，Ｐｇ为第ｇ个神经元输出，ｗ２ｇ为
输出层的连接权，ｚｏ为输出神经元加权和，Ｐｏ为最后输
出．它们满足下面的关系式：

ｚｇ＝∑
ｎ

ｈ＝１
ｗ１ｈｇｘｈ＋ｗ１０，Ｐｇ＝Ｐ（ｚｇ） （１２）

ｚｏ＝∑
Ｍ

ｇ＝１
ｗ２ｇＰｇ＋ｗ２０，Ｐｏ＝Ｐ（ｚｏ） （１３）

对于隐层：
ｗ１ｈｇ＝ｘｇｈ·ｉ
ｗ１０＝（ｎ－１）{ ｉ

（１４）

对于输出层：
ｗ２ｇ＝ｉ
ｗ２０＝－（Ｍ－１）{ ｉ

（１５）

式（１４）中，ｘｇｈ表示连接到第ｇ个神经元的第ｈ个输入
变量，下面证明算法正确性．

证明 当网络的输入 Ｘ＝Ｘｒ＝（ｘｒ１，ｘｒ２，…，ｘｒｎ）是

第 ｒ个ｆ＝１的最小项．则若 ｇ＝ｒ，ｚｇ＝ｚｒ＝∑
ｎ

ｈ＝１
ｗ１ｈｇｘｈ

＋ｗ１０＝ｎｉ＋（ｎ－１）ｉ＝－ｉ，则 Ｐｇ＝Ｐ（ｚｇ）＝Ｐ（ｚｒ）＝－１．

对任意的 ｇ≠ｒ，ｚｇ／ｉ＝（∑
ｎ

ｈ＝１
ｗ１ｈｇｘｈ＋ｗ１０）／ｉ≥－（ｎ－２）

＋（ｎ－１）≥１，Ｐｇ＝Ｐ（ｚｇ）＝１，该神经元处于抑制状态．

此时输出层神经元：ｚｏ／ｉ＝（∑
Ｍ

ｇ＝１
ｗ２ｇＰｇ＋ｗ２０）／ｉ≤ －１，

则输出可表示为 Ｐｏ＝Ｐ（ｚｏ）＝－１，可见当输入为某个
最小项时，输出确实为 －１．而当输入 Ｘ＝Ｘｑ不是某个

最小项时：ｚｇ／ｉ＝（∑
ｎ

ｈ＝１
ｗ１ｈｇｘｈ＋ｗ１０）／ｉ≥－（ｎ－２）＋（ｎ

－１）≥１，所有隐层神经元都处于抑制状态．输出为：

ｚｏ／ｉ＝（∑
Ｍ

ｇ＝１
ｗ２ｇＰｇ＋ｗ２０）／ｉ＝Ｍ－（Ｍ－１）＝１，Ｐｏ＝

Ｐ（ｚｏ）＝１．神经元为抑制状态，输出１．
证毕．

举例 设某个四变量函数用最小项表示为 ｆ１（Ｘ）
＝（（２，３，４，７，１０，１１，１４，１５），用该神经元实现．由于该
函数含８个最小项，则按上述基本算法隐层用８个神经
元对应每个最小项，１个输出神经元，总共可用 ９个神
经元实现该函数．但这种算法的效率不高，如果把其化
简为 ｆ１（Ｘ）＝珋ｘ１ｘ２珋ｘ３珋ｘ４＋ｘ３ｘ４＋珋ｘ２ｘ３＋ｘ１ｘ３，则隐层只
需要４个神经元，因此总共 ５个神经元就能实现该函
数，效率得到了提高．要进一步提高学习算法的效率，
可采用卡诺图化简和最小项抑制的思想，如图３所示，
先把它化为 ｆ１（Ｘ）＝珋ｘ１ｘ２珋ｘ３珋ｘ４＋ｘ３，此时隐层只要２个
神经元，权矢量的选取仍参照上述方法．但最小项 Ｘ＝
（１－１－１１）出现时，其输出为错误的－１，因此必须抑制
掉．方法是隐层增加一个抑制神经元，该神经元的权矢
量与普通最小项一致为［３ｉ，－ｉ，ｉ，ｉ，－ｉ］．所不同的是，
该神经元与输出神经元相连的权矢量不是正常情况下
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式（１５）中的 ｉ，而应改为－ｉ，这时候若当该项出现时，输
出的结果又会回到正确的１，用这种方法后实现 ｆ１（Ｘ）
函数只需要４个神经元，进一步提高了算法的效率．而
采用复数权神经元实现布尔函

数的特殊优点在于能够设法将

某些复杂的布尔函数化成异或

运算，如此可大大提高算法的

实现效率，这具有其他神经元

无法比拟的优势．该算法中关
键的一步是将布尔函数表达成

较为简单的异或（）运算，再用
神经元来实现之．

一般布尔函数的ＳＯＰ形式转换为异或运算的方法
有多种．这里采用适合计算机使用的代数法［２，１８］．先引

入 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ矩阵：Ｋ１＝
１ ０[ ]１ １

，其 ｎ次方为 Ｋｎ＝

１ ０[ ]１ １

ｎ

，它的一个性质是逆阵即为其本身，即 Ｋ－１ｎ ＝

Ｋｎ，接下来的转换过程经过两步：

Ｓｔｅｐ１ 将函数 ｆ（Ｘ）用最小项表示成（０，１）形式的
矢量 Ｆ，并求得 Ｆ′＝Ｋ－１ｎＦ；

Ｓｔｅｐ２ 在实数域将 Ｆ′变换成Ｆ′′＝ＫｎＦ′，矢量 Ｆ′′

即包含了多阈值信息，而该多阈值信息可以反映输出

逻辑值．
举例 三变量函数用最小项和代数形式表示为：

ｆ２（Ｘ）＝（１，２，４，７）＝ｘ１ｘ２ｘ３，将其表示成矢量形式
为 ｆ２（Ｘ）＝（０１１０１００１），因为 ｎ＝３，所以 Ｆ′２＝Ｋ－１３ ｆ２＝
Ｋ３ｆ２＝（０１１０１０００），Ｆ′′２＝Ｋ３Ｆ′２＝（０１１２１２２３），与 ｆ２（Ｘ）对
照可知，该函数包含的多阈值信息可以很好的反映其

最小项，即只有最小项（１，２，４，７）对应的阈值为（１１１３），
编码后输出是－１，而其他项输出均为１．此时只要令式
（３）中的 ｍ＝２ｎ＝６，就能用 １个神经元实现上述的三

变量异或运算，计算的权矢量为 Ｗ＝?０，槡３，槡３，２ｉ」，且
具有较好的稳健性能，而采用一般稳健算法需５个神经
元．又如上述的函数 ｆ１（Ｘ）也可表示成 ｆ１（Ｘ）＝ｘ３
珋ｘ１ｘ２珋ｘ４，则实现该函数只需要用２个神经元，１个实现与
运算，１个实现异或运算，这是目前稳健神经元实现布
尔函数最简便有效的方法．

５ 结论

本文实现了一种基于复数权神经元的布尔函数稳

健学习算法，该算法的基本思想是简单逻辑可由单个

稳健神经元稳健设计实现，而任意复杂布尔函数可由

简单逻辑组成．通过具体实例研究表面，应用该算法不
但能很好的实现基于神经元的布尔函数的稳健设计，

而且实现的算法具有很大的灵活性和优越性，说明了

该神经元较强的信息处理能力，也为各种类型的复杂

神经元实现布尔函数稳健设计提供了借鉴思路．
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