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摘 要： 在动态系统的状态受到约束的时候，传统的卡尔曼滤波器无法直接的应用．本文提出了一种多尺度约
束滤波算法来处理一类由等式方程描述的约束问题．通过对系统状态的分块和小波变换，建立一个包含约束条件的新
的动态系统，然后对小波系数进行滤波，最后通过重构得到原系统的估计值．新算法的估计过程是实时的，并且具有多
尺度分析的能力．利用约束条件所提供的信息，所得新算法的估计误差协方差的迹小于不考虑约束时的卡尔曼滤波
器，同时理论证明了新算法的估计精度高于已有的卡尔曼约束滤波器，仿真例子说明了算法的有效性．
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１ 引言
在对动态目标的跟踪当中，卡尔曼滤波器是一种实

时递归的最优线性滤波器，它由一个已知的固定模型描

述，并且模型受到的干扰假定是高斯白噪声［１］．然而，在
实际的应用当中，系统的状态有时会受到自然条件或人

为的约束，也就不再满足卡尔曼滤波的应用条件，经典

的卡尔曼滤波理论也就不能直接的应用．当约束条件由
等式方程描述的时候，一些学者对系统的滤波问题进行

了研究，希望通过约束条件所提供的先验信息得到比不

考虑这些信息时的卡尔曼滤波算法更优的估计值［２，３］．
文献［４］通过减少系统模型参数来解决这类问题，该方
法要求了解每个状态明确的物理意义，并且参数的减少

可能会导致系统物理意义的不明确．文献［５］把这些约
束条件当做不带噪声的测量信息进行处理，但这个条件

会导致推导过程中矩阵是不可逆的．文献［６］提出的卡

尔曼约束滤波算法把约束条件加入到估计结果的框架

当中，这类方法并没有增加计算的负担，但计算精度有

限．文献［７］对以上几种算法进行了总结，给出了它们在
精度上的优劣．文献［８］给出了一种零空间的状态分解
方法，把待估状态分为确定部分和不确定部分，然后保

留确定部分，对不确定部分进行估计，再对两部分进行

组合得到最后的状态估计值．但上述算法均是在时域中
给出的结果，并没有考虑系统在频域上的信息．

我们考虑一类状态受到等式方程约束时的动态系

统，提出一种多尺度分析的方法进行处理，首先对原系

统进行分块，然后进行小波变换，再对小波系数进行滤

波，最后重构得到原状态的估计值．由于得到了小波系
数的估计值，因此可以得到状态在频域上的信息，最后

计算机仿真比较了新算法与 Ｓｉｍｏｎ的算法在估计精度
上的优劣，从而说明多尺度约束算法在的优越性．
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２ 模型及分块描述

考虑一类带有约束条件的离散系统：

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ），ｋ＝１，２，… （１）
ｚ（ｋ）＝Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ） （２）

Ｄｘ（ｋ）＝ｄ （３）
其中 ｘ（ｋ）和 ｚ（ｋ）分别表示状态和测量．Ａ（ｋ）∈Ｒｎ×ｎ

和Ｈ（ｋ）∈Ｒｐ×ｎ是转移矩阵．Ｄ∈Ｒｓ×ｎ是已知的秩为ｓ
矩阵，ｄ∈Ｒｓ是一已知向量，受约束的向量维数 ｓ≤ｎ．
过程噪声 ｗ（ｋ）∈Ｒｎ和测量噪声ｖ（ｋ）∈Ｒｐ分别为零
均值的白噪声，其协方差分别为 Ｑ和Ｒ．

由式（１）～（３）所描述的约束系统可改写成长度为
Ｍ＝２Ｎ（Ｎ为正整数）的分块形式［９］

Ｘ（ｍ＋１）＝珚Ａ（ｍ）Ｘ（ｍ，Ｍ）＋珚ｗ（ｍ），ｍ＝０，１，２，…
（４）

Ｚ（ｍ＋１）＝珚Ｃ（ｍ＋１）Ｘ（ｍ＋１）＋珋ｖ（ｍ＋１） （５）
珚ＤＸ（ｍ＋１）＝珔ｄ （６）

其中 Ｘ（ｍ＋１）表示状态的第 ｍ＋１块，Ｚ（ｍ＋１）表示
对应于状态块 Ｘ（ｍ＋１）的测量块，即：
Ｘ（ｍ＋１）＝［ｘＴ（ｍＭ＋１），ｘＴ（ｍＭ＋２），…，ｘＴ（ｍＭ＋Ｍ）］Ｔ

Ｚ（ｍ＋１）＝［ｚＴ（ｍＭ＋１），ｚＴ（ｍＭ＋２），…，ｚＴ（ｍＭ＋Ｍ）］Ｔ

Ｘ（ｍ，Ｍ）表示第 ｍ块的第Ｍ个元素，珚Ａ（ｍ），珚Ｃ（ｍ＋
１），珚Ｄ，珚ｗ（ｍ），珋ｖ（ｍ＋１）为相应的矩阵和噪声，表达式
为：

珚Ａ（ｍ）＝ （∏
０

ｉ＝０
Ａ（ｍＭ＋ｉ））Ｔ，（∏

０

ｉ＝１
Ａ（ｍＭ＋ｉ））Ｔ[ ，…，

（∏
０

ｉ＝Ｍ－１
Ａ（ｍＭ＋ｉ））]Ｔ Ｔ

珚Ｃ（ｍ＋１）＝ｄｉａｇ｛Ｃ（ｍＭ＋１），Ｃ（ｍＭ＋２）…，Ｃ（ｍＭ＋Ｍ）｝

珚Ｄ＝ｄｉａｇ Ｄ Ｄ …      Ｄ
Ｍ

{ }
个

珔ｄ＝ｄｉａｇ ｄ ｄ …      ｄ
Ｍ

{ }
个

珋ｖ（ｍ＋１）＝［ｖＴ（ｍＭ＋１），ｖＴ（ｍＭ＋２），…，ｖＴ（ｍＭ＋Ｍ）］Ｔ

珚ｗ（ｍ）＝Ｂ（ｍ）珟ｗ（ｍ）
其中

珟ｗ（ｍ）＝［ｗＴ（ｍＭ），ｗＴ（ｍＭ＋１），…，ｗＴ（ｍＭ＋Ｍ－１）］Ｔ

令 ＷＸ是一小波算子矩阵，它满足
ＷＨＸＷＸ＝Ｉ （７）

其中 ＷＨＸ是ＷＸ的共轭转置矩阵．
把式（７）小波算子矩阵分别作用于式（４）系统方程

的两端，可以得到用新的块状态方程

γ（ｍ＋１）＝珚Ａｗ（ｍ）Ｘ（ｍ，Ｍ）＋μ（ｍ） （８）
其中

γ（ｍ＋１）＝ＷＸＸ（ｍ＋１），珚Ａｗ（ｍ）＝ＷＸ珚Ａ（ｍ），

μ（ｍ）＝ＷＸ珚ｗ（ｍ）
易知，μ（ｍ）也是零均值的白噪声．

同样，利用性质方程式（７），可以将观测方程式（５）
描述为新的形式

Ｚ（ｍ＋１）＝珚Ｃｗ（ｍ＋１）γ（ｍ＋１）＋珋ｖ（ｍ＋１） （９）
其中珚Ｃｗ（ｍ＋１）＝珚Ｃ（ｍ＋１）ＷＨＸ，由于 Ｚ（ｍ＋１）包含了
ｚ（ｍＭ＋１），ｚ（ｍＭ＋２），…，ｚ（ｍＭ＋Ｍ），由式（９），测量
方程可写为：

Ｚ（ｍＭ＋ｓ）＝珚Ｃｗ（ｍ＋１，ｓ，·）γ（ｍ＋１）＋珋ｖ（ｍＭ＋ｓ）
（１０）

其中珚Ｃｗ（ｍ＋１，ｓ，·）表示珚Ｃｗ（ｍ＋１）的第（ｓ－１）ｐ＋１
至 ｓｐ行，块约束方程（６）可变为：

珚Ｄｗγ（ｍ＋１）＝珔ｄ （１１）
其中珚Ｄｗ＝珚ＤＷＨＸ

这样，我们就得到了新的系统方程式（８），测量方
程式（９），（１０）以及约束条件式（１１），下面基于这几个方
程求系统块的最优估计结果．

３ 最优滤波算法的推导

本节中，我们根据式（８）～（１１），对小波系数γ（ｍ）
进行滤波，使得估计值满足式（１１）并且均方估计误差最
小，状态块最优解可描述为：

γ^１（ｍ｜ｍ）＝Ｅ｛γ（ｍ）｜Ｚｍ１｝，并满足珚Ｄｗ^γ１（ｍ｜ｍ）＝珔ｄ
其中 Ｚｍ１＝｛Ｚ（１），Ｚ（２），…，Ｚ（ｍ）｝表示第１至第 ｍ个
测量块的集合．

最优估计值满足

ｍｉｎ
γ^１

Ｅ［γ（ｍ）－γ^１（ｍ｜ｍ）］Ｔ［γ（ｍ）－γ^１（ｍ｜ｍ）］｜Ｚｍ{ }１
和 珚Ｄｗ^γ１（ｍ｜ｍ）＝珔ｄ （１２）
为了描述的方便，符号 ｍ在下式中略去，利用条件概
率，均方误差一般可表示为：

Ｅ［γ－^γ１］Ｔ［γ－^γ１］｜{ }Ｚ ＝∫［γ－^γ１］Ｔ［γ－^γ１］Ｐ（γ｜Ｚ）ｄγ
＝∫γＴγＰ（γ｜Ｚ）ｄγ－
２^γＴ１∫γＰ（γ｜Ｚ）ｄγ＋γ^Ｔ１^γ１ （１３）

由式（１２）和式（１３），块约束问题的拉格朗日方程可写
为：

Ｌ＝Ｅ［γ－γ^１］Ｔ［γ－γ^１］｜{ }Ｚ ＋λＴ（珚Ｄｗ^γ１－珔ｄ）

＝∫γＴγＰ（γ｜Ｚ）ｄγ－２^γＴ１∫γＰ（γ｜Ｚ）ｄγ
＋γ^Ｔ１^γ１＋λＴ（珚Ｄｗ^γ１－珔ｄ） （１４）

在式（１４）中，γ的条件均值是γ^＝∫γＰ（γ｜Ｚ）ｄγ，也就
是γ在不受约束情况下的最优估计值．

在上式中分别对γ^１和λ求导并解方程可得：

λ＝２（珚Ｄｗ珚ＤＴｗ）－１（珚ＤＴｗ^γ－珔ｄ） （１５）

γ^１＝γ^－珚ＤＴｗ（珚Ｄｗ珚ＤＴｗ）－１（珚Ｄｗ^γ－珔ｄ） （１６）
相应的估计误差协方差为
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Ｐγ１＝ ＩＭ－珚ＤＴｗ（珚Ｄｗ珚ＤＴｗ）－１珚Ｄ[ ]ｗ Ｐγ ＩＭ－珚Ｄ
Ｔ
ｗ（珚Ｄｗ珚ＤＴｗ）－１珚Ｄ[ ]ｗ Ｔ

（１７）
其中 ＩＭ是维数为ｎＭ的单位矩阵．

从式（１６）可以看出，根据约束条件和测量方程得到
的估计结果可由不带约束条件情况下的最优滤波结果

线性表示，那么，这类问题可转化为求不带约束小波系

数最优解，下面给出结果．
没有约束条件情况下，状态γ（ｍ）的估计值是其在

由 Ｚｍ１所张成空间上的投影．下面，我们假定第 ｍ－１块
的所有估计值已经得到，对第 ｍ块的状态进行估计．

由于第 ｍ－１块的状态已经得到，则 Ｘ^（ｍ－１，
Ｍ），ＰＸ（ｍ－１，Ｍ）均已知．
γ（ｍ）的预测值：

γ^（ｍ｜ｍ，０）＝珚Ａｗ（ｍ）^Ｘ（ｍ－１，Ｍ） （１８）
预测误差协方差：

Ｐγ（ｍ｜ｍ，０）＝珚Ａｗ（ｍ）ＰＸ（ｍ－１，Ｍ）珚Ａ
Ｔ
ｗ（ｍ）

＋Ｂ（ｍ）ＷＸ珚Ｑ（ｍ）ＷＴＸＢＴ（ｍ） （１９）
其中

珚Ｑ（ｍ）＝ｄｉａｇ｛Ｑ（（ｍ－１）Ｍ＋１），…，Ｑ（ｍＭ）｝
当用 Ｚ（ｍ，ｓ），ｓ＝１，２，…，Ｍ对第ｍ块进行更新

时，更新方程为：

γ^（ｍ｜ｍ，ｓ）＝γ^（ｍ｜ｍ，ｓ－１）
＋Ｋ（ｍ，ｓ）［Ｚ（ｍ，ｓ）－Ｚ^（ｍ｜ｍ，ｓ）］

（２０）
Ｐγ（ｍ｜ｍ，ｓ）＝［Ｉ－Ｋ（ｍ，ｓ）珚Ｃｗ（ｍ，ｓ，·）］

·Ｐγ（ｍ｜ｍ，ｓ－１） （２１）
其中

Ｋ（ｍ，ｓ）＝Ｐγ（ｍ｜ｍ，ｓ－１）珚Ｃ
Ｔ
ｗ（ｍ，ｓ，·）

｛珚Ｃｗ（ｍ，ｓ，·）Ｐγ（ｍ｜ｍ，ｓ－１）珚Ｃ
Ｔ
ｗ（ｍ，ｓ，·）

＋Ｒ（（ｍ－１）Ｍ＋ｓ）｝
Ｚ^（ｍ｜ｍ，ｓ）＝珚Ｃｗ（ｍ，ｓ，·）^γ（ｍ｜ｍ，ｓ－１）

最终得到小波系数的估计值及估计误差协方差为：

γ^（ｍ｜ｍ）：＝γ^（ｍ｜ｍ，Ｍ） （２２）
Ｐγ（ｍ｜ｍ）：＝Ｐγ（ｍ｜ｍ，Ｍ） （２３）

把式（２２）和（２３）的结果代入式（１６）和（１７），可得约束条
件下小波块的估计值γ^１（ｍ｜ｍ）及估计误差协方差
Ｐγ１（ｍ｜ｍ），由此我们得到了小波系数的估计值．

利用小波逆变换，得到状态块的估计值

Ｘ^（ｍ｜ｍ）＝ＷＨＸγ^１（ｍ｜ｍ）
珔ＰＸ（ｍ｜ｍ）＝ＷＨＸＰγ１（ｍ｜ｍ）ＷＸ

４ 多尺度约束滤波在性能上的优点

本节我们通过两个定理来说明一下多尺度约束滤

波算法在估计精度上的优越性，定理１说明了新算法对

状态的估计误差协方差小于 Ｓｉｍｏｎ给出的卡尔曼约束
滤波算法，定理２说明新算法估计误差协方差的迹小于
不考虑约束条件时的卡尔曼滤波算法．
４．１ 卡尔曼滤波

在给出两个定理之前，先回顾一下卡尔曼滤波，滤

波过程为：

ｘ^（ｋ｜ｋ）＝ｘ^（ｋ｜ｋ－１）
＋Ｐ（ｋ｜ｋ）ＣＴＲ－１［ｚ（ｋ）－Ｃ^ｘ（ｋ｜ｋ－１）］

（２４）
Ｐ－１（ｋ｜ｋ）＝Ｐ－１（ｋ｜ｋ－１）＋ＣＴＲ－１Ｃ （２５）

其中

ｘ^（ｋ｜ｋ－１）＝Ａ^ｘ（ｋ－１｜ｋ－１） （２６）
Ｐ－１（ｋ｜ｋ－１）＝［ＡＰ（ｋ－１｜ｋ－１）ＡＴ＋Ｑ］－１ （２７）

４．２ 精度比较的主要结论

引理１（矩阵求逆引理） 若矩阵 Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｃ∈
Ｒｍ×ｍ均为非奇异矩阵，矩阵 Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，Ｄ∈Ｒｍ×ｎ则矩
阵Ａ＋ＢＣＤ具有逆矩阵：
（Ａ＋ＢＣＤ）－１＝Ａ－１－Ａ－１Ｂ［ＤＡ－１Ｂ＋Ｃ－１］－１ＤＡ－１

（２８）
引理２［１０］ 卡尔曼约束滤波的估计误差协方差的

迹小于不考虑约束条件时卡尔曼滤波估计误差协方差

的迹．
引理 ３ 为了下面证明述的方便，记块长度为

Ｍ（Ｎ）＝２Ｎ，Ｎ＝１，２，…的第 ｍ个状态块为ＸＮ（ｍ），不
考虑约束条件的时候，基于该分块对 ｘ（ｋ）的估计值和
估计误差协方差记为 ｘ^Ｎ（ｋ）和 ＰＮ，Ｘ（ｋ），基于分块长度
为 Ｍ（Ｎ－１）＝２Ｎ－１得到的 ｘ（ｋ）估计值和相应的估计
误差协方差分别记为 ｘ^Ｎ－１（ｋ）和 ＰＮ－１，Ｘ（ｋ），那么
ＰＮ，Ｘ（ｋ）≤ＰＮ－１，Ｘ（ｋ）成立．
证明 先来说明当 Ｎ＝１时的情形，来证明 Ｐ１（ｋ）

≤Ｐ０（ｋ）．这时 Ｍ（Ｎ－１）＝１，相当于不分块，因此基于
此所得的估计结果 ｘ^０（ｋ）和 Ｐ０（ｋ）即是标准的卡尔曼
滤波的结果．

由于每块包含 Ｍ（１）＝２个元素，那么第 ｍ块第ｉ
个元素，ｉ＝１，２对应 Ｍ（０）分块的第２（ｍ－１）＋ｉ个元
素，即 Ｘ１（ｍ，ｉ）＝ｘ（２（ｍ－１）＋ｉ），有：

Ｘ１（ｍ）＝
Ｘ１（ｍ，１）
Ｘ１（ｍ，２

[ ]） ＝ ｘ（２ｍ－１）
ｘ（２ｍ[ ]）

假设第 ｍ－１块的估计结果已知，并有
ｘ^１（２ｍ－２）＝ｘ^（２ｍ－２｜２ｍ－２）
Ｐ１（２ｍ－２）＝Ｐ（２ｍ－２｜２ｍ－２）

接下来根据分块 Ｍ１（ｍ）来离线计算第 ｍ块的估
计误差协方差．

预测误差协方差

Ｐ１，γ（ｍ｜ｍ－１）＝珚ＡｗＰ１（２ｍ－２）珚Ａ
Ｔ
ｗ＋ＷＸＢＱＢＴＷＨＸ

２１１ 电 子 学 报 ２０１１年



＝ＷＸ
Γ（ｍ－２） Γ（ｍ－２）ＡＴ

ＡΓ（ｍ－２） ＡΓ（ｍ－２）ＡＴ＋
[ ]Ｑ ＷＨＸ

其中，Γ（ｍ－２）＝ＡＰ１（２ｍ－２）ＡＴ＋Ｑ
类似于式（２７），

Ｐ－１１，γ（ｍ｜ｍ）＝ＷＸ
［Ω（２ｍ－２） －ＡＴＱ－１

－ＡＱ－１ Ｑ－１＋ＣＴＲ－１[ ]ＣＷＨＸ
其中，Ω（２ｍ－２）＝［ＡＰ１（２ｍ－２）ＡＴ＋Ｑ］－１＋ＡＴＱ－１Ａ
＋ＣＴＲ－１Ｃ
则由式（２５）
Ｐ１，Ｘ（ｍ｜ｍ）＝ＷＨＸＰ１，γ（ｍ｜ｍ）ＷＸ

＝
Ｐ１，Ｘ，１１（ｍ｜ｍ） Ｐ１，Ｘ，１２（ｍ｜ｍ）
Ｐ１，Ｘ，２１（ｍ｜ｍ） Ｐ１，Ｘ，２２（ｍ｜ｍ

[ ]） （２９）
式（２９）各块的表达式分别为
Ｐ１，Ｘ，１１（ｍ｜ｍ）＝Δ－１

Ｐ１，Ｘ，１２（ｍ｜ｍ）＝Δ－１ＡＴＱ－１（Ｑ－１＋ＣＴＲ－１Ｃ）－１
（３０）

Ｐ１，Ｘ，２１（ｍ｜ｍ）＝ＰＴ１，Ｘ，１２（ｍ｜ｍ）

Ｐ１，Ｘ，２２（ｍ｜ｍ）＝（Ｑ－１＋ＣＴＲ－１Ｃ）－１Ｑ－１ＡΔ－１

·ＡＴＱ－１（Ｑ－１＋ＣＴＲ－１Ｃ）－１

＋（Ｑ－１＋ＣＴＲ－１Ｃ）－１ （３１）
其中

Δ ＝［ＡＰ１（２ｍ－２）ＡＴ＋Ｑ］－１＋ＡＴＱ－１Ａ
＋ＣＴＲ－１Ｃ－ＡＴＱ－１（Ｑ－１＋ＣＴＲ－１Ｃ）－１Ｑ－１Ａ

由式（２８）和（３０）
Ｐ－１１，Ｘ，１１（ｍ｜ｍ）＝Δ
＝Ｐ－１（２ｍ－１｜２ｍ－１）＋ＡＴ［Ｑ＋（ＣＴＲ－１Ｃ）－１］－１Ａ

则

Ｐ－１１，Ｘ，１１（ｍ｜ｍ）－Ｐ－１（２ｍ－１｜２ｍ－１）

＝ＡＴ［Ｑ＋（ＣＴＲ－１Ｃ）－１］－１Ａ＞０
因此有

Ｐ１，Ｘ，１１（ｍ｜ｍ）＜Ｐ（２ｍ－１｜２ｍ－１） （３２）
同样，由式（２８）和（３１）得
Ｐ－１１，Ｘ，２２（ｍ｜ｍ）＝Ｑ－１＋ＣＴＲ－１Ｃ－Ｑ－１Ａ
｛［ＡＰ１（ｍ－１，２）ＡＴ＋Ｑ］－１＋ＡＴＱ－１Ａ＋ＣＴＲ－１Ｃ｝－１

ＡＴＱ－１＝Ｐ－１（２ｍ｜２ｍ），即：
Ｐ１，Ｘ，２２（ｍ｜ｍ）＝Ｐ（２ｍ｜２ｍ） （３３）

又由于 Ｐ１，Ｘ，１１（ｍ｜ｍ）和 Ｐ１，Ｘ，２２（ｍ｜ｍ）分别对应 ｘ（２ｍ
－１）和 ｘ（２ｍ），可知有 Ｐ１（ｋ）≤Ｐ０（ｋ）成立．当 Ｎ＝２，
３，…时，块状态 ＸＮ（ｍ）对应的原状态为
［ｘＴ（２Ｎ（ｍ－１）＋１），ｘＴ（２Ｎ（ｍ－１）＋２）…，ｘＴ（２Ｎｍ）］Ｔ，
而 ＸＮ－１（２ｍ－１）对应的原状态是
［ｘＴ（２Ｎ（ｍ－１）＋１），ｘＴ（２Ｎ（ｍ－１）＋２），…，ｘＴ（２Ｎｍ－２Ｎ－１）］Ｔ，
则 ＸＮ－１（２ｍ）对应的原状态是
［ｘＴ（２Ｎｍ－２Ｎ－１＋１），ｘＴ（２Ｎｍ－２Ｎ－１＋２），…，ｘＴ（２Ｎｍ）］Ｔ．

因此有 ＸＮ（ｍ）＝
ＸＮ－１（２ｍ－１）
ＸＮ－１（２ｍ

[ ]）
．

类似步骤，可证明

ＰＮ，Ｘ，１１（２ｍ－１｜２ｍ－１）＜ＰＮ－１，Ｘ（２ｍ－１｜２ｍ－１）（３４）
ＰＮ，Ｘ，２２（２ｍ－１｜２ｍ－１）＝ＰＮ－１，Ｘ（２ｍ｜２ｍ） （３５）
根据式（３３）和（３４）可知 ＰＮ（ｋ）≤ＰＮ－１（ｋ），ｋ＝

２Ｎ（ｍ－１）＋１，２Ｎ（ｍ－１）＋２，…，２Ｎｍ成立．
定理１ 对于每块长度为 Ｍ（Ｎ）＝２Ｎ的系统，由多

尺度约束滤波算法得到的关于原状态的估计误差协方

差记为珔ＰＮ，Ｘ（ｋ），卡尔曼约束滤波的估计误差协方差记
为珔Ｐ（ｋ｜ｋ），则有珔ＰＮ，Ｘ（ｋ）≤珔Ｐ（ｋ｜ｋ）成立．

证明 由于卡尔曼约束滤波的结果等于不分块时

的多尺度滤波结果，即有珔Ｐ０，Ｘ（ｋ）＝珔Ｐ（ｋ｜ｋ），根据引理
３可知有珔ＰＮ，Ｘ（ｋ）≤珔Ｐ０，Ｘ（ｋ）成立．

由式（１７），可知多尺度约束滤波的估计误差协方差
为

珔ＰＮ，Ｘ（ｍ｜ｍ）＝ＷＴＸＰγ１（ｍ｜ｍ）ＷＸ
＝［ＩＭ－珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］ＰＮ（ｍ｜ｍ）［ＩＭ－珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］Ｔ

分析可知，对 ｍ内的每个元素ｘ（ｋ），ｋ＝２Ｎ（ｍ－
１）＋１，２Ｎ（ｍ－１）＋２，…，２Ｎｍ，由多尺度滤波算法得到
结果的估计误差协方差为

珔ＰＮ，Ｘ（ｋ）＝［Ｉ１－珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］ＰＮ，Ｘ（ｋ）［Ｉ１－珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］Ｔ

卡尔曼滤波约束的结果为：

珔Ｐ０，Ｘ（ｋ）＝［Ｉ１－珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］Ｐ０，Ｘ（ｋ）［Ｉ１－珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］Ｔ

所以有：

珔ＰＮ，Ｘ（ｋ）－珔Ｐ０，Ｘ（ｋ）
＝［Ｉ１－珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］［ＰＮ，Ｘ（ｋ）－Ｐ０，Ｘ（ｋ）］［Ｉ１－
珚ＤＴ（珚Ｄ珚ＤＴ）－１珚Ｄ］Ｔ≤０，即：

珔ＰＮ，Ｘ（ｋ）≤珔Ｐ０，Ｘ（ｋ）
定理２ 多尺度约束滤波算法的估计误差协方差的

迹小于不考虑约束时卡尔曼滤波估计误差协方差的迹．
证明 根据定理１，有 ｔｒ（珔ＰＮ，Ｘ（ｋ））≤ｔｒ（珔Ｐ０，Ｘ（ｋ）），

结合引理２，命题得证．

５ 计算机仿真结果

本节考虑一类加速直线运动系统，状态 ｘ＝
［ｘ１ ｘ２ ｘ３］Ｔ的三个元素分别表示位移、速度和加速
度．在相同初始条件下，将基于多尺度约束滤波算法、
卡尔曼滤波约束算法以及未考虑约束条件下的经典卡

尔曼滤波算法所得的仿真结果进行比较．仿真中动态
系统的各个参数为：

Ａ（ｋ）＝
１ １ ０
０ １ １







０ ０ １
，Ｈ（ｋ）＝

０．８ ０ ０
０ ０ ０．[ ]９，

Ｑ（ｋ）＝
０．１ ０ ０
０ ０．３ ０
０ ０ ０．







１
，Ｒ（ｋ）＝

０．２ ０
０ ０．[ ]１，
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Ｄ＝［１ ０．３ ０．２］，ｄ＝１，利用二进制的 Ｈａａｒ小波变
换，以 Ｍ＝２２对系统进行分块．

多尺度约束滤波算法、约束卡尔曼滤波算法以及

经典卡尔曼滤波算法所得结果的估计误差方差均显示

在图１中，用来比较三种算法的估计精度．左上图、右上
图和左下图分别表示位移的估计误差方差、速度的估

计误差方差以及加速度的估计误差方差，右下图表示

三种估计误差方差的和，也就是估计误差协方差的迹．

在图１中，实线表示多尺度约束滤波的估计结果，
虚线表示约束卡尔曼滤波算法，点划线表示经典卡尔

曼滤波的估计结果．从上面两幅图和右下图可以看出
多尺度约束滤波算法优于卡尔曼约束滤波算法，验证

了定理１；虽然在前三幅图中多尺度约束滤波算法和卡
尔曼滤波算法互有优劣，但右下图表明了多尺度滤波

算法的估计误差协方差的迹却小于不考虑约束条件的

卡尔曼滤波算法，验证了定理２．

６ 结论

本文用多尺度分析的方法研究了一类状态受到等

式约束的动态系统，通过对原系统的分块及小波变换，

利用分块后的测量对小波系数进行滤波，得到了最终

的估计结果，理论证明了多尺度约束滤波算法优于已

有的卡尔曼约束滤波算法．计算机仿真比较了三类算
法的估计结果，可看出尽管对系统单个元素的估计各

有优劣，但在迹最小的准则下，多尺度约束滤波算法最

优，其次是卡尔曼约束滤波算法，最差的是经典的卡尔

曼滤波算法．本文给出的是约束条件由等式描述的多
尺度滤波方法，而由不等式描述约束条件的动态系统

的多尺度滤波是接下来要解决的问题．
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