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摘 要： 分数阶小波变换是小波变换时间－频域的分析方法在时间－分数阶频率域的推广，在时间和分数阶频
率域具有表征信号特征的能力．本文在离散分数阶正交小波变换（ＤＦＲＷＴ）多分辨率分析（ＭＲＡ）理论基础上，推导出
ＤＦＲＷＴ系数分解及重构新形式并作二维扩展．根据图像 ＤＦＲＷＴ子带系数能量随不同阶数 ｐ变化的特点，提出基于
ＤＦＲＷＴ阈值降噪新方法．该方法在保持子带低频能量为绝对大值条件下，适当提高子带高频能量值，更利于抑制图像
噪声．实验结果表明，与传统小波阈值降噪方法相比，该方法主观质量得到了明显增强，提高了峰值信噪比．
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１ 引言

小波变换（ＷＴ）是信号是时间频率分析方法，在时
频域具有表征信号局部特征的能力，广泛应用于信号处

理诸多领域．近年来出现了一种新的时频分析理论分
数阶小波变换（ＦＲＷＴ）［１］，为上述领域问题的研究提供
新的途径．该理论将分数阶傅里叶变换（ＦＲＦＴ）理论与
ＷＴ理论优点结合起来，将传统的 ＷＴ中对信号时间频
率的分析方法，推广至时间分数阶频率域（简称分数
域），使得在时间和分数域都具有表征信号特征的能力，

由于增加了分数阶频率概念［２］，因此对信号处理更具有

灵活性．
１９９７年 Ｍｅｎｄｌｏｖｉｃ和 Ｚａｌｅｖｓｋｙ提出 ＦＲＷＴ的定义形

式［３］，１９９８年 ＨｕａｎｇＹｉｎｇ提出了分数阶小波包变换的定
义［４］，这两种定义是对信号进行分数阶 ｆｏｕｒｉｅｒ变换后的
分数域谱作小波变换处理，虽然得到一定形式的结果，

但结果并不具备时分数域局部化特征，目前在信号加
密、去噪得到应用［５～７］．２０１２年ＳＨＩＪｕｎ等人有别于上述
定义和分数Ｂ样条小波理论［１］从时频分析的角度提出
具有时分数阶域局部化特征的新型 ＦＲＷＴ，导出 ＦＲＷＴ
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的基本性质，在时间分数域的平面上，ＦＲＷＴ提供可调
的时分数域分析窗口增加了处理信号的灵活性．在此
基础上，ＳＨＩＪｕｎ等人进一步发展了 ＦＲＷＴ多分辨率分
析（ＭＲＡ）理论［８］，定义了 ＦＲＷＴ尺度方程和小波方程，
证明了构建分数阶正交小波基条件，为 ＤＦＲＷＴ应用研
究提供理论基础．此外孟祥意等人将传统的两通道滤
波器组理论扩展到分数阶傅里叶域，得出分数阶域滤

波器的多抽样率实现结果，为研究ＤＦＲＷＴ的ＭＲＡ提供
理论依据［９，１０］．

本文在文献［１］，文献［８］基础上，进一步研究了
ＤＦＲＷＴ应用实现，推导了ＤＦＲＷＴ系数分解和重构一般
过程，根据二维 ＤＦＲＷＴ系数能量分布特点，结合于传
统的阈值降噪方法对图像进行降噪，来改善小波图像

阈值降噪方法效果．

２ 理论背景

２１ ＦＲＷＴ定义
采用用一族分析宽度不断变化的基函数ψｐ；ａ，ｂ（ｔ）

对信号 ｆ（ｔ）进行分数阶卷积分析，得到 ｐ阶 ＦＲＷＴ的
表达式［１，１１］：

Ｗｐ，ｘ（α，ａ，ｂ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｔ）ψｐ；ａ，ｂ（ｔ）ｄｔ

＝ｅ－ｉ
ｂ２
２ｃｏｔα∫

＋∞

－∞
ｆ（ｔ）·ｅｉ

ｔ２
２ｃｏｔα

１
槡ａψ

 ｔ－ｂ( )ａ ｄｔ

（１）

此处，ψｐ；ａ，ｂ（ｔ）＝
１
槡ａ
ｅ－ｉ

ｔ２－ｂ２
２ ｃｏｔα
ψ

ｔ－ｂ( )ａ 为分数阶

小波变换算子核，α＝ｐπ／２分数域与时域的夹角，ｐ为
ＦＲＦＴ的阶次，按照 ＦＲＦＴ与时频域对应关系，本文取 ｐ
∈［０，１］．ψ（ｔ）为ＷＴ母小波，ａ，ｂ分别为尺度因子和时
移因子．当 ｐ＝１，α＝π／２时，ψｐ；ａ，ｂ（ｔ）退化成小波变换
算子核ψａ，ｂ（ｔ），Ｗｐ，ｘ（α，ａ，ｂ）退化成小波变换表达式．
观察式（１），对于 ｐ阶ＦＲＷＴ，可分解为三步：

（１）对信号 ｆ（ｔ）乘以调频率为 ｃｏｔα的 ｃｈｉｐ调制信

号，令 ｆα（ｔ）＝ｆ（ｔ）ｅ
ｉｔ
２

２ｃｏｔα．

（２）对 ｆα（ｔ）在作 ＷＴ，ＷＴｆ
α

（ａ，ｂ）＝∫
∞

－∞

ｆα（ｔ）
１
槡ａψ



ｔ－ｂ( )ａ ｄｔ．

（３）对得到的小波变换系数中的时移变量作相位
调制，即：

Ｗｐ，ｘ（α，ａ，ｂ）＝ＷＴｆ
α

（ａ，ｂ）ｅ－ｉ
ｂ２
２ｃｏｔα

ＦＲＷＴ逆变换及容许性条件，设Ψ（ω）是母小波ψ（ｔ）的

ＦＴ，若 Ｃ
ψ
＝∫Ψ（ω）

２

ω
ｄω〈∞，则

ｆ（ｔ）＝ １
２πＣψ∫

∞

－∞∫
∞

－∞
Ｗｐ，ｘ（α，ａ，ｂ）ψｐ；ａ，ｂ（ｔ）

ｄａ
ａ２
ｄｂ

（２）
２２ 分数阶小波域函数空间

文献［８］为研究ＦＲＷＴ的ＭＲＡ过程，定义了由分数
阶尺度函数φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）组成的一系列子空间逼近序列

Ｖαｊ＝ｓｐａｎ｛φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）｜φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）＝ｅ
－ｉ（ｔ

２

２－
１
２（ｋ２

ｊ
）
２
）ｃｏｔα

·φｊ，ｋ（ｔ），ｊ，ｋ∈ｚ｝，
且 ＶαｊＶαｊ－１．以及分数阶小波函数ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ），ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）
随 ｊ，ｋ变化得到一个尺度和位移均可变化的函数集合

ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ{ }），每一固定尺度 ｊ上的平移系列ψｐ；ｋ（２
－ｊｔ）

所张成的空间 Ｗαｊ为尺度为ｊ的空间

Ｗαｊ＝ｓｐａｎ｛ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）｜ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）＝ｅ
－ｉ（ｔ

２

２－
１
２（ｋ２

ｊ
）
２
）ｃｏｔα

·ψｊ，ｋ（ｔ），ｊ，ｋ∈ｚ｝

φｊ，ｋ（ｔ）、ψｊ，ｋ（ｔ）为小波域尺度函数和小波函数．
文献［８］详细分析了φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）、ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）构成 Ｖα，Ｗα

空间的标准正交基的条件，在符合条件下有：

〈φｐ；ｊ，ｋ，φｐ；ｊ，ｍ〉＝ｅ
ｉ（ｋ２

ｊ
）
２－（ｍ２ｊ）２
２ ｃｏｔα〈φｊ，ｋ（ｔ），φｊ，ｍ（ｔ）〉

＝δｋ，ｍ
（３）

〈ψｐ；ｊ，ｋ，ψｐ；ｌ，ｍ〉＝∫Ｒ
ｅ－ｉ

ｔ２－（ｋ２ｊ）２
２ ｃｏｔα

ψｊ，ｋ

·（ｅ－ｉ
ｔ２－（ｍ２ｌ）２

２ ｃｏｔα
ψｌ，ｍ）

ｄｔ＝δｊ，ｌδｋ，ｍ （４）

〈ψｐ；ｊ，ｋ，φｐ；ｊ，ｍ〉＝∫
∞

－∞
ｅ－ｉ

ｔ２－（ｋ２ｊ）２
２ ｃｏｔα

ψｊ，ｋ

·（ｅ－ｉ
ｔ２－（ｍ２ｊ）２

２ ｃｏｔα
φｊ，ｍ）

ｄｔ＝０ （５）
说明分数阶小波函数ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）对所有 ｊ，ｋ∈Ｚ都是相
互正交的，即｛Ｗαｊ｝ｊ∈Ｚ构成了Ｌ

２（Ｒ）空间的一系列正交
子空间．文献［８］给出 Ｗαｊ⊥Ｖαｊ，且 Ｖαｊ－１＝ＷαｊＶαｊ的详细
证明．本文研究工作是在文献［８］建立 ＦＲＷＴ的 ＭＲＡ框
架上进行的．
２３ ＤＦＲＷＴ级数表现形式

设 ｆｊ（ｔ）、Ｄｊ（ｔ）为 ｆ（ｔ）在 Ｖαｊ、Ｗαｊ中的投影，ｃ′ｊｋ，ｄ′ｊｋ
为其展开系数，由基函数 φｐ；ｊ，{ }ｋ 、ψｐ；ｊ，{ }ｋ 正交性可得

ｆｊ（ｔ）＝∑
ｋ∈ｚ
〈ｆ（ｔ），φｐ；ｊ，ｋ〉φｐ；ｊ，ｋ

Ｄｊ（ｔ）＝∑
ｋ∈ｚ
〈ｆ（ｔ），ψｐ；ｊ，ｋ〉ψｐ；ｊ，ｋ （６）

ｃ′ｊｋ＝〈ｆ（ｔ），φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）〉

＝ｅ－ｉ
１
２（ｋ２

ｊ
）
２ｃｏｔα〈ｆα（ｔ），φｊ，ｋ（ｔ）〉＝ｅ

－ｉ１２（ｋ２
ｊ
）
２ｃｏｔα·ｃｊｋ （７）

同理 ｄ′ｊｋ＝〈ｆ（ｔ），ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）〉＝ｅ
－ｉ１２（ｋ２

ｊ
）
２ｃｏｔαｄｊｋ （８）

ｃｊｋ、ｄｊｋ为小波域ｊ尺度下ｆα（ｔ）近似系数和小波系数．
在ＭＲＡ确定的ＤＦＲＷＴ分解关系的框架下，Ｌ２（Ｒ）
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＝Ｗαｊ∈ｚ，ｆ（ｔ）∈Ｌ
２（Ｒ）表示为分数阶正交小波级数：

ｆ（ｔ）＝∑
Ｊ

ｊ＝－∞
∑
∞

ｋ＝－∞
ｄ′ｊｋψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）＋∑

∞

ｋ＝－∞
ｃ′Ｊｋφｐ；Ｊ，ｋ（ｔ）（９）

当 Ｊ→∞时，上式变为

ｆ（ｔ）＝∑
ｊ，ｋ∈ｚ
ｄ′ｊｋψｐ；ｊ，ｋ（ｔ） （１０）

可见，ＦＲＷＴ的ＭＲＡ由φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）生成，并通过 Ｖαｊ－１＝Ｗαｊ
Ｖαｊ确立了子空间的直和分解关系：Ｌ２（Ｒ）＝ｊ∈ｚＷαｊ．
ＦＲＷＴ的ＭＲＡ可理解为将信号 ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ）在分数域
划分成各子频带的直和，将时域信号分解为代表分数

阶频域子频段特点的时域分量之和的过程，是关于分

数频域局部化功能的表现形式．

３ ＤＦＲＷＴ系数分解与重构

３１ ＤＦＲＷＴ的分解
设 φｐ（ｔ{ }）、ψｐ（ｔ{ }）是上述空间标准正交基，对已

知系数 ｃ′ｊ{ }ｎ 求得 ｃ′ｊ＋１{ }ｋ 和 ｄ′ｊ＋１{ }ｋ ．将 ｆ（ｔ）向各空间的
正交投影可得：

ｃ′ｊ＋１ｋ ＝〈ｆ（ｔ），φｐ；ｊ＋１，ｋ（ｔ）〉＝〈ｆｊ（ｔ），φｐ；ｊ＋１，ｋ（ｔ）〉

＝∑
ｎ∈ｚ
ｃ′ｊｎ〈φｐ；ｊ，ｎ（ｔ），φｐ；ｊ＋１，ｋ（ｔ）〉

＝ｅ－ｉ
１
２（（２ｋ）·２

ｊ
）
２ｃｏｔα∑

ｎ∈ｚ
ｃｊｎ·ｈ０（ｎ－２ｋ）

＝ｅ－ｉ
１
２（（２ｋ）·２

ｊ
）
２ｃｏｔα·ｃｊ＋１ｋ （１１）

同理可得：

ｄ′ｊ＋１ｋ ＝ｅ－ｉ
１
２（（２ｋ）·２

ｊ
）
２ｃｏｔα∑

ｎ∈ｚ
ｃｊｎ·ｈ１（ｎ－２ｋ）

＝ｅ－ｉ
１
２（（２ｋ）·２

ｊ
）
２ｃｏｔα·ｄｊ＋１ｋ （１２）

式中 ｈ０（ｎ），ｈ１（ｎ）为ＤＷＴ理论中分解滤波器组低频和
高频系数．式（１１）、（１２）表明将第 ｊ层分数阶小波近似
系数ｃ′ｊｎ进行调制得到ｃｊｎ，再进行ＤＷＴ，对得到分解系数
ｃｊ＋１ｋ 、ｄｊ＋１ｋ 进行相位调制得到第ｊ＋１层分解系数 ｃ′ｊ＋１ｋ 、
ｄ′ｊ＋１ｋ ．可见分解至每层的系数是复数形式．
３２ ＤＦＲＷＴ的重构

ＤＦＲＷＴ重构是分解算法的逆过程，由第 ｊ＋１层系
数 ｃ′ｊ＋１{ }ｎ ｎ∈ｚ和 ｄ′ｊ＋１{ }ｎ ｎ∈ｚ来重构得到原始数据 ｃ’０{ }ｋ ．
由函数空间投影关系 ｆｊ（ｔ）＝ｆｊ＋１（ｔ）＋Ｄｊ＋１（ｔ）可得：

ｃ′ｊｋ＝ｃｊｋ·ｅ－ｉ
１
２（ｋ２

ｊ
）
２ｃｏｔα

＝〈ｆｊ＋１（ｔ），φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）〉＋〈Ｄｊ＋１（ｔ），ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）〉

＝ｅ－ｉ
１
２（ｋ２

ｊ
）
２ｃｏｔα（∑

ｎ∈ｚ
ｃ′ｊ＋１ｎ·ｅｉ

１
２（ｎ２

ｊ＋１
）
２ｃｏｔα〈φｊ＋１，ｎ（ｔ），φｊ，ｋ（ｔ）〉

＋∑
ｎ∈ｚ
ｄ′ｊ＋１ｎ·ｅｉ

１
２（ｎ２

ｊ＋１
）
２ｃｏｔα〈ψｊ＋１，ｎ（ｔ），φｊ，ｋ（ｔ）〉） （１３）

则：ｃｊｋ＝∑
ｎ∈ｚ
ｃｊ＋１ｎ·ｇ０（ｋ－２ｎ）＋∑

ｎ∈ｚ
ｄｊ＋１ｎ·ｇ１（ｋ－２ｎ）

（１４）
其中 ｇ０（ｋ）＝〈φｊ＋１，０（ｔ），φｊ，ｋ〉＝－ｈ０（Ｎ－１－ｋ）、

ｇ１（ｋ）＝〈ψｊ＋１，０（ｔ），φｊ，ｋ〉＝（－１）
ｋ＋１ｈ０（ｋ），式（１４）为

ＤＷＴ系数重构过程，结合式（１３），首先将 ｊ＋１层系数
ｃ′ｊ＋１ｎ 和ｄ′ｊ＋１ｎ 进行调制，再进行一维 ＩＤＷＴ得到 ｃｊｋ，将 ｃｊｋ
调制至分数阶小波域得ｃ′ｊｋ，由此逐级恢复至原始数据
｛ｃ′０ｋ｝，实现对信号的重构．其流程如图２所示．

结合文献［１２］，图 １、图 ２为分数阶卷积分解结构
图的表现形式，表明 ＤＦＲＷＴ实现过程是在不同尺度下
分数阶卷积过程．

３３ 二维ＤＦＲＷＴ分析
在一维连续ＦＲＷＴ表达式基础上对其进行二维扩

展：设 ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｌ２（Ｒ２），称

Ｗｐ１，ｐ２；ｘ，ｙ（ａ，ｂ１，ｂ２）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ψｐ１，ｐ２；ａ，ｂ２ｂ２（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

（１５）
为二维连续 ＦＲＷＴ．取ψｐ１，ｐ２；ａ，ｂ１，ｂ２（ｘ，ｙ）为可分离的二

元函数［１４］：

ψｐ１，ｐ２；ａ，ｂ１，ｂ２（ｘ，ｙ）＝ψｐ１；ａ，ｂ１（ｘ）ψｐ２；ａ，ｂ２（ｙ） （１６）

式（１５）变为

Ｗｐ１，ｐ２；ｘ，ｙ（ａ，ｂ１，ｂ２）＝ｅ
－ｉ１２（ｂ１

２ｃｏｔα１＋ｂ２
２ｃｏｔα２）

·∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｅｉ

１
２（ｘ

２ｃｏｔα１＋ｙ
２ｃｏｔα２）

·
１
ａψ
 ｔ－ｂ１( )ａ ψ

 ｔ－ｂ２( )ａ ｄｘｄｙ

（１７）
式中α１＝ｐ１π／２，α２＝ｐ２π／２，为二维分数域与时域的夹
角［１３］，ｐ１，ｐ２为二维 ＦＲＦＴ的阶次，ａ，ｂ１，ｂ２分别为尺度
因子和时移因子．当 ｐ１＝ｐ２＝１，α１＝α２＝π／２时，
Ｗｐ１，ｐ２；ｘ，ｙ（α１，α２；ａ，ｂ）退化成传统二维小波变换表达式．

设 Ｖα{ }ｊ ｊ∈ｚ是由φｐ（ｘ）生成的 Ｌ
２（Ｒ）的 ＭＲＡ［１４］，则

Ｖα１ｊ与Ｖα２ｊ的张量积为Ｖα１ｊＶα２ｊ，ｊ∈ｚ，构成 Ｌ２（Ｒ２）上一
个ＭＲＡ，通过 Ｖα１ｊＷα１ｊ＝Ｖα１ｊ－１及 Ｖα２ｊＷα２ｊ＝Ｖα２ｊ－１关系，
可得：

Ｖα１２ｊ－１Ｖα２２ｊ－１＝（Ｖα１ｊＷα１ｊ）（Ｖα２ｊＷα２ｊ）
＝（Ｖα１ｊＶα２ｊ）（Ｖα１ｊＷα２ｊ）

（Ｗα１ｊＶα２ｊ）（Ｗα１ｊＷα２ｊ）
＝Ｖ′２ｊＷ′２ｊ （１８）
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Ｖ′２ｊ即 Ｖα１ｊＶα２ｊ的规范正交基由｛φｐ１；ｊ，ｋ１（ｘ）φｐ２；ｊ，ｋ２
（ｙ），ｋ１，ｋ２∈ｚ｝（分数域低频）构成，在该尺度上对 ｆ（ｘ，
ｙ）∈Ｌ２（Ｒ２）作 ＭＲＡ展开．二维分数阶小波空间 Ｗ′２ｊ由
Ｖα１ｊＷα２ｊ、Ｗα１ｊＶα２ｊ、Ｗα１ｊＷα２ｊ三个空间正交和组成，其基
函数分别为φｐ１；ｊ，ｋ１（ｘ）ψｐ２；ｊ，ｋ２（ｙ）（水平分数域高频），

ψｐ１；ｊ，ｋ１（ｘ）φｐ２；ｊ，ｋ２（ｙ）（垂直分数域高频），ψｐ１；ｊ，ｋ１（ｘ）ψｐ２；ｊ，ｋ２
（ｙ）（对角分数域高频）．对一维ＤＦＲＷＴ进行二维扩展可
得到二维 ＤＦＲＷＴ变换形式，图（３）、（４）为变换出示意．

图中 Ｅｊｎ
１ｎ２
表示对 ｃ′ｊｎ１ｎ２进行ｅ

ｉ１２［（ｎ１２
ｊ
）
２ｃｏｔα１＋（ｎ２２

ｊ
）
２ｃｏｔα２］调制过

程，Ｅ
－
ｊ＋１
ｋ１ｋ２
表 示 对 ｃｊ＋１ｋ１ｋ２、ｄ

ｊ＋１
ｋ１ｋ２
、λ

ｊ＋１
ｋ１ｋ２
、β

ｊ＋１
ｋ１ｋ２
进 行

ｅ－ｉ
１
２［（（２ｋ１）２

ｊ
）
２ｃｏｔα１＋（（２ｋ２）２

ｊ
）
２ｃｏｔα２］调制过程，｜·｜表示求系数模．

为验证理论正确性，在 ｐ∈［０，１］随机取 ｐ１＝１，ｐ２

＝１；ｐ１＝０．９４５，ｐ２＝０．９３８；ｐ１＝０．７５２，ｐ２＝０．８０３三组
值对图像进行一层 ＤＦＲＷＴ分解，观察时间为［０，１］，当
ｐ１＝１，ｐ２＝１时，分析结果与二维 ＤＷＴ相一致（图 ５）．
ｐ１＝０．９４５，ｐ２＝０９３８时，ｐ值在１附近，受相位干涉的
影响，图像形成了明暗亮度变化的区域（图６），图像在
时分数域上的ＭＲＡ分解结果接近于时－频域分析结
果，图像的局部细节有较好的反映．当 ｐ１＝０．７５８，ｐ２＝
０．８０３时，ｐ值离１较远，受调频率 ｃｏｔα增大的影响，图
像信号整体像素点值经调制后幅度和相位发生较大变

化（图７），各子带形成明显明暗变化的区域．对分解后
系数加以重构，重构误差分别为２．６４１２ｅ０１０、６．４０７１ｅ
０１０、７．３６０７ｅ０１０．证明上述理论方法是有效的．图８为
ｐ１＝０．７５８，ｐ２＝０．８０３重构图与原始图的比较．

４ ＤＦＲＷＴ系数能量聚集分布特性

对自然图像作小波分解后，图像的绝大部分能量集

中在低频子带上，高频子带上大部分点的数值都接近于

零，其主要能量集中在少数的显著系数上．从仿真图看，

对图像进行 ＤＦＲＷＴ后，低频分量和高频分量随 ｐ值变
化而不同，ｐ值在１附近时，高频分量仍能保持稀疏性．
但 ｐ１＝０．７５８，ｐ２＝０．８０３时，分解后低频分量能量已不占
绝对优势，高频分量不再集中在少数系数上，不具有能

量聚集性．此处从实例来解释能量聚集性变化过程，分
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别取 ｐ１＝ｐ２＝１、ｐ１＝ｐ２＝０．９００、ｐ１＝ｐ２＝０．９４５，对图像
进行二层ＤＦＲＷＴ分解，由小波系数能量公式：

ｅｎｅｒｇｙ＝ １ＭＮ∑ｉ∑ｊ ｘ（ｉ，ｊ） ２ （１９）

ｘ（ｉ，ｊ）为 ＤＦＲＷＴ分解后各子带系数值，Ｍ和Ｎ表示图
像的长和宽，计算各自低频分量和高频分量能量所占

百分比，结果参见表 １．从数据上看，ｐ值较小（０．９００）
时，高频分量所占百分比有所增大，低频分量含量有所

减小．说明在一定 ｐ值范围内，低频分量能量和高频分
量能量随 ｐ值下降有反向变化的趋势．配合表１观察图

９、图１０，尽管在 ｐ＝０．９００时，高频分量能量增加，但高
频子带系数稀疏性却不如 ｐ１＝ｐ２＝０．９４５情况．

由于二维 ＤＦＲＷＴｐ值为行列方向ｐ１，ｐ２任意值，
在低频能量占绝对量条件下，如何来分析高频能量随 ｐ
值变化的规律（简称 ｐｗ）．本文方法如下，首先以一定
步长将 ｐ从１逐步下降某一确定值，分别分析 ｐ＝ｐ１＜
ｐ２→１，ｐ＝ｐ２＜ｐ１→１，ｐ１＝ｐ２时能量百分比分布情况．
由于 ｐ＝ｐ１＜ｐ２→１，ｐ＝ｐ２＜ｐ１→１要比 ｐ１＝ｐ２＝ｐ更
接近于在时频面对图像的分析，所得系数稀疏性要高

些，所以 ｐ１＝ｐ２＝ｐ要比ｐ＝ｐ１＜ｐ２→１、ｐ＝ｐ２＜ｐ１→１
所占低频能量分量要低，所占高频能量分量要高．因此
分析出 ｐ１＝ｐ２时能量情况，就可得出能量随 ｐ值变化
趋势．图１１分别统计了 ｐ＝１，０．９７２，０．９５５，０．９４４时对
ｌｅｎａ图像进行二层分解后，在 ｐ＝ｐ１＜ｐ２→１、ｐ＝ｐ２＜
ｐ１→１高低频能量分布曲线，图中 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ点表示ｐ１
＝ｐ２时能量百分值，将多个 ｐ１＝ｐ２点连起来（虚线所
示）就可得到随 ｐ值变化的能量变化规律．由图 １１可
知，在低频分量占绝对大值条件下，低频能量随 ｐ值减
小呈减少趋势，高频能量呈上升趋势．

图１２分别采用分数阶 ｄｂ４小波，分数阶 ｃｏｉｆ３小波
对ｌｅｎａ（５１２×５１２）、ｃａｍｅｒａｍａｎ（２５６×２５６）、ｂａｒｂａｒａ（５１２×
５１２）、ｐｅｐｐｅｒ（２５６×２５６）等自然图像在区间 ｐ∈［０．８５，１］，
以步长０．０１变化进行二层 ＤＦＲＷＴ，得到的高低频能量
分布图，从分布图中可以看出，在 ｐ∈［０．９，１］区间内，分
解后的图像低频成分仍能保持绝对大值（＞９０％），高频
分量保持较小量（＜５％），但在区间之外，低频分量有明
显衰减，高频分量值急剧增大，说明在 ｐ＜０．９之外，分
解后高频系数值稀疏性明显降低．

表１统计了在区间［０．８２５，１］中取部分 ｐ值，采用
分数阶 ｄｂ４小波对 ｌｅｎａ图像二层分解后细节部分和近
似部分模系数均值及所占整图像能量比值．

由表１，在区间［０．９２５，１］，经过ＤＦＲＷＴ分解后，图像
的绝大部分能量仍集中在 ＬＬ２低频部分，高频子带系数
能量随 ｐ值下降有所增加，但仍集中在少数的显著系
数上，能量百分比较小，细节系数均值稍有增大，说明

系数幅值有所增加．但随着 ｐ值进一步降低，经 ＤＦＲＷＴ
表１ 不同 ｐ值下ｌｅｎａ图像高、低频系数均值及所占图像能量百分比

（ｐ１，ｐ２）
第１层分解细节系数均值
ＬＨ１ ＨＬ１ ＨＨ１

能量合计
第２层分解细节系数均值
ＬＨ２ ＨＬ２ ＨＨ２

能量合计
近似系数均值

ＬＬ２
能量合计

（１，１） ２．５０１９ ３．５０８８ １．９１９０ ０．０８５５ ６．１７２７ １０．４１４２ ５．１３２５ ０．２５１７ ４９８．９０３２ ９９．６６２８
（０．９４５，０．９４５） ３．７３８５ ４．９２７３ ２．１２４８ ０．１２５３ ９．７４８０ １４．７３２２ ５．３６２８ ０．３６７３ ４９９．０７０３ ９９．５０７５
（０．９２５，０．９２５） ６．５３２９ ８．１６５３ ２．２４７７ ０．３１５７ １５．７０９７ ２１．５７６８ ５．５０８３ ０．６７３４ ４９８．４０１１ ９９．０１０９
（０．９００，０．９００） １４．０７６０ １６．８０９１ ２．８１７９ １．５１３７ ３０．７９０１ ３８．７６３３ ６．７３７３ ２．１２５１ ４９２．８１１２ ９６．３６１２
（０．８８５，０．８８５） ２１．０５４４ ２４．７６８０ ３．８９６１ ３．４４５０ ４３．８７８９ ５３．６７０１ ８．８９６８ ４．１１６８ ４８３．３１０７ ９２．４３８２
（０．８５５，０．８５５） ３９．３４３４ ４５．６４９１ ９．４６７８ １２．０２０４ ７２．４７００ ８６．４７６１ １８．０３２８ １０．４６２９ ４４０．１５１９ ７７．５１６７
（０．８２５，０．８２５） ５８．５９６２ ６７．９７１８ ２１．３１６４ ２６．８８２８ ８８．２６４１ １０５．５０５８ ２９．７１９２ １４．７７０５ ３６５．２７７６ ５８．３４６７
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分解后的图像能量均衡分布在第一、二层细节和近似

部分，此时分解后的图像系数不具有稀疏性．

５ ＤＦＲＷＴ图像降噪应用

５１ 小波阈值降噪方法

图像去噪是常见的信号处理问题，由于 ＷＴ的低熵

性、多分辨率特性、去相关性、选基灵活性以及良好的

时频特性在图像去噪得到广泛应用．小波阈值去噪方
法最早由Ｄｏｎｏｈｏ提出ＶｉｓｕＳｈｒｉｎｋ方法，其基本原理对含
噪信号 ｆ（ｔ）＝ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ）（ｓ（ｔ）为原始信号，ｎ（ｔ）为０
均值，方差σ

２高斯白噪声）进行小波变换，对分解后的

各层系数中，对模大于和小于某阈值 Ｔ的系数进行处
理，对处理后的小波系数再反变换重构出去噪信号

珋ｓ（ｔ）．阈值函数一般有硬、软阈值方法，经典的阈值估
计方法有Ｖｉｓｕｓｈｒｉｎｋ、ＳｕｒｅＳｈｒｉｎｋ、ＢａｙｅｓＳｈｉｎｋ等方法［１５，１６］．
５２ ＤＦＲＷＴ阈值降噪方法

小波阈值降噪方法是将大尺度低分辨率下的全部

小波系数保留下来，对高分辨率下的小波系数设定一

个阈值，将低于该阈值的小波系数尺度置零，高于阈值

者完全保留或适当收缩处理．对分解后信号小波系数
中，原信号模值太高和太低的系数都容易取舍，但处于

中间值的细节系数与噪声差别不大，很容易被当作噪

声误滤除掉．根据 ＤＦＲＷＴ变换后系数能量分布特性，
在确保细节分量能量聚集性前提下，选择恰当的 ｐ值，
抬高细节分量的幅值，在采用阈值算法时被当做噪声

滤除掉可能性就小些．
本文以标准 Ｌｅｎａ图像（５１２×５１２）为例，加入σ＝

３０、５０、９０不同强度高斯白噪声（图１３），以 ｃｏｉｆ５小波进
行２层ＤＦＲＷＴ，在 ｐ∈［０．８９５，１］取不同的 ｐ值通过全
局ＶｉｓｕＳｈｒｉｎｋ阈值法、ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ阈值法进行图像降噪，
实验采用峰值信噪比（ＰＳＮＲ）作为评价指标．

表２记录了不同 ｐ值下降噪图像的 ＰＳＮＲ值，从结
果来看ＤＦＲＷＴ阈值去噪方法对较高δ值含噪图像作
用效果更明显些．δ＝３０时，采用ＤＦＲＷＴ去噪要比ＤＷＴ
（ｐ＝１）方法 ＰＮＳＲ提高近 ０５ｄｂ，δ＝５０时，提高近
０８ｄｂ，在δ＝９０时，提高近１６ｄｂ．图１５作出随 ｐ值变
化的ＰＳＮＲ值的变化趋势图，在 ｐ∈［０．９０５，１］区间上，
ＰＳＮＲ值随 ｐ值减小有所增加且高于ｐ＝１的 ＰＳＮＲ值，
当 ｐ＜０．９后，ＰＳＮＲ值均有下降的趋势，这点与上述的
子带能量变化趋势具有相关性．

实验中发现对δ＝５０，９０含噪图像在某一 ｐ值采
用多次迭代降噪，降噪结果要好于进行一次降噪的效

果．表２中记录了进行两次迭代的 ＰＳＮＲ值，其相应的
趋势曲线如图１５虚线所示．

图１５、图 １６、图 １７为不同δ值和方法下，较高
ＰＳＮＲ值对应降噪图与 ｐ＝１的降噪图的对比，可见图
像降噪效果要优于 ｐ＝１结果．图１８比较了δ＝３０时，ｐ
＝１、ｐ＝０．９２５时降噪图像中帽子细节对比图，相对于
ｐ＝１，ｐ＝０．９２５帽沿边缘光滑，弱化了毛刺现象，帽子
纹理也得到很好的保留，表明 ＤＦＲＷＴ对伪吉普斯效应
有一定抑制作用．
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表２ 不同 ｐ值下ｌｅｎａ降噪图像ＰＳＮＲ（ｄｂ）值

δ（ＰＳＮＲ） Ｐ
方 法

１ ０．９８５ ０．９７５ ０．９６５ ０．９４５ ０．９３５ ０．９２５ ０．９１５ ０．９０５ ０．８９５

３０
（２０．８９７９）

ＶｉｓｕＳｈｒｉｎｋ ２７．５９３５ ２７．６５３１ ２７．６６３１ ２７．７２６１ ２７．８９０１ ２７．７６２２ ２７．９５８５ ２７．９４０１ ２７．８５４８ ２７．２８６９
ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋｓ ２８．０５５２ ２８．０８５８ ２８．１００６ ２８．１０６９ ２８．９９７１ ２８．９６５９ ２８．００７５ ２８．０８１３ ２８．０８３４ ２７．７８７３

５０
（１８．２５５８）

ＶｉｓｕＳｈｒｉｎｋ ２４．８３９４ ２４．９４４９ ２５．０５１７ ２５．１７７５ ２５．４１５４ ２５．５１５６ ２５．５９９０ ２５．６５４１ ２５．６３４６ ２５．３９２８
ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋｓ ２４．９０６９ ２４．９１１６ ２５．０１２３ ２５．１２６８ ２５．３５５２ ２５．４５８６ ２５．５５０４ ２５．６２２１ ２５．６５９４ ２５．６１２４
ＶｉｓｕＳｈｒｉｎｋ
（迭代）

２５．３６５２ ２５．５０８１ ２５．６８８２ ２５．８８６２ ２６．１８６８ ２６．２７７８ ２６．３６２９ ２６．３５９０ ２６．１９８１ ２５．７００８

９０
（１５．９０６２）

ＶｉｓｕＳｈｒｉｎｋ ２０．６５９２ ２０．９４７６ ２１．０７２７ ２１．２１６５ ２１．５００６ ２１．６３２４ ２１．７５７９ ２１．８７５７ ２１．９６６５ ２１．９６５４
ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋｓ ２０．６５９２ ２０．９３８７ ２１．０５５４ ２１．１９６９ ２１．５１６９ ２１．６７７１ ２１．８３５２ ２１．９８８２ ２２．１３１５ ２２．２４４１
ＶｉｓｕＳｈｒｉｎｋ
（迭代）

２０．８６０６ ２２．０２９３ ２２．２９３９ ２２．５８８９ ２３．１３６３ ２３．３７９５ ２３．６００９ ２３．８０３３ ２３．９１４２ ２３．８１９０

由上总结ＤＦＲＷＴ图像阈值降噪的一般方法，在 ｐ＝
１附近选取的多个 ｐ值点对含噪图像进行 ＤＦＲＷＴ多尺
度分解，按传统阈值估计方法得到高频子带阈值，对分

解后的小波系数进行阈值处理，对处理后的系数进行

ＤＦＲＷＴ逆变换进行图像重构，得到降噪后的图像，最后
根据主观观察和客观评价来选择所需去噪图像．

６ 结论

ＤＦＲＷＴ是传统小波理论 ＭＲＡ理论在时间分数频
域的广义推广，是具备时分数域局部化特征变换形
式．本文在ＤＦＲＷＴ的 ＭＲＡ基础上，利用分数阶正交小
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波变换尺度函数φｐ；ｊ，ｋ（ｔ）、分数阶小波函数ψｐ；ｊ，ｋ（ｔ）性
质，推导出 ＤＦＲＷＴ系数分解和重构过程，并将其作二
维扩展．在此基础上，根据分数阶小波变换子带能量随
阶数 ｐ变化分布特点，对含噪图像采用阈值去噪处理．
实验证明，在低频分量能量值为绝对大条件下，采用

ＤＦＲＷＴ阈值去噪效果要优于传统ＤＷＴ阈值去噪方法．
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