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摘 要： 本文研究了短时分数阶傅里叶变换（ＳＴＦＲＦＴ）时频分析方法的分辨率精度和算法性能．首先，文中给出
了一种ＳＴＦＲＦＴ时频分辨率的数学计算表达式，其有利于时频分辨率的量化比较，仿真结果表明该理论量化值与观察
值基本吻合；其次，针对算法运算量大的问题，提出了一种 ＳＴＦＲＦＴ的快速计算方法，它较传统的穷举搜索方法运算量
约降低１个数量级；最后，给出了算法估计误差的理论分析并运用该方法对多目标信号进行了分析，仿真表明该方法
可有效抑制交叉项和解决多分量时频信号的分离问题．
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１ 引言

信号分析技术的发展目标是提高信号检测性能的

同时进一步提高信号精细特征的分析，尤其针对那些复

杂的非平稳信号．时频分析方法是处理非平稳信号的统
称，它分为两类：（１）线性时频分析，如短时傅里叶变换
（ＳＴＦＴ）、Ｇａｂｏｒ变换等；（２）双线性（非线性、二次型）时频
分析，如魏格纳分布（ＷＶＤ），后又有多种改进形式，统称
为Ｃｏｈｅｎ类时频分布［１］．线性时频分析方法满足叠加原
理，在处理多分量信号的场合得到了广泛应用，但是它

们时频分辨率不够高［２～４］．另外，双线性时频分析方法

处理多分量的二次相位项信号或高次相位项的单分量

信号时，自相关函数的交叉项会在时频分布中显示出

来，严重影响时频分析的效果［５，６］．
分数阶傅里叶变换（ＦＲＦＴ）作为传统傅里叶变换

（ＦＴ）的广义形式，与常用二次型时频分布不同的是它没
有交叉项困扰，可以理解为 ｃｈｉｒｐ基分解，近年来得到了
信号处理领域的重点关注［７～１０］．但 ＦＲＦＴ仍然是一种全
局性变换，不能反映信号分数阶傅里叶谱随时间的变化

情况．这促使研究者们去寻找一些既能利用 ＦＲＦＴ特
点，又能在一定程度上弥补其缺陷的新时频分析方法．
基于这种思想，文献［２～４，１１～１５］提出了一种 ＳＴＦＲＦＴ
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的时频检测算法，文中仿真结果显示该算法的时频分

辨率高于ＳＴＦＴ，但时频分辨率的数学表达较复杂，不利
于定量分析，另外，上述方法在处理未知非线性信号

时，灵活性不够，运算量大，在实际使用中受到了制约．
本文从提高非平稳信号的时频分析精度和算法稳

定性出发，详细论述了 ＳＴＦＲＦＴ的时频分辨率，给出了
一种时频分辨率计算方法，提出了一种自适应变换阶

次搜索方法，并仿真比较了ＳＴＦＲＦＴ与ＳＴＦＴ的时频估计
精度，运算效率，多目标检测能力．

２ 短时分数阶傅里叶变换

与传统短时傅里叶变换相似，ＳＴＦＲＦＴ是一种加窗
变换，或解释为信号在具有时间分数阶域频率定位功
能的基上的展开形式，对于给定的 ( )ｘｔ∈Ｌ２( )ＲＲ，其 ｐ
阶短时分数阶傅里叶变换为

ＳＴＦＲＦＴｘ，ｐ ｔ，( )ｕ ＝∫
＋∞

－∞
ｘ（τ）ｇ（τ－ｔ）Ｋｐ（τ，ｕ）ｄτ

（１）
核函数 Ｋｐ（ｕ，ｔ）为

Ｋｐ（ｔ，ｕ）＝
Ａｐｅｘｐ［ｊπ（ｔ２＋ｕ２）ｃｏｔφ－ｊ２πｔｕｃｓｃφ］，φ≠ｋπ
δ（ｕ－ｔ）， φ＝２ｋπ
δ（ｕ＋ｔ）， φ＝（２ｋ＋１）

{
π

（２）
其中 ｇ（τ）为窗函数，φ＝ｐπ／２，Ａｐ＝ｅｘｐ［－ｊπｓｇｎ（ｓｉｎφ）／

４＋ｊφ／２］／ ｜ｓｉｎφ槡 ｜．
本文后续使用的是 Ｏｚａｋｔａｓ提出的 ＦＲＦＴ的数值计

算方法［１５］．
２１ 窗函数选择

文献［２，１４］分析了不同窗函数的 ＳＴＦＲＦＴ的聚集
性，指出高斯窗在时频域均有高的聚集性，其表达式为

ｇ（ｔ）＝Ａｅｘｐ（－ｃｔ
２

２） （３）

其中，Ａ＝ １
２槡πδｔ
为幅度，ｃ＝１／δ２ｔ，δｔ代表高斯信号在

时域的３ｄＢ宽度，即时域分辨率大小．
２２ 时间分辨率和分数阶域频率分辨率之间的关

系

为了使信号与信号之间更好地被分离，我们希望

每个信号在时间－分数阶域频率平面上的能量越集中
越好，为了对其进行定量描述，本文给出了一种时频分

辨率度量方法．根据式（１），式（３）可得，高斯信号 ｇ（ｔ）
的ＳＴＦＲＦＴ变换为

Ｘｐ［ｅｘｐ（－ｃ
ｔ２
２）］＝Ａ

１－ｊｃｏｔφ
ｃ－ｊｃｏｔ槡 φ

ｅｘｐ（ｊｕ
２

２
（ｃ２－１）ｃｏｔφ
ｃ２＋ｃｏｔφ

）

·ｅｘｐ（－ｕ
２

２
ｃｃｓｃ２φ
ｃ２＋ｃｏｔφ

） （４）

对式（４）两边取绝对值，可得

｜Ｘｐ［ｅｘｐ（－ｃ
ｔ２
２）］｜＝Ａ′ｅｘｐ（－

ｕ２
２
ｃｃｓｃ２φ
ｃ２＋ｃｏｔφ

） （５）

从式（５）可知，高斯信号在 ＦＲＦＴ域的扩展现象主要由

式ｅｘｐ（－ｕ
２

２
ｃｃｓｃ２φ
ｃ２＋ｃｏｔφ

）引起，根据高斯函数的性质，我们

可以获得信号 ｇ（ｔ）在 ＳＴＦＲＦＴ域中时间分辨率和频率
分辨率之间的关系为

δ
２
ｕ＝
ｓｉｎ２φ
δ
２
ｔ
＋δ２ｔｃｏｓ２φ （６）

其中，δ
２
ｔ为时间分辨率，δ

２
ｕ为ＦＲＦＴ域频率分辨率．

另外，式（６）也可由 ＦＲＦＴ定义推出，ＦＲＦＴ可视为一
种旋转算子，对信号进行 ＦＲＦＴ等同于将时频坐标轴进
行旋转，即在一个新的坐标系下观察信号．如图１所示．

如图１所示，根据 ＦＲＦＴ与 ＦＴ之间的转换关系，可
以获得 ＦＴ域时频信息与ＦＲＦＴ域时频信息之间的对应
关系为

ｕ＝ｔｃｏｓφ＋ｗｓｉｎφ
ｖ＝－ｔｓｉｎφ＋ｗｃｏｓ

{
φ

（７）

其中 ｔｃｏｓφ代表傅里叶域时域信号在分数阶变换
域的映射，ｗｓｉｎφ代表傅里叶域频率信号在分数阶变换
域的映射．设傅里叶域时间分辨率为δ２ｔ，频域分辨率为

δ
２
ｗ，代入式（７）可得

δ
２
ｕ＝δ２ｔｃｏｓ２φ＋δ

２
ωｓｉｎ

２
φ （８）

式（８）与式（６）形式相同，其中，δｔ与δｗ在傅里叶域满足
不确定原理［１１］，即δｗ＝１／２πδｔ．

实际中，为了数字处理方便，设δｔ在时域的离散采

样点数为ｍ，δｗ在频域的离散采样点数为Ｎ／２πｍ，将上
述参数代入式（８），可得其离散表示形式为

δ
２
ｕ＝

Ｎ２
４π２δ２ｔ

ｓｉｎ２φ＋δ
２
ｔｃｏｓ２φ （９）

其中 Ｎ由高斯函数的窗长度决定．
式（９）为任意信号在 ＳＴＦＲＦＴ域的时频表达式，但

当分数阶域旋转角度φ与被检测信号的调频率相同

时，时频分辨率可达到最大，这时式（９）可简化为

δ
２
ｕ＝

Ｎ２
４π２δ２ｔ

（１０）

３ ＳＴＦＲＦＴ中变换阶次的估计和误差分析

文献［２，７，８，１０，１２，１４］中对 ＳＴＦＲＦＴ中分数阶阶次
的估计分别采用了全局搜索方式和局部搜索方式，其

中全局搜索方式，精度低，对非线性度大的信号检测性

能差；而局部搜索方式，即穷举搜索方法，运算量大，很

难满足实际应用需求．本文从实际信号在短时间内具
有时间和空间连续性的特点考虑，提出了利用级数展

开式先进行阶次初步预测，然后在此预测值基础上再
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进行精搜索，以提高算法的运算效率．
３１ 分数阶阶次预测方法

假设以 ｔ０，ｔ１，…ｔＬ时刻为中心的局部短时信号出
现最大峰值时对应的 ＦＲＦＴ阶次分别为 ｐ（ｔ０），ｐ（ｔ１），
…ｐ（ｔＬ），并且假设 ｐ（ｔ）在一个短时间段内可用（ｎ＋１）
阶多项式表示，那么，ｐ（ｔ）在 ｔ０小邻域内的拉格朗日插
值多项式可表示为

( )ｐｔ≈∑
Ｌ

ｋ＝０
ｐｔ( )ｋｋ（ｔ）

（１１）
其中每个插值基函数ｋ（ｔ）可表达式为：

ｋ（ｔ）＝∏
Ｌ

ｊ＝０，ｊ≠ｋ

ｘ－ｘｊ
ｘｋ－ｘｊ

（１２）

将式（１２）代入式（１１），并进行离散化处理后可得：

ｐｔ( )ｉ≈∑
Ｌ

ｋ＝０
ｐ（ｔｋ）∏

Ｌ

ｊ＝０，ｊ≠ｋ

ｔｉ－ｔｊ
ｔｋ－ｔｊ

（１３）

其中，ｔｉ表示信号的第ｉ个时间段．
一般情况下，选取 Ｌ为 ２或３，式（１３）的２阶拉格

朗日分数阶阶次预测多项式可表示为：

ｐｔ( )ｉ≈ｐ（ｔ０）０（ｔ）＋ｐ（ｔ１）１（ｔ）＋ｐ（ｔ２）２（ｔ） （１４）

其中 ０（ｔ）＝
（ｔｉ－ｔ１）（ｔｉ－ｔ２）（ｔｉ－ｔ３）
（ｔ０－ｔ１）（ｔ０－ｔ２）（ｔ０－ｔ３）

，同理可得

１（ｔ），２（ｔ）．
实际处理中，首先由式（１４）获得阶次预测值，然后

在该预测值的一个小范围内再进行搜索，可较大幅度

的提高 ＳＴＦＲＦＴ算法的运算效率．
３２ 阶次误差Δｐ对ＦＲＦＴ域频率分辨率的影响

当变换阶次与信号调频率匹配时，ＦＲＦＴ域频率分
辨率达到最大，如式（１０）所示．但针对未知调频率信号，
实际中由于搜索步进间隔的差异，必然存在一定的匹

配误差，下面主要研究匹配误差对 ＦＲＦＴ域频率分辨率
的影响．

假设 ｐ０为信号匹配时的变换阶次，ｐ′０为实际变换
阶次，Δｐ＝ｐ０－ｐ′０为变换阶次误差，其近似等于阶次搜
索步进间隔，由式（９），式（１０）可得，Δｐ引起的频率分辨
率误差为

σΔｐ＝σｐ０－σｐ
′
０

＝

０， Δｐ≈０

Ｎ－ Ｎ２ｓｉｎ２φ＋４π
２
σｔ
４ｃｏｓ２槡 φ

２πδｔ
， Δｐ∈（０，１）

Ｎ
２πσｔ

－σｔ， Δｐ≈











 １

（１５）

由式（１５）可见，误差σΔｐ与σｔ、积累时间、阶次步进
间隔Δｐ均有关系．图 ２给出了Δｐ＝００１，００２，００４
时，误差σΔｐ与积累时间的关系示意图．图３给出了Δｐ
＝００１，００２，００４时，误差σΔｐ与时间分辨率σｔ的关系
示意图．

从图２，图３可以看出，变换阶次误差Δｐ不变时，
误差σΔｐ与积累时间、时间分辨率σｔ成有规律的增大变

化趋势；同一积累时间下，Δｐ越大，误差σΔｐ越大．这一
结论说明实际应用中，当积累时间与时间分辨率较大

时，阶次Δｐ的搜索步进间隔应减小；反之，当积累时间
与时间分辨率较小时，搜索步进间隔可适当增大，这种

策略有利于提高ＳＴＦＲＦＴ的算法效率和时频分辨性能．

４ 仿真分析

４１ ＳＴＦＲＦＴ和ＳＴＦＴ的时频分辨率比较
不考虑杂波影响，建立如下信号模型

ｓ（ｔ）＝Ａ·ｒｅｃｔ ｔ( )Ｔ·ｅｘｐｊ２π ｆ０ｔ＋φｅ( )[ ]ｔ （１６）

设 Ｔ＝１ｓ｛ｔ（ｓ）：０ｔ＜１｝，采样率为 ｆｓ＝１０２４Ｈｚ，ｆ０
＝１０Ｈｚ，φｅ( )ｔ为正弦波与多项式相位信号 １６０ｔ３－

１００ｔ２＋３０ｔ相加得到，波形如图４（ａ）所示．图４（ｂ）和图
４（ｃ）分别为ＳＴＦＴ和ＳＴＦＲＦＴ的时频分析结果，仿真中高
斯窗函数的宽度设为 １２８个采样点，时域分辨率σｔ设
为２０个采样点，阶次搜索步进００１．

从图４（ｂ）和图４（ｃ）可以看出，ＳＴＦＲＦＴ的频率分辨
率明显高于ＳＴＦＴ，表１给出了图４（ｂ）和图４（ｃ）时频曲
线上指定５点的频率分辨率对比结果．
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表１ ＳＴＦＴ和ＳＴＦＲＦＴ频率分辨率对比

时间点选取 Ａ（０） Ｂ（０．２） Ｃ（０．４） Ｄ（０．６） Ｅ（０．８）

最佳阶次 ０．９９ １．０ １．０２ １．０３ １．０５

ＳＴＦＴ频域分辨率 １．００９４ ０．９５２０ １．１６５０ １．３８５８ １．９２８７

ＳＴＦＲＦＴ频域分辨率 ０．９５２０

理论分辨率之比 １．１ １．０ １．２ １．５ ２．１

直接观察分辨率之比 １．１ １．１ １．４ １．７ ２．３

表１表明，ＳＴＦＴ和 ＳＴＦＲＴ方法在信号频率变化率
小时，频率分辨率基本一致，如图中的 Ａ点和Ｂ点，但
随着频率变化率增大，两者之间的分辨率之比逐渐增

大，在 Ｅ点分辨率之比达到了 ２倍，且随着时间增大，
非线性度增加，分辨率之比会进一步提高．另外，理论
计算的分辨率之比和从图４（ｂ），图４（ｃ）中直接观察获
得的分辨率之比结果基本一致，验证了式（９），式（１０）算
法的正确性．
４２ 多目标检测的分析

考虑多目标环境，建立如下信号模型

ｓ（ｔ）＝∑
３

ｋ＝１
ｒｅｃｔｔ－ｔｋ( )Ｔ

·ｅｘｐ［ｊ２π（ａｋｔ２＋ｂｋｔ）］＋β（ｔ）＋ｗ（ｔ） （１７）
设 Ｔ＝１ｓ｛ｔ（ｓ）：０ｔ－ｔｋ＜１｝，采样率为 ｆｓ＝１０２４Ｈｚ，目
标１参数：时延 ｔ１＝０２８，ａ１＝５００／π，ｂ１＝２０；目标２参
数：时延 ｔ２＝０４１，ａ２＝５００／π，ｂ２＝－１５；目标３参数：时
延 ｔ３＝０３４，ａ３＝７５０／π，ｂ３＝－１００；目标 ４：β（ｔ）＝－

５３１ｔ３＋４８ｔ２＋１００ｔ为高次相位信号， ( )ｗ ｔ为复高斯白
噪声，其它参数选取同４．１节．下面我们在多目标信噪
比相同和不相同两种情况下，分别应用 ＳＴＦＴ和 ＳＴＦＲＦＴ
方法对其进行了分析比较．

（１）目标信噪比相同
图５给出了目标信噪比均为 －３ｄＢ时，ＳＴＦＴ，ＷＶＤ

和ＳＴＦＲＦＴ方法对多目标信号的时频分析结果．从图５
（ａ）中可以看出，ＳＴＦＴ时频分辨率较低，尤其是目标１，
２，３模糊度较大，无法准确判断出目标的真实个数．从
图５（ｂ）中可以看出，ＷＶＤ方法对多目标分析会引入大
量的交叉项干扰，影响真实目标个数的判断．但从图５
（ｃ）中 ＳＴＦＲＦＴ的时频平面上可清晰的分辨出目标的准
确个数，同时对目标的时频起始位置也可识别出，利于

目标信号的后续分析和处理．
（２）目标信噪比不同
为了分析本文算法对强弱目标的分离性能，这里

设目标１，２的信噪比均为 －８ｄＢ，目标 ３的信噪比为 －
１０ｄＢ，目标４的信噪比为０ｄＢ，图６（ａ）～图６（ｃ）给出了
ＳＴＦＴ的分析结果，图６（ｄ）～图６（ｆ）给出了 ＳＴＦＲＦＴ的
分析结果；其中，图 ６（ａ），图 ６（ｄ）分别为 ４个目标的
ＳＴＦＴ和 ＳＴＦＲＦＴ时频分析结果，由于目标４的信噪比大
于其它３个目标，故目标 ４的时频图最清晰，而其它 ３
个目标基本看不出来．结合ＣＬＥＡＮ方法去除目标４后，
进行再次检测．对比图６（ｂ），图６（ｅ）的结果发现，目标
１，２在 ＳＴＦＲＦＴ域可以被较清晰的分开，而在 ＳＴＦＴ域两
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目标不能被独立分离出来；图６（ｃ）与图６（ｆ）给出了再
次去除目标１，２后的分析结果，两图中都可以发现目标
３，但ＳＴＦＲＴ方法对目标３的时频分辨率明显高于 ＳＴＦＴ

方法．因此强弱目标信号共同存在时，ＳＴＦＲＦＴ算法的时
频分辨能力明显优于ＳＴＦＴ，更适应于在编队飞行目标，
多散射点目标的背景中应用．

４３ 运算量分析

本节以式（１７）表示的多项式相位信号β（ｔ）＝－
５３１ｔ３＋４８ｔ２＋１００ｔ为例，给出了本文式（１３）方法运算量
和文献［２，７，８，１０，１２，１４］中穷举搜索方法运算量的对
比结果．表２给出了高斯窗宽度为１２８，时域分辨率为
２０，搜索步进间隔为０．０１，预测阶次 Ｌ分别为２，３，信噪
比分别为－４ｄＢ，－６ｄＢ，－８ｄＢ时，本文方法阶次搜索次
数与文献［２，７，８，１０，１２，１４］方法搜索次数的对比．

表２ 不同方法的阶次搜索次数比较

信噪比 方法１ 方法２ 方法３ 方法２／方法１方法３／方法１

－４ｄＢ １８００９６ １１３４０ １１３１０ １５．８８ １５．９０

－６ｄＢ １８００９６ １２４３０ １２４００ １４．５２ １４．４８

－８ｄＢ １８００９６ １３５７０ １３５４０ １３．２７ １３．３３

注：方法１为文献中提出的穷举搜索方法，方法２，３为式（１３）预测
阶数分别取２，３的方法．

从表１可以看出，方法１所用的搜索次数最多，方
法２和方法３的搜索次数远小于方法１，且比方法１约
低１个数量级；同时发现当信噪比降低时，本文方法的
估计误差会增大，导致搜索的运算量增加，因此，实际

使用中也需考虑信号信噪比影响．

５ 结论

本文对ＳＴＦＲＦＴ与 ＳＴＦＴ方法的时频分辨率进行了

比较，理论和仿真表明ＳＴＦＲＦＴ时频分辨率高于ＳＴＦＴ的
时频分辨率，仿真条件下，本文方法时频分辨率较 ＳＴＦＴ
最大提高了２倍，且随着时间和非线性度的增大，时频
分辨率可进一步提高．同时，给出了一种 ＳＴＦＲＦＴ的快
速计算方法，仿真表明该方法较文献［２，７，８，１０，１２，１４］
中的穷举搜索方法运算量降低了约１个数量级；最后，
仿真分析了该方法在多目标信号中的应用，结果表明

该方法能有效抑制时频平面的交叉项，并能通过时频

平面有效解决多分量目标信号的分离问题，为多分量

非平稳信号的研究提供了新的思路．
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