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　　摘　要 : 　首先在频域定义第一类、第二类超高斯谱函数并推导出其时域解析表达式 ,然后引用时间算子和频率

算子分析两类超高斯谱函数的时间局域化、频域局域化和时2频局域化特征.研究结果表明 :时间算子和频率算子对于

时2频分析是两个很有用的数学工具 ;超高斯谱函数的基本性质十分有利于构造规范正交尺度和子波 ;超高斯谱函数

的带宽主要取决于形状因子 ,时宽主要取决于超高斯谱的阶数 ,而时2频局域化特征仅与阶数有关.
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Abstract :　Class one and class two super2Gaussian spectrum functions are defined firstly in frequency domain ,and then their

explicit analytic expressions in time domain are deduced. Time operator and frequency operator are introduced to analyse the time ,fre2
quency and time2frequency localization characteristics of the aforementioned two new class of functions. Theoretical analysis and results

of numerical simulations show that :i) Time operator and frequency operator are very useful mathematical tool for time2frequency analy2
sis ;ii) The basic properties of super2Gaussian spectrum functions are useful in constructing orthonormal and almost orthonormal scaling

functions and wavelets ;iii) The bandwidth of super2Gaussian spectrum functions is decided mainly by their shape factor ;the time width

of super2Gaussian spectrum functions is controlled chiefly their order ; time2frequency localization characteristics of super2Gaussian

spectrum functions depend only on their order.
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1　引言
　　高斯函数 gσ( t)的 Fourier 变换 ĝσ(ω)仍然是高斯函数

gσ( t) =σ/ 2πexp ( -
1
2

(σt) 2) Ζ ĝσ(ω) = exp ( -
1
2

(ω/σ) 2)

(本文称 ĝσ(ω)为高斯谱函数) .高斯函数在信号分析和处理

中具有许多独特性能 ,比如在“测不准原理”中 ,不可能求得一

个具有小于或等于高斯函数作为窗函数的时2频面积 ,在这种

意义下 ,高斯函数是时2频局域化的“最优”窗函数[1 ,2 ] ;在计

算机视觉和子波构造方面 ,高斯函数也表现不俗 ,但基于高斯

函数构造的子波往往难以满足正交条件 [3 ] .文 [4～7 ]中减弱

“最优”窗限制 ,将高斯谱推广到超高斯谱情形 ,用于子波构

造 ,得到许许多多正交和几乎正交的尺度函数和母波 (即基子

波)函数 ,并且基于超高斯谱函数构造的子波为研究和评价各

种经典子波性能提供了一种可比照的工具和标准 [7 ] ,因此深

入探讨超高斯谱函数的基本性质 ,特别是其时2频局域化特征
是十分必要的.

2　超高斯谱函数
　　定义 1　第一类超高斯谱函数

1 ĝm
σ (ω) : = exp -

1
m
ω
σ

m

　σ, m∈R + (1)

式中 m称为超高斯谱函数的阶数 (当然它可以是非正整数) ,

σ称为形状因子.对应的时域函数1 gm
σ ( t)称为第一类超高斯

谱 (时域)尺度函数.

定义 2　第二类超高斯谱函数
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2 ĝm
σ (ω) : = exp -α

ω
σ

m

　α,σ, m∈R + (2)

式中α是独立于形状因子σ和阶数 m的参变量.对应的时域

函数2 gm
σ ( t)称为第二类超高斯谱 (时域)尺度函数 ,

对于阶数 m Ε 1来说 , 1 ĝm
σ (ω)和2 ĝm

σ (ω)是速降的 ,当 m

= 1时 ,对应双边指数谱 ;当 m = 2时 ,对应高斯谱 ;当 m ϖ ∞

时 ,对应矩形谱 ,即有

lim
m ϖ∞

1 ĝm
σ (ω) = lim

m ϖ∞
2 ĝm
σ (ω) = rect (

ω
2σ

) Ζσπ sin c (
σt
π ) (3)

故当 m不是很大时 ,对应的时域尺度1 gm
σ ( t)和2 gm

σ ( t)波形也

是速降的.这说明随着阶数 m 的增大 ,超高斯谱函数的频率

局域化特征越来越好 ,而时间局域化特征越来越有差.

定理 1　超高斯谱函数对应的时域 (即 Fourier反变换)尺

度函数为

1 gm
σ ( t) =

1
πt ∑
∞

k =0

( - 1) k

(2 k + 1) !
Γ 1 +

2 k + 1
m

m1/ mσt 2 k + 1 (4)

2 gm
σ ( t) =

1
πt ∑
∞

k =0

( - 1) k

(2 k + 1) !
Γ 1 +

2 k + 1
m
α- 1/ mσt 2 k + 1 (5)

式中Γ(·)为 Gamma函数.

证明 : ∵2 ĝm
σ ( - ω) = 2 ĝm

σ (ω) , cos (ωt ) = ∑k∈Z ( - 1) k

(ωt) 2 k/ (2 k) ! ,

∴2 ĝm
σ ( t) =

1
2π∫R 2 ĝm

σ (ω) ejωtdω=
1
π∫
∞

0
e - α(ω/σ) m

cos (ωt) dω

=
1
π ∑
∞

k =0

( - 1) k

(2 k) !
t2 k∫
∞

0
e - α(ω/σ) m

ω2 kdω

x =α(ω/σ) m
σ
πα1/ m∑

∞

k =0

( - 1) k

(2 k) !
(α- 1/ mσt) 2 k 1

m∫
∞

0
x

2 k + 1
m - 1 e - xdx

=
σ
πα1/ m∑

∞

k =0

( - 1) k

(2 k) !
(α- 1/ mσt) 2 k 1

m
Γ 2 k + 1

m

=
σt
πα1/ mt∑

∞

k =0

( - 1) k

(2 k) !
(α- 1/ mσt) 2 k 2 k + 1

(2 k + 1) m
Γ 2 k + 1

m

=
1
πt ∑
∞

k =0

( - 1) k

(2 k + 1) !
Γ 1 +

2 k + 1
m
α- 1/ mσt 2 k + 1

将α= 1/ m代入上式 ,式 (4)也得证.

定理 2　超高斯谱的积分面积和能量是有限的 ,即

1 ĝm
σ (ω) ,2 ĝm

σ (ω) ∈L1 ( R) UL2 ( R) (6)

且有

S1 (σ, m) =∫R 1 ĝm
σ (ω) dω= 2σm1/ mΓ(1 + 1/ m) (7)

S2 (α,σ, m) =∫R 2 ĝm
σ (ω) dω= 2σα- 1/ mΓ(1 + 1/ m) (8)

E1 (σ, m) =
1

2π∫R | 1 ĝm
σ (ω) | 2 dω=

σ
π ( m/ 2) 1/ mΓ(1 + 1/ m)

(9)

E2 (α,σ, m) =
1

2π∫R | 2 ĝm
σ (ω) | 2 dω=

σ
π (2α) - 1/ mΓ(1 + 1/ m)

(10)

证明 :∵∫
∞

0
e - x

m

dx =Γ 1 +
1
m

=
1
m
Γ 1

m
,

　　∴S1 (σ, m) =∫Rexp -
1
m
ω
σ

m

dω

x = 1
m |ω/σ| m

2 m ( 1
m

) - 1σ∫
∞

0
x (1/ m) - 1 e - xdx = 2σm1/ mΓ(1 +

1
m

)

同理可证式 (8～10) .

当 0 < m < ∞时 , 1 ΦΓ (1 + 1/ m) < ∞, lim
m ϖ∞

m1/ m = 1 ,

lim
m ϖ0

m1/ m = 0 ,对于有限的σ(在子波构造中通常取σ=π) ,由式

(7)和 (9)必有

0 < S1 (σ, m) < ∞;0 < E1 (σ, m) < ∞

且

lim
m ϖ0

S1 (σ, m) = 0 ; lim
m ϖ∞

S1 (σ, m) = 2σ

lim
m ϖ0

E1 (σ, m) = 0 ; lim
m ϖ∞

E1 (σ, m) = 1

对于 0 < α < 1 (在子波构造中取 α = αo = ( ln2 ) / 2≈

0134657[5 ,7 ]) , lim
m ϖ∞
α- 1/ m = 1 , lim

m ϖ0
α- 1/ m = ∞,则由式 (8)和 (10)

必有

0 < S2 (α,σ, m) < ∞;0 < E2 (α,σ, m) < ∞

且

lim
m ϖ0

S2 (α,σ, m) = ∞; lim
m ϖ∞

S2 (α,σ, m) = 2σ

lim
m ϖ0

E2 (α,σ, m) = ∞; lim
m ϖ∞

E2 (α,σ, m) = 1

从而式 (6)得证.

超高斯谱函数的积分面积和能量曲线如图 1所示.

显然 ,两类超高斯谱尺度1 gm
σ ( t)和2 gm

σ ( t)时域波形积分

面积恒为 1 ,而其时域能量等于其频域能量 E1 和 E2 ;从图 1

看出 ,当 m > 1 ,σ=π和α=α0 时 , E2≈1 ,这些条件对于构造

规范正交尺度和子波是十分有利的.

图 1　超高斯谱函数的积分面积和能量曲线

3　频率算子和时间算子

　　为了在时域计算频率函数和在频域计算时间函数 ,人们

引进了频率算子 W和时间算子 T[2 ] :

W = - j
d
dt

; T = j
d

dω

理所当然 , W和 T可以重复使用 ,用符号 Wn和 Tn 表示 ,也就

是

Wns ( t) = ( - j) n dn

dtns ( t) ; TnS (ω) = jn dn

dωnS (ω)

这两个算子均为埃米特 ( Hermitian)算子 ,即对于任何两

18第　1　期 袁　晓 :超高斯谱函数及其时2频局域化特征



个信号 s1 ( t) Ζ S1 (ω)和 s2 ( t) Ζ S2 (ω) ,有

∫R s 3
1 ( t) Ws2 ( t) dt =∫R s2 ( t) { Ws1 ( t) } 3 dt

∫R S 3
1 (ω) TS2 (ω) dω=∫R S2 (ω) { TS1 (ω) } 3 dω

(11)

用部分积分上述两个方程很容易证明.

定理 3[ 2] 　设 s ( t ) Ζ S (ω) ,则对任意一实函数 g ∈

L1 ( R)有

〈 g (ω)〉=∫R g (ω) | S (ω) | 2 dω=∫R s 3 ( t) g (W) s ( t) dt

(12)

〈 g ( t)〉=∫R g ( t) | s ( t) | 2 dt =
1

2π∫R S 3 (ω) g (T) S (ω) dω

(13)

使用时间算子和频率算子可以极大地简化我们的计算 ,

而且对研究和理解时、频局域化有着重要意义.

4　超高斯谱函数的时2频局域化特征

　　为了刻画一个非平凡窗函数 g ( t)的局域化特征 ,需要研

究| g ( t) | 2 和| G(ω) | 2 ,通常用它们的标准偏差来表征 g的

时、频局域化特征.

定义 3　函数 g ( t) Ζ G(ω)的时宽 T和带宽 B 分别定义

为[2 ]

T =Δt = [∫R ( t - < t > ) 2| g ( t) | 2 dt/ ‖g ( t) ‖2
2 ]1/ 2

B =Δω = [∫R (ω- <ω> ) 2| G(ω) | 2 dω/ ‖G(ω) ‖2
2 ]1/ 2

(当然也可定义为[1 ] T = 2Δt , B = 2Δω. )

定理 4　对于第一、第二类超高斯谱函数 ,其时宽、带宽

分别为

T1 =
m

2σ
2
m

1/ m

Γ 2 -
1
m

/Γ 1
m

1/ 2

, m > 1/ 2 (14)

T2 =
m

2σ
(2α) 1/ m Γ 2 -

1
m

/Γ 1
m

1/ 2

, m > 1/ 2 (15)

B1 =σ m
2

1/ m

Γ 3
m
Γ 1

m

1/ 2

(16)

B2 =
σ

(2α) 1/ m Γ
3
m
Γ 1

m

1/ 2

(17)

证明 :因为1 gm
σ ( t)和1 ĝm

σ (ω)均为偶函数 ,它们的中心均

在原点 ,因而 < t > = 0 , <ω> = 0 ,故有

T1 = ∫R t2| 1 gm
σ ( t) | 2/ ‖1 gm

σ ( t) ‖2
2

1/ 2

(18)

B1 = ∫Rω2| 1 ĝm
σ (ω) | 2/ ‖1 ĝm

σ (ω) ‖2
2

1/ 2

(19)

直接在时域计算式 (18)是十分复杂的 ,因为除 m = 1、m

= 2和 m ϖ∞以外 ,1 gm
σ ( t)是一个无穷级数之和 ,不可能得到

简明的解析表达式.

应用定理 3和时间算子 T的埃米特性质有

　　∫Rt2| 1 gm
σ ( t) | 2 dt =

1
2π∫R { 1 ĝm

σ (ω) } 3 TT 1 ĝm
σ (ω) dω

=
1

2π∫R { T 1 ĝm
σ (ω) } { T 1 ĝm

σ (ω) } 3 dω

=
1

2π∫R
d

dω1 ĝm
σ (ω)

2

dω

=
1

2π∫R (
ωm - 1

σm ) 2 e - 2
m|
ω
σ|

m

dω

=
1
πσ2 m∫

∞

0
ω2 m - 2 e - 2

m
(
ω
σ)

m

dω

x = 2
m

(ωσ) m

1
2π

m
2σ

2
m

1/ m

Γ 2 -
1
m

(20)

再由 Parseval定理得

‖1 gm
σ ( t) ‖2

2 =
1

2π‖1 ĝm
σ (ω) ‖2

2 =
σ
π

m
2

1/ m 1
m
Γ 1

m

(21)

将上两式代入式 (18)即得

　　T1 = ∫R
d

dω1 ĝm
σ (ω)

2

dω ‖1 ĝm
σ (ω) ‖2

2

1/ 2

=
m

2σ
2
m

1/ m

Γ 2 -
1
m
Γ 1

m

1/ 2

(22)

式 (14)即得证.

将式 (21)和∫Rω2 | 1 ĝm
σ (ω) | 2 dω=

2
m
σ

(2α) 1/ m

3

Γ 3
m

代入式 (19) ,式 (16)得证.

同理可证式 (15)和式 (17) .

由定理 4知 :当 m = 1/α时 , T1 = T2 , B1 = B2 .

取σ=π,α=α0 = (ln2) / 2[5 ,7 ]时 ,两类超高斯谱函数的带

宽和时宽曲线分别如图 2和图 3所示 .从图看出 :当 m Ε 1/α

时 ,第一类超高斯谱函数的时间局域化特征略微优于第二类

超高斯谱函数 ,而第二类超高斯谱函数的频率局域化特征好

于第一类超高斯谱函数.

分析定理 4 ,我们惊奇地发现 ,有如下重要结论 :

定理 5　对于 (第一类、第二类)超高斯谱尺度函数 ,其阶

数 m必须满足 m > 1/ 2 (23)

　　图 2　带宽 B 曲线　　　　　　　　　　图 3　时宽 T曲线　　　　　　　　　图 4　时2频局域化特征μ曲线
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　　这是式 (14)和式 (15)成立的必要条件 ,因为 Gamma函数

Γ( x)的自变量必须满足[8 ] : x > 0.

窗函数 g ( t)的时宽 T和带宽 B 在时2频相空间确定了一
个分析单元 ,其面积的大小完全刻画了该窗函数的时 2频局域
化特征μ: = BT≥1/ 2.

由定理 4立即有如下推论 .

推论 1　两类超高斯谱函数具有相同的时2频局域化特
征μ且仅与阶数 m有关 ,而与其它参变量无关

　　　μ=μ( m) =
1
2
Γ 3

m
Γ 2 -

1
m

1/ 2

Γ 1 +
1
m

,

m > 1/ 2　　(24)

超高斯谱函数的时2频局域化特征曲线如图 4所示.从该

图看出 :

μΕμ(2) = 1/ 2 (25)

比较分析图 2、图 3和图 4得出 ,超高斯谱函数的时2频局
域化特征μ主要取决于其时间局域化特征 T.

5　结束语

　　超高斯谱函数及其对应的时域尺度函数均具有简明的解

析表达式 ,它们的能量 E≈1 ,而时域积分面积恒等于 1 ,这些

特性对于构造规范正交尺度和子波是十分有利的.

当 m Ε 1/α时 ,第一类和第二类超高斯谱函数的基本特

性几乎相同 ,当 m < 1/α时 ,两类谱函数产生了显著差异 ;当

m Ε 1/α时 ,第一类超高斯函数的时间局域化特征略微优于

第二类超高斯谱函数 ,而第二类超高斯谱函数的频率局域化

特征好于第一类超高斯谱函数.

超高斯谱函数的带宽 B 主要取决于形状因子σ,时宽 T

主要取决于超高斯谱的阶数 m ,而其时2频局域化特征μ仅与
阶数 m有关 ,与参变量α和形状因子σ无关 :μ=μ( m) .

时间算子 T和频率算子 W对于时2频分析是两个很有用
的数学工具 ,使用时间算子极大地简化了我们对超高斯谱函

数的时间局域化特征和时2频局域化特征的解析分析和快速
计算.这些结果对于基于超高斯谱函数的尺度和子波构造具

有重要的指导意义.
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