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　　摘　要 :　将传统意义下的整数阶微分运算拓展到非整数阶微分情形 ,直接仿照整数阶微分在时域的极限定义形

式是很困难的.本文从分析微分运算的频域形式着手 ,将微分算子分解成幅度算子和相位算子 ,并将其与子波变换特

征进行比照研究 ,从而解决了非整数阶微分的拓展问题 ,同时也得到了微分运算与子波变换的内在联系 ,为非整数阶

微分计算提供了一种逼近方式.文中提出了幅度算子、广义 Hilbert 变换等新概念并重点探讨了基于非整数阶微分运

算的子波构造及其局域化特征等问题.
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Abstract :　This paper investigates the topic of non2integral order differentiation. Following directly the limit definition of the

classical integral order differentiation in the time2domain ,it is difficult to expand the classical differential operation from the integral

order case to the non2integral order case. Based on the expression of differential operation in the frequency domain ,and wedding it to

the wavelet transform ,the non2integral order differential problem was solved in this paper. Meanwhile the inherent law between the non2
integral order differential operation and the wavelet transform was discovered ,and an approximate approach for computing the non2inte2
gral order differentiation was given. In this paper we introduce some new concepts ,such as the magnitude operator and the generalized

Hilbert transform etc ,thereby study emphatically the construction and the localization characteristics of wavelet which is based on the

non2integral order differentiation of a low2pass function.
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1　引言
　　现代信号分析与处理的本质可以用一个“非”字高度概

括 :研究和分析非线性、非因果、非最小相位系统、非高斯、非

平稳、非整数维 (分形)信号和非白色的加性噪声 ,以及分数

(非整数阶)傅里叶变换等[1 ,2 ] .描述、分析和处理这些“非”问

题 ,就必须创造和采用新的手段 ,或者拓展原有的分析技术方

法.

微分运算是一种基本的数学运算 ,在信号分析与处理等

领域得到广泛应用 ,特别在信号的奇异性检测和提取方面具

有特殊的作用 ,比如电力故障检测、电分析化学信号处理、子

波构造等方面更是不可缺少的数学运算工具 [3～8 ] .我们常用

的微分运算 ,微分方程等使用的都是整数阶 ,一阶微分、二阶

微分⋯.然而许多事物、自然现象 ,例如许多“非”问题和现象

是难以用整数阶微分方程进行描述和刻画的.为了顺应“非”

问题现象的研究和理解 ,将整数阶微分运算拓展到非整数阶

情形 ,无论在理论上 ,还是在应用中 ,都很有意义和必要的.

本文主要目的有三 :11探讨非整数阶微分运算问题及其
技术实现 ;21非整数阶微分运算的一个简单应用———子波构
造 ;31微分运算与子波变换的内在联系.

2　整数阶微分算子与卷积运算

　　对于任一能量型函数 (或信号) f ( t) ∈L2 ( R) ,设其 Fourier

变换为 f̂ (ω) =∫Rf ( t)·e - iωt dt .根据 Plancherel定理有 f̂ (ω) ∈

L2 ( R) .
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　　函数 f ( t)的一阶微分

Df ( t) = f′( t) =
df ( t)

dt
= lim
Δt→0

Δf
Δt

= lim
Δt→0

f ( t +Δt) - f ( t)
Δt

(1)

的 Fourier变换为

D ( f ) (ω)
∧

= ( iω) f̂ (ω) = d̂ (ω) ·̂f (ω) (2)

可见微分算子 D是符号为

d̂ (ω) = iω= |ω| ·[isgn (ω) ]

(L2上)的乘子 (算子) . d̂ 是一个纯虚函数 ,由复数的指数表

示法 ,可改写成

d̂ (ω) = â (ω)·exp[ iθ(ω) ]

â (ω) = |ω| ,θ(ω) =
π
2

sgn (ω)
(3)

式中 sgn (·)是符号函数 , â (ω)和θ(ω)分别是 d的幅度谱和

相位谱.

对 d̂ (ω)进行 Fourier反变换得乘子 d的时域表示形式

d ( t) =
1

2π∫
∞

- ∞
d̂ (ω)·eiωtdt = - a ( t) 3 1

πt
(4)

式中 a ( t)是 â (ω)的 Fourier反变换[9 ] :

â (ω) Ζ a ( t) =
1

2π∫
∞

- ∞
|ω| ·eiωt dω= -

1
π·

1
| t| 2 (5)

由式 (4) 、(5)得

Df ( t) = f ( t) 3 d ( t) = - f ( t) 3 [ a ( t) 3 1
πt ] (6)

写成算子形式为

Df ( t) = - A [ Hf ( t) ] = - AHf ( t) = - A f ( t) (7)

式中 A是符号为 â (ω) = |ω|的 (奇异)乘子 (算子) :

Af ( t) = f ( t) 3 [ a ( t) ] = -
1
π∫
∞

- ∞

f ( x)

| t - x| 2 dx (8)

H是 Hilbert变换 (HT)算子[9 ,10 ] :

f ( t) = Hf ( t) = f ( t) 3 1
πt =

1
π∫
∞

- ∞

f ( x)
t - x

dx (9)

显然算子 A和 H是可交换的 ,即有

D = - AH = - HA

式 (3)表明 , (一阶)微分运算不但改变原函数 f 的幅度 ,

而且也改变其相位.对幅度来说 ,微分运算的作用是 :提升放

大高频成分 (这就是微分运算对高频奇异信息的敏感特性) ,

抑制减小低频成分 (这就是微分运算对低频慢变信息的衰减

特性) ,而对直流完全不起作用 ,这些特点正好与子波变换的

特性 (对高频奇异信息的“显微”能力、对低频慢变信息的“概

括”能力和对直流完全不起作用)十分相似的.对相位来说 ,微

分运算的作用就是进行一次 HT再反号.式 (6)～ (9)表明 ,在

时域 , (一阶)微分运算是对函数或信号 f ( t)的一种局域化处

理 ,这正好与子波变换的局域化处理要求是一致的.上述对比

分析表明 ,微分运算和子波变换具有某种必然的内在联系.因

此微分运算广泛用于子波构造就不足为奇了 ,例如Mexican帽

子波就是高斯函数的二阶微分.

假设 f ( t)的 k ( = 1 ,2 , ⋯)阶微分

f ( k) ( t) = Dkf ( t) =
dkf ( t)

dtk

存在 ,则其 Fourier变换为

( Dkf ) (ω)
^

= ( iω) kf̂ (ω) = d̂k (ω) ·̂f (ω) (10)

k阶微分乘子函数 d̂k (ω)的指数形式为

d̂k (ω) = âk (ω)·exp[ iθk (ω) ]

âk (ω) = |ω| k ,θk (ω) =
kπ
2

sgn (ω)
　k∈Z + (11)

容易验证算子 Ak = Ak和 HkHk 是可交换的

Dk = Dk = ( - 1) kAkHk = ( - 1) kHkAk = ( - 1) kHkAk

从以上分析得知 :可微函数 f 的微分运算可转化分解成

对 f 幅度的卷积运算 (对应算子 Ak = Ak)和对相位的高阶 HT

(对应算子 Hk = Hk) .从时域角度来看 ,算子 Ak 和 Hk 的作用

均是对 f 进行时间局域化处理.随着阶数 k的增高 ,这种时间

局域化处理越来越强烈.

3　非整数阶微分与广义 Hilbert变换

　　前面讨论的是函数 f 的 (正)整数阶微分运算 f ( k) ( t)及

其算子 Dk ,即 k∈Z + .能否将整数阶微分运算拓展到非整数

情形呢 ?即对于一个 m阶可微能量型实函数 (或信号)

f :| Dkf ( t) | = | f ( k) ( t) | < ∞, k = 1 ,2 , ⋯, m , m∈Z + (12)

存在 (正)实数υ∈(0 , m ]有算子 Dυ使得条件 :

①有界性　| Dυf ( t) | = | f (υ) ( t) | < ∞,υ∈(0 , m ] ;

②连续性　lim
υ

1
→υ

2

Dυ
1
f ( t) = Dυ

2
f ( t) 　υ1 ,υ2∈(0 , m ] ;

③实质性　Dυf ( t) ∈R ,υ∈(0 , m ]

成立.

显然当υ为正整数 ,即υ= k , k = 1 ,2 , ⋯, m时 ,就应当得

到通常意义上的整数阶微分运算 f ( k) ( t)及其算子 Dk .

根据上节关于整数阶微分运算的讨论 ,上述拓展在频域

是容易做到的 :

( Dυf ) (ω)
^

= ( iω)υ·̂f (ω) = d̂υ(ω) ·̂f (ω) (13)

式中乘子 d̂υ(ω)在频域的指数形式为

d̂υ(ω) = âυ(ω)·e iθυ(ω) = âυ(ω) ·̂pυ(ω)

âυ(ω) = |ω|υ,θυ(ω) =
υπ
2

sgn (ω)
　υ∈(0 , m ] (14)

乘子 dυ的时域形式为

dυ( t) = aυ( t) 3 pυ( t)

其中 (参见《数学手册》[9 : p568 ])

aυ( t) =
1

2π∫
∞

- ∞
â (ω)·eiωtdω= -

1
πsin
υπ
2
Γ(υ+ 1)

| t|υ+ 1

(υ≠0 ,2 ,4 , ⋯, - 1 , - 3 , ⋯) 　(15)

(式中Γ(·)为 Gamma函数[9 ,11 ]) ,

pυ( t) =
1

2π∫
∞

- ∞
eiθυ(ω)·eiωt dω= cos

υπ
2
·δ( t) - sin

υπ
2
·1
πt

(16)

从而式 (13)在时域等价形式为

Dυf ( t) = f ( t) 3 dυ( t) = f ( t) 3 aυ( t) 3 pυ( t) (17)

写成算子形式为

Dυf ( t) = AυPυf ( t) = PυAυf ( t) (18)

算子 Aυ仅对 f 的幅度起作用

Aυ:Aυf ( t) = f ( t) 3 aυ( t)
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= -
Γ(υ+ 1)
π ·sin

υπ
2∫
∞

- ∞

f ( x)

| x - t|υ+ 1 dx ,υ∈[0 , m ]

(19)

而算子 Pυ仅改变 f 的相位 ,且有 :

Pυf ( t) = f ( t) 3 pυ( t) = f ( t) 3 [cos
υπ
2
·δ( t) - sin

υπ
2
·1
πt ]

= cos
υπ
2
·If ( t) - sin

υπ
2
·Hf ( t)

= cos
υπ
2
·f ( t) - sin

υπ
2
·f ( t)

因此相位算子 Pυ可分解成两部分 :

Pυ= cos
υπ
2

I - sin
υπ
2

H ,υ∈R + (20)

其中 I : If ( t) = f ( t)是恒等算子 , H为式 (9)定义的 HT算子 ,

满足实值性条件③.

显然 ,幅度算子 Aυ和相位算子 Pυ均是实算子 ,从而保证

非整数阶微分算子 Dυ也是实算子 ,满足实质性条件.

根据式 (19)和 (20)容易验证 :幅度算子 Aυ和相位算子 Pυ

关于变量υ∈R +是连续变化的 ,从而使得非整数阶微分算子

Dυ关于变量υ∈R +也是连续变化的 ,从而保证条件 ②,也即

连续性成立.

广义 Hilbert变换 　对于整数 (高)阶 Hilbert (变换)算子

Hk = Hk , k∈N中的 k ,如果换成实数υ∈[0 , ∞) ,得到的算子

Hυ= Hυ对应的乘子函数是

ĥυ(ω) = [ - isgn (ω) ]
υ= e - iθυ(ω) = cos

υπ
2

- isin
υπ
2
·sgn (ω)

(21)

因此算子 Hυ可分解成如下形式

Hυ= cos
υπ
2

I + sin
υπ
2

H ,υ∈[0 , ∞) (22)

当实数υ取正整数时 ,就得到通常意义下的 HT算子 ,并且算

子 Hυ关于υ是连续的 ,因此本文称式 (22)所定义的算子 Hυ

为广义 HT算子 ,相应的变换

　　Hυf ( t) = cos
υπ
2

If ( t) + sin
υπ
2

Hf ( t)

= cos
υπ
2
·f ( t) + sin

υπ
2
·f ( t) ,υ∈[0 , ∞) (23)

称为函数 f 的广义 Hilbert变换.

由式 (14)和 (21)知 p̂υ (ω) = ĥ 3
υ (ω) ,因此本文称由式

(20)所给定的相位算子 Pυ为广义共轭 Hilbert算子 ,所确定的

变换为函数 f 的广义共轭 HT.其实 ,算子 Hυ和算子 Pυ是互

为共轭的 ,它们都是仅对函数的相位施行变换 ,因此可统称它

们为广义 Hilbert (变换)算子.

函数 cosωot的广义 HT和广义共轭 HT换分别是

Hυcosωot = cos
υπ
2
·cosωot + sin

υπ
2
·sinωot = cos (ωot -

υπ
2

) ,

Pυcosωot = cos
υπ
2
·cosωot - sin

υπ
2
·sinωot = cos(ωot +

υπ
2

)

对于高斯函数

g ( t) =
1

2π
exp -

t2

2
Ζ ĝ (ω) = exp ( -

ω2

2
)

一阶 HT为

g ( t) = Hg ( t) =
1
π∫
∞

0
exp ( -
ω2

2
)·sin (ωt) dω

显然 g ( t)是连续有界的奇函数 ,因此高斯函数的任意阶广义

HT和广义共轭 HT为

Hυg ( t) = cos(
υπ
2

)·g ( t) + sin (
υπ
2

)·g ( t)

Pυg ( t) = cos(
υπ
2

)·g ( t) - sin (
υπ
2

)·g ( t)

　υ∈R

图 1　高斯函数 g ( t)的广义 Hilbert变换 : Hv[ g ( t) ]和 Pv[ g ( t) ]

4　基于微分运算的子波构造

　　以上论述表明 ,对于任意一个可微的低通函数 <( t) ∈L2

( R) Ζ <̂(ω)进行微分运算 <(υ) ( t) = Dυ[ <( t) ] ,均能得到一

个满足允许性条件的 (母)子波.

ψυ( t) = <(υ) ( t) Ζψ̂υ(ω) = (iω)υ<̂(ω) 　υ∈R + (24)

如果函数 <( t)是实函数 ,则ψυ( t)也是实函数.

在时域求解ψυ( t) = Dυ[ <( t) ] = AυPυ[ <( t) ]需要计算奇

异积分 ,通常这是比较困难的.然而对于具有良好时间局域化

特征 ,特别是紧支的低通函数 <( t) ∈L2 ( R) (甚至对于一个不

光滑的函数) ,其频谱 <̂ (ω)却是容易得到的 ,对 ψ̂υ (ω) =

(iω)υ<̂(ω)进行 Fourier反变换就能容易求出ψυ( t) .

例如对于最简单的 Haar (尺度)函数 <H ( t) = rect ( t) Ζ <̂H

(ω) = sinc (ω/ 2) ,则有

　　ψHυ( t) = <(υ)
H ( t) =

1
2π∫
∞

- ∞
(iω)υsinc (ω/ 2)

·exp (iωt) dω,υ∈[0 ,1 ] (25)

显然当υ= 1时 ,ψH1 ( t) = <(1)
H ( t) =δ( t + 015) - δ( t - 015) .

Harr函数的非整数阶微分 <(υ)
H ( t) :υ= 0 ,1/ 16 ,1/ 8 ,1/ 4 ,1/ 2 ,1

曲线如图 2所示.

更进一步假设 <( t)为实偶函数 ,则其频谱 <̂ (ω)也是实

偶函数 ,故有

　　　ψυ( t) =
1

2π∫
∞

- ∞
(iω)υ<̂(ω) exp (iωt) dω

=
1
π∫
∞

0
|ω|υ<̂(ω) cos (ωt +

υπ
2

) dω (26)

因此 ,只要低通函数 <在频域也具有良好的 (频率)局域

化特征 ,使得|ω|υ| <̂(ω) | ,υ∈R +可积 ,就能用式 (26)求解出

低通函数 <的非整数阶微分 <(υ) ( t) ,相应地得到一个 (母)子

波ψυ( t) .

Shannon尺度函数 <S ( t) = sinc (πt) Ζ <̂S (ω) = rect (ω/ 2π)
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图 2　Haar尺度函数的非整数阶微分曲线图 :0 ΦυΦ1

图 3　子波ψsυ的幅谱变化图

的时间局域化特征很差 ,但其频率局域化特征极端的好 , <̂S

(ω)是紧支的.在时域 , <S ( t)充分光滑 ,它存在任意阶微分 :

<(υ)
S ( t) Ζ <̂(υ)

S (ω) = (iω)υrect (
ω
2π

) ,υ∈(0 , ∞)

随着阶数υ的增高 , <(υ)
S 的能量急剧增大 ,因此我们进行能量

归一化处理 ,取相应的子波ψSυ的频谱函数为ψ̂Sυ(ω) = E - 1

<̂(υ)
S (ω) ,其中 E = [

1
2π∫
∞

- ∞
| <̂(υ)

S (ω) | 2 dω] - 1/ 2 = (2υ+ 1) - 1/ 2

πυ是能量归一化因子 ,则有

ψ̂Sυ(ω) = 2υ+ 1 ( iω
π )υrect (

ω
2π

) (27)

当υ= 1/ 8 ,1/ 4 ,1/ 2 ,1 ,2 ,4 ,8时 , | ψ̂Sυ(ω) | ,ω∈[0 , ∞)曲线如

图 3所示.从该图中看出 ,随着 (微分)阶数υ的增高 ,ψSυ的频

率局域化特征越来越好 ,但其时间局域化特征却越来越差 (这

一点似乎与微分运算的时间局域化处理相矛盾) .由式 (27)有

lim
υ→∞
ψ̂Sυ(ω) = [isgn (ω) ]

υ
{δ(ω+π) +δ(ω- π) }

lim
υ→∞
ψSυ( t) = Pυ[cos (πt) ] = cos(πt +

υπ
2

)

Haar函数 <H和 Shannon尺度函数 <S 是两个互相对立的

极端情形 ,它们本身及其微分的时2频局域化特征都极端的
差.为了用微分运算由低通函数 <构造具有良好时间、频率

域化特征的子波ψυ, <也应当具有良好的时间、频率局域化

特征.一种好的选择是取低通光滑函数 <为具有最佳时2频局
域化特征的高斯谱函数[12 ,13 ] .取 <̂(ω) = exp ( - ω2/ 2) ,则有

<(υ) ( t) =
1
π∫
∞

0
|ω|υexp ( -

ω2

2
) cos (ωt +

υπ
2

) dω

当υ= 0 ,1/ 16 ,1/ 8 ,1/ 4 ,1/ 2 ,1时 , <(υ) ( t)曲线如图 4所示.从

该图中看出 ,当微分阶数较小时 :0 <υΦ1/ 2 ,ψυ( t)似一“孤

波”:有一个急速变化的高耸“正峰头”,然后拖着一个缓慢衰

减的细长“负尾巴”,但整个时域波形的积分为零 ,即 <(υ) ( t)

具有波动性 ,而当阶数υ超过 1/ 2后 ,随着υ的增大 ,这个“尾

巴”迅速缩短并逐渐消失.再观察分析图 2 ,也看到同样的现

象.这似乎与一些神经脉冲波形很相似.

图 4　高斯函数的非整数阶微分曲线图

对 <(υ)进行能量归一化处理 ,取子波ψGυ的频谱函数为

ψ̂Gυ(ω) = [2π/Γ(υ+
1
2

) ]1/ 2 <̂(υ) (ω) (28)

并代入式 (26)中则有

ψGυ( t) =
2

πΓ(υ+
1
2

)
∫
∞

0
|ω|υe - ω2

/ 2cos (ωt +
υπ
2

) dω

(29)

由式 (28) 、(29)可得子波ψGυ的频率局域化特征 (即功率

谱 1
2π| ψ̂Gυ(ω) | 2的标准偏差[12 ,13 ]) B (υ) 、时间局域化特征 (即

时域能量|ψGυ( t) | 2 的标准偏差) T (υ)和时2频局域化特征μ
(υ) = B (υ)·T (υ) .基于高斯函数微分运算能构造出许多具

有良好局域化特征的子波[15 ] .

微分运算与子波变换 　给定一光滑实偶函数 < ( t) Ζ <̂

(ω) ,满足低通条件∫
∞

- ∞
<( t) dt = 1 ,则应用微分运算可构造

出能量规范子波

ψυ( t) = E - 1 (υ) Dυ[ <( t) ] Ζψ̂υ(ω) = E - 1 (υ) (iω)υ<̂(ω)

(30)

(式中能量归一化因子 E(υ) = {∫
∞

- ∞
| Dυ[ <( t) ] | 2 dt} 1/ 2) .对

于任意实信号 f ( t) ,在尺度 s > 0下的子波变换定义为

Wf ( s , t) = f ( t) 3ψυs ( t) =∫
∞

- ∞
f ( t -τ)·1

s
ψυ(
τ
s

) dτ

(31)

其中ψυs ( t) =
1
s
ψυ( t

s
) .

由式 (30) 、(31)和卷积性质[9 ,10 ,14 ]立即可得

Dυ[ f ( t) 3 <s ( t) ] =
E(υ) Wf ( s , t)

sυ
(32)

式中 <s ( t) =
1
s

<( t
s

) ,根据实分析理论可知 <s 是一个恒等

逼近核 ,即有[9 ,14 ]

lim
s→0

[ f ( t) 3 <s ( t) ] = f ( t)

从而得到
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Dυ[ f ( t) ] = lim
s→0

E(υ) Wf ( s , t)

sυ
(33)

这就是微分运算与子波变换之间的内在联系.

5　结束语

　　将通常意义下的整数阶微分运算拓展到非整数阶微分情

形 ,直接仿照整数阶微分在时域的极限定义形式 (一阶微分定

义见式 (1) )是很困难的 ,并且也不知从何入手.本文从分析微

分运算的频域形式着手 ,将微分算子 D分解成幅度算子 A 和

相位算子 P(即共轭 HT算子) ,从而容易地得到了非整数阶微

分运算的时域卷积形式 (见式 (17) ) ,这具有重要的理论意义 ,

它表明非整数阶微分确实存在并有可能计算出来.文中我们

研究了三个典型函数 : Haar (尺度)函数、Shannon尺度函数和

高斯函数 g的非整数阶微分情况 ,其结果表明本文提出的拓

展方法是合理和可行的.

式 (33)是本文研究的一个重要结果 ,它不但给出了微分

运算与子波变换的内在联系 ,而且同时也给出了非整数阶微

分在时域的 (一种)极限定义形式.式 (32)则给出了非整数阶

微分运算的一种简单可行的逼近技术 ,同时它也表明可以将

微分技术与子波变换融合在一起.

关于非整数阶微分的研究 ,本文的工作仅仅是一个初步

尝试 ,还有许多问题需要进一步探讨 (比如非整数阶微分的几

何解释、物理意义、快速数值算法以及摸拟电路实现等课题) ,

也许还有更好、更先进的拓展方法等待着人们去发现和研究.

祝贺虞厥邦教授七十华诞.
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