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� � 摘 � 要: � 本文提出了一种稳定分布白噪声的概念及其判断标准, 对传统意义上的白噪声进行了广义化,提出了

一种非线性系统中稳定有色的噪声概念并建立其非线性 PAR模型, 提出 EIRLP 算法对多项式自回归稳定有色噪声的

模型参数进行估计,并探讨了其白化方法. 计算机模拟表明, 这种算法是一种在高斯和分数低阶稳定分布噪声条件下

具有良好韧性的白化滤波方法.
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Abstract: � This paper briefly proposes a new different spectral density from power spectrum density of the second order process�

es, thus we can get a new concept of stable white noise based on covariation spectrum, and a method of whitening in nonlinear system

under alpha�stable conditions. Simulation and analysis show that the method is robust and generalizes the conventional whitening filters

based on second order statistics.
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1 � 引言

� � 长期以来,关于随机信号理论的研究主要局限于高斯分

布情况下的二阶统计量. 然而, 在诸如水声、雷达、通信、语音

信号和生物医学信号处理等领域的实际应用中, 许多随机信

号是非高斯分布的. �稳定分布[ 1, 2]是一种广义的高斯分布,

其概念最先是由利维(Levy)于 1925年在研究广义中心极限定

理时提出的 ,直到 1993 年, 经由 Shao 和 Nikias 的论文[ 2] , �稳

定分布的概念和理论才在信号处理领域得到重视. �稳定分

布的统计特性由其特征函数的四个参数来决定. 概率密度函

数没有统一的封闭表达式,但它的特征函数存在统一的形式

�( t)= exp{ j t - !| t |
�
[ 1+ j∀sgn( t ) #( t, �) ] } (1)

其中, #( t, �)= tan
�∃
2
( �� 1) , #( t, �) =

2
∃

log| t | ( �= 1) . �是

特征指数(0< � 2) ,控制着随机过程的脉冲程度, �愈小脉冲

性愈强,当 �= 2 时,�稳定分布与高斯分布完全相同, 高斯分

布是 �稳定分布的特例; ∀是对称系数, ∀= 0 时表示对称分

布, 记为 S�S ( symmetry��stable distribution) , !是分散系数,类似

于高斯分布的方差;  为位置参数,对应于均值或中值.

有色噪声的白化问题,除了输入高斯白噪声通过线性系

统得到的信号白化的理论方法得到解决外, 其他输入信号与

系统的情况均未得到很好的解决. 其中包括输入为非高斯白

噪声的情况, 所对应的系统则可能为线性的和非线性的. 在文

献[ 1] 中, Nikias 与 Shao 曾首次提出了 ! 稳定白噪声 ( stable

white noise) ∀的概念, 但并未就其定义、特征、性质做任何说

明, 在此前及此后的诸多文献中,尚未见到稳定白噪声的类似

研究报道. 稳定白噪声、稳定有色噪声及其白化问题在统计信

号处理领域尚没有相关的研究报道.

2 � 稳定分布白噪声

� � �稳定分布是唯一的一类构成独立同分布随机变量之和

的极限分布, 它比高斯分布有更广泛的适用性. 除了高斯分布

和 Cauchy分布外, 其他的概率密度分布没有明确的表达式,

其概率密度曲线具有很长的拖尾. 若随机信号的特征指数为

�,则只有阶数小于 �阶的统计矩是有限的
[ 1~ 3]

. 因此不存在

诸如自相关、协方差之类的有限的二阶统计量.

根据文献[ 4~ 6] ,对于一个严平稳复 S�S 过程{ x ( t) ; -

# < t< # } (0< � 2) , 总存在如下一种谱表示:
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x ( t) = ∃
#

- #
ejt#d%( #) , � - # < t< # (2)

其中 %( #)为 S�S 过程, 且其独立增量满足如下关系[ 7] :

{E | d%( #) |
p
}
�/ p

= C( p , �) & ( #) d#, � 0< p < � (3)

其中 C(p ,�)为依赖于 p 与�的常量, & ( #)为 x ( t )的一种称

作谱密度的非负函数, 当 �= 2 时, 谱密度 & ( #)就是对应高

斯过程的功率谱, 0< �< 2时, 谱密度 & ( #)并不表示 x ( t)的

功率谱, 但在一些如线性预测与滤波[ 8]的应用中, 它起着和

功率谱类似的作用。当且仅当 %( #)具有全向或者旋转不变

增量,即增量过程 ej∋d%( #)的分布不依赖于旋转量 ∋时, 过程

{ x ( t) }为严平稳过程, 并且有如下共变函数( covariation func�
tion)的表达式:

[ x ( t) , x ( s ) ] �=
def

∃
#

- #
ej ( t- s) #& ( #) d# (4)

稳定分布过程的共变函数与二阶过程的协方差函数有着同样

的意义, 它与谱密度 & ( #)构成一个傅立叶变换对. 因此, 根

据文献[ 1] , [ 2]中共变函数的定义

(x ( ))= [ x ( t ) , x ( t+ )) ] �=
E( x ( t) x ( t + ))%p - 1&

E ( | x ( t + )) | p )
!x ( t+ ))

(5)

其中(∋)%p&= | ∋ | p - 1(∋ ) * ,我们可以建立一种全新的不同于

高斯白噪声的稳定分布白噪声的概念及判断准则: 当且仅当

共变函数 (x( ))满足 (x ()) = !x∗())时, 其中 ∗())是冲激函

数, { x ( t) }为稳定分布白噪声过程.共变函数是对二阶过程的

自相关函数的广义化, 对共变函数 (x ( ))进行傅立叶变换可

以得到一种分数阶谱 ( 共变谱(covariation spectrum) :

Cx ( j#)= ∃
#

- #
(x ()) e

- j)#d# (6)

在式( 6)中,若将共变函数换成自相关函数, 则得到功率谱密

度函数, 因此,二阶过程的功率谱是共变谱的特例, 共变谱是

功率谱的广义化形式. 图 1 表示一个稳定分布白噪声序列与

有色噪声序列及其各自的共变谱.

3 � 多项式自回归稳定有色噪声

� � 最常用的线性模型是自回归模型 ( AR)模型, 因为任何

ARMA 或MA过程都可以用无穷阶的 AR 过程表示, 而且 AR

过程的参数估计比较简单. 线性稳定分布过程中最常用的具

有无穷方差的模型是自回归 S�S 过程, 其可表示为
[1, 2]

:

x ( n)= a1x ( n- 1)+ )+ aPx ( n- P)+ +( n)= xT( n) a+ +( n)

(7)

其中, x( n) = [ x ( n - 1) , x ( n - 2) , ), x ( n- P ) ] T , a= [ a1,

a2, ), aP ]
T , +( n)是一个特征指数为 �, 分散系数为 !的独立

同分布的 S�S 分布过程.

然而, 在许多实际应用中,要研究的信号是由一些非线性

动态系统产生的. 此外, 即使存在一个适当的线性模型,线性

系统的定义方法也会导致模型有过多的参数. 一些生物医学

信号如 EEG、ECG 以及一些地理信号能更好地用非线性自回

归( NAR)过程表示[ 9] ,其模型的一般表达式为:

x ( n) = f [ x ( n- 1) , x ( n- 2) , ), x ( n- k) , +( n) ] (8)

这里 f (∋)是非线性函数, +( n)是一个独立同分布随机变量序

列. 有一种广泛使用的基于 Volterra级数展开的 NAR 模型, 称

为多项式自回归( PAR)模型[ 10, 11] ,可以表示为:

x ( n)= ∗
i

a ( 1)i x ( n- i )+ ∗
i

∗
j

a ( 2)i, jx ( n- i) x ( n- j ) + )+

∗
i, )

a ( K)i , )x ( n- i ) ) x ( n- k) + )+ +( n) (9)

多项式自回归模型已成功应用于非线性系统建模中[ 12] , 每个

线性系统都可以用一个无穷阶的线性 AR模型表示[ 13] .同样

的, 也可以证明每一个使用 Volterra级数展开的非线性系统都

可以用无穷阶的 PAR模型表示[ 14] .

在传统的信号模型建立中,通常认为激励 +( n)是独立同

分布的高斯白噪声过程, 这种假设在许多情况下是合理的. 但

是, 对于稳定分布过程,高斯激励的模型就不再适用.而且, 有

些信号具有一些不能由高斯激励提供的特性,如偏斜性, 而高

斯模型具有对称联合分布.如果考虑激励 +( n)为一个稳定分

布白噪声过程, 过程 x ( n )可以看成由输入 +( n )作用于一个

非线性系统产生的, 过程 x ( n)一般将是多项式自回归稳定有

色噪声.

4 � PAR稳定有色噪声的参数估计

4�1� AR 稳定有色噪声的参数估计

由于稳定有色噪声没有有限方差, 因此我们所熟悉的最

小均方误差( MSE)准则、最小二乘( LS)准则[ 15]不再适用于 AR

稳定有色噪声的参数估计,文献[ 1] , [ 2]提出的最小分散系数

( MD)准则可以用于讨论稳定过程的线性理论. 基于 MD 准则

的 AR稳定过程参数估计问题, 可以有很多求解方法, 常用的

方法是文献[ 16]提出的迭代重加权算法, 即最小化如下代价

函数

J= ∗
n

| x ( n) - aTXP ( n) |
p (10)

其中 a= [ a1 , a2, ), aP]
T , Xp ( n)= [ x ( n- 1) , x ( n- 2) , ), x

( n- P) ]
T
,式(10)对系数矢量 a 的每个元素求偏导并令偏导

为零, 得到

,J
,a i

= - ∗
n

p | x ( n)- aTXp ( n) |
p- 1∋sgn[ x ( n) - aTXp ( n) ]∋ x

( n- i )= 0, i = 1, ), P (11)

定义一个冗余量 r n= x ( n) - aTXP ( n) , 这样, 式 (11)可简化

为
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,J
,a i

= - ∗
n

pr n| r n|
p- 2x ( n- i) = 0, i= 1, 2, ), P (12)

定义加权对角阵 W= diag | rn |
p- 2

, 用矩阵形式来表达式

( 12) ,有 aJ= − TW( −a- xN )= 0, 其中 xN= [ x (1) , x (2) , ),

x (N ) ] T ,这里

− =

x (1) 0 0 ) 0

x (2) x (1) 0 ) 0

. . . .

x ( P) x ( P - 1) x ( P- 2) ) x ( 1)

. . . .

x ( N ) x ( N- 1) x (N- 2) ) x ( N- P + 1)

(13)

求解得 a= ( − TW− ) - 1− T WxN , 由于 a 是 W的函数, 而 W又

是a 的冗余函数. 因此, 这个公式没有直接的解, 只能用迭代

解法,具体算法如下:

(1) a( 0)= ( − T− ) - 1− T xN ;

(2) r n( k ) = ( xN- −a( k) ) n;

(3) Wnn=
| rn |

p - 2, | r n| > +

+p- 2, | r n | < +

(4) a( k+ 1) = ( − T W( k ) − ) - 1− T W( k ) xN ;

(5)如果
| + r( k+ 1) + ( p) - + r ( k) + ( p) |

+ r( k ) + ( p )
< +,则停止;否

则,回到第(2)步. 这里, a( k )是 AR模型第 k 步迭代的参数矢

量, +∋ +( p)表示 p 范数, +是个很小的数.

4�2 � PAR稳定有色噪声的参数估计

将多项式数据和多项式系数分别合并为一个扩展的数据

向量和一个扩展的参数向量, 并用下面的线性等式表示 PAR

噪声模型:

x ( n) = xText( n) aext+ +( n) (14)

其中扩展的数据向量 xext( n)与参数向量 aext分别为xext ( n) =

[ x ( 1)P ( n) , x ( 2)p , ), x ( K)P ( n) ] T , aext= [ ap
( 1) , aP

( 2) , ), aP
( K) ] T ,

其中 xP
( 1)= [ x ( n- 1) , x ( n- 2) , ), x ( n- P) ] T , xP

( 2) ( n) =

[ x 2( n- 1) , x ( n - 1) x ( n- 2) , ), x ( n - 1) x ( n- P ) ] T 等等,

K 是 PAR 模型的次数, P 是模型滤波器的阶数.同样地, 相应

的PAR系数为 aP
( 1) = [ a1, a2, ), aP ]

T , aP
( 2) = [ a11, a12, )

a1P , aPP ]
T .观察等式( 14)与等式( 7)可以看出, PAR稳定有色

噪声模型在参数上可以表示为一个线性等式. 为了对模型参

数进行估计, 可以按照上述线性 AR稳定过程的参数估计方

法,用线性处理的方法, 将扩展参数向量 aext看成一个整体对

其进行求解.因此, 同样运用最小分散系数( MD)准则, 非线性

稳定有色噪声的参数估计问题可等效于求解如下优化问题:

âext= arg min
a
ex t

∗
n

| x ( n)- xT
ext ( n) aext |

p (15)

同样将代价函数 J= ∗
n

| x ( n)- xText( n) aext|
p 对扩展参数向

量aext的每个元素求偏导,可以得到如下表达式:

 aextJ= XT
extW( X extaext- xN ) = 0 (16)

这里 Xext= [ − ( 1) − ( 2) )− ( K) ]为一个扩展的数据矩阵,其中 K

是非线性次数, − ( i)是包括由 Volterra展开得到的次多项式的

数据矩阵,其维数为 N , P
( i)
, P

( i)
为对应的 i 次多项式的系

数的个数:

−
( 1)

=

x (1) 0 0 ) 0

x (2) x (1) 0 ) 0

. . . .

x ( P ) x ( P- 1) x (P - 2) x (1)

. . . .

x ( N ) x (N- 1) x ( N- 2) ) x ( N- P + 1)

,

− ( 2) =

x 2(1) 0 ) 0

x 2(2) x ( 2) x (1) ) 0

. . .

x 2( P ) x ( P) x ( P - 1) ) x 2(1)

. . .

x 2( N ) x (N ) x ( N- 1) ) x 2(N - P + 1)

为了解决上述最小化问题, 我们提出迭代重加权算法的

扩展算法, 并称之为扩展的迭代重加权最小范数算法

( EIRLP) :

(1) aext (0) = ( X
T
extXext )

- 1
X

T
extxN ;

(2) ri ( k )= ( xN- Xextaext( k ) ) i ;

(3) Wii=
| r i|

p- 2
, | r i| > +

+p- 2 , | r i| < +
;

(4) aext ( k+ 1)= ( X
T
extW( k ) Xext )

- 1
X

T
extxN ;

(5)如果
| + r( k+ 1) + ( p )- + r( k ) + ( p) |

+ r ( k) + ( p)
< +, 则停止, 否

则跳转到第(2)步. 这里, aext ( k )是 PAR模型第 k 步迭代的扩

展参数矢量.

可以看出, 4� 1节中的算法是一个辨识线性 AR系统参数

的方法, 4� 2 文中提出的 EIRLP 算法通过将多项式数据和多

项式系数分别合并为一个扩展的数据向量和一个扩展的参数

向量, 并用一个线性等式表示 PAR 噪声模型, 从而将非线性

PAR系统参数的参数估计问题转化为线性处理问题. 所以,

EIRLP算法是 4� 1 节中迭代算法在非线性系统中的一种扩

展, 而且,对于非线性系统模型参数估计具有参数简单、接近

真实模型的优点.

5 � PAR稳定有色噪声的白化

� � 从某种意义上说, 有色随机信号的白化过程, 就是将一个

白噪声输入一个系统后的再还原过程.为了对输出序列 x ( n)

进行白化, 我们可以建立一个简单的白化滤波器的模型: 将非

线性有色噪声 x ( n)经过一个非线性逆系统, 使输出 v ( n)的

为输入稳定白噪声 +( n)的恢复, 这样就能达到白化的目的.

稳定有色噪声的白化过程一定程度上可以看成是稳定白

噪声的复原过程, 因此,非线性系统的参数辨识是一个重要的

环节. 利用一个已知的稳定白噪声输入一个 PAR 非线性系统

后的输出有色信号来对 PAR非线性系统进行辨识(即有色信

号的建模过程) ,因此一个简单的白化过程就是利用所估计的

非线性系统参数, 将输出的有色信号在时域进行回代, 就可以

得到近似的原始输入稳定白噪声 .因此,我们得到稳定非白噪

声的模型参数估计 âext后,由 x ( n) = xT
ext ( n) aext+ +( n)可以

得到一个新的序列 v( n) :
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v( n)= x ( n) - xT
ext ( n) âext (17)

可以认为, v ( n)是原始稳定分布白噪声 +( n)的近似恢复, 因

此,可以得到一个近似的稳定白噪声序列, 这就是本文提出的

稳定分布环境下非线性有色噪声的简单白化方法.

6 � 仿真结果与数据分析

6�1 � 线性 AR稳定有色噪声的参数辨识

将稳定分布的白噪声输入到一个线性 AR 系统, 仿真产

生下面的AR(2)模型:

x ( n)= 0�195x ( n- 1) - 0�95X ( n- 2) + +( n) (18)

这里, +( n)为服从 ��稳定分布的白噪声(样本数为 1000) . AR

系统模型的参数真实值为: a1= 0�195, a2= - 0�95.
表 1 � AR( 2)系统参数估计的均值

a i � IRLP EIRLP

a1= 0�195
1. 1 0�1953 0�1951

1. 7 0�1954 0�1951

a2= - 0�95
1. 1 - 0�9496 - 0�9500

1. 7 - 0�9500 - 0�9499

实验 1 � 选取不同 �值的稳定分布的白噪声, 表 1 给出了用

迭代算法( IRLP)扩展的迭代重加权算法( EIRLP )方法在不同

的 �值时得到的 AR( 2)系统模型参数估计的均值, 对于稳定

分布白噪声输入, IRLP的性能与 EIRLP方法性能相当.

6�2� PAR 稳定有色噪声的参数估计

仿真产生下面一个特定的二次二阶 PAR 过程(表示为

P ( 2)AR(2)非白过程, 上标指非线性的次数,括号中的数字为

阶数) :

x ( n)= 0�5x ( n- 1) - 0�4x ( n- 2) - 0�03x ( n - 1) x ( n - 2) +

0�03x 2( n- 2) + +( n) (19)

这里, +( n)为服从 ��稳定分布的白噪声 ( �= 1. 8, 样本数为

1000, p = 1. 6) , 产生的非白噪声序列 x ( n )如图 2 所示. PAR

模型的参数真实值为: a1= 0� 5, a2 = - 0�4, a11= 0, a12 =

- 0�03, a22= 0�03.许多情况下, 非线性次数与滤波器的阶数

预先不可能得到, 因此,我们可以事先假定一个 PAR 模型, 求

其参数估计值.

实验 2 � 假定模型为 P ( 2)AR(2)模型,这一模型应该有 5 个参

数( a1 , a2, a11 , a12 , a22 ) , 使用 EIRLP 算法; 如果将该模型假定

为线性 AR( 8)模型, 使用 IRLP算法, 得到如表 2 所示的参数

估计值, 可以看到 P (2)AR( 2)模型接近真实模型, AR( 8)模型

参数过多, 且不接近真实模型.

表 2� 假定的 P( 2)AR ( 2)模型的参数估计值

参数 a1 a 2 a11 a12 a 22

EIRLP 0�4987 - 0�3991 0�0002 - 0�0305 0�0302

参数 a1 a 2 a3 a4 a 5 a 6 a7 a8

IRLP 0�7987 - 0�5791 0�8957 - 0�4971 0�8907 - 0�6931 0�7997 - 0�4927

实验 3 � 假定模型为 P ( 2) AR( 3)模型, 这一模型有 9 个参数

( a1, a2, a3, a11 , a12, a13, a22 , a23, a33) , 使用 EIRLP 算法, 得到

如表 3所示的估计值, 可以看到,在原始模型中没有出现的系

数 a3, a11 , a13 , a23和 a33的估计值接近于 0, PAR 模型阶数的

过估计不会对结果有很大的影响.

表 3� 假定的 P( 2)AR ( 3)模型的参数估计值

参数 a1 a 2 a 3 a11 a12 a 13 a22 a23 a33

估计值 0�4984 - 0�3987 - 0�0002 0�0001 - 0�0297 0�0003 0�0297 - 0�0007 0�0003

实验 4 � 假定模型为 P ( 3) AR( 2)模型, 这一模型有 9 个参数

( a1 , a2, a11, a12, a22, a111, a112, a122, a222) , 使用 EIRLP算法,得

到如表4 所示的估计值, 3 次模型系数 a111 , a112, a122 , a222估计

值接近于 0,非线性次数的过估计也同样不会对结果有很大

的影响.

表 4� 假定的 P( 3)AR ( 2)模型的参数估计值

参数 a1 a 2 a11 a12 a22 a 111 a112 a122 a 222

估计值 0�5003 - 0�3989 - 0�0001 - 0�0290 0�0295 0�0000 - 0�0001 - 0�0001 0�0000

6�3 � PAR稳定有色噪声的白化

实验 5� 将非白噪声序列 x ( n)按照 v ( n )= x ( n) - x
T
ext

( n) âext进行求值,其中 âext取表 2所示的 P ( 2)AR(2)参数估计

值,得到一个新的序列 v ( n) .非白噪声序列 x ( n)与新的序列 v

( n)的波形与各自的自共变序列、共变谱分别如图 2、图 3、图 4

所示.可以看出, x ( n)与 v( n)在时域都具有脉冲特性, 但他们
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的共变谱却显著不同, x ( n)的共变谱在 0�5~ 1�7 角频率处幅

度较大,而 v( n)的共变谱分布相对较均匀, x ( n)的自共变序列

具有两个尖峰脉冲, 而 v( n)的自共变序列只有一个尖峰脉冲.

因此, v( n)可以看成是稳定白噪声,白化过程是可行的.

7 � 结论与展望
� � 平稳稳定分布过程存在着不同于功率谱密度的共变谱密
度而且与共变函数构成傅立叶变换对. 本文描述了稳定分布

的谱表示,提出了一种不同于功率谱密度的共变谱密度概念

及其稳定分布白噪声的概念及其判断标准, 对传统意义上的

白噪声进行了广义化;依据已有的多项式自回归( PAR)模型,

提出了一种服从稳定分布的有色噪声概念并建立其非线性

PAR模型, 在噪声的模型参数估计上, 对已有的算法进行扩

展,提出了 EIRLP算法;提出了一种简单的非线性系统中稳定

非白噪声的白化方法.计算机模拟和分析表明, EIRLP 算法是

一种在高斯和分数低阶稳定分布噪声条件下具有良好韧性的

非线性有色噪声的建模方法.该方法在诸如水声、雷达、通信、

语音信号和生物医学信号处理等领域的实际应用中, 对要研

究的信号是由一些非线性动态系统产生的且具有明显脉冲特

性的噪声(如一些生物医学信号如 EEG、ECG、电路瞬间尖峰、

海洋冰裂噪声以及一些地理信号)的建模与信号分析中有着

比传统的二阶统计方法与线性系统假设方法更好的性能. 而

且,非线性系统特别是多项式自回归系统模型已成功应用于

非线性系统建模中,它比线性系统更接近于实际应用, 因此,

非线性系统中的脉冲噪声的建模与白化方法在工程应用中有

着更广阔的前景.
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