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不一致决策系统中约简之间的比较
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　　摘　要 : 　本文在相关文献的基础上研究了不一致决策系统中绝对约简、各种相对约简之间的关系 ,包括相对于

个体的约简和相对于整个决策系统的约简.证明了μ- 决策约简等价于信息论意义下的相对约简.
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Abstract :　In this paper we investigate relations among absolute reduction and relative reductions ,including reductions corre2
sponding to objects and reductions corresponding to decision systems in inconsistent decision systems . Furthermore ,we prove thatμ2
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1　引言

　　知识约简是 Rough集理论的重要应用 ,也是其核心问题

之一[2 ,6 ,9 ,10 ] .知识库中的属性并不是同等重要的 ,某些属性

是冗余的.知识约简就是在保持分类能力不变的情况下 ,删除

知识库中不相关或不重要的属性.通过知识约简 ,人们可以简

化知识 ,而不丢失基本的知识.由于知识约简过程是单向的、

不可逆的 ,所以我们选择什么样的标准 ,删除哪些属性都应该

非常慎重 ,这就有必要研究各种约简之间的关系.

应用 Rough集理论进行知识约简主要有代数的观点和信

息论的观点[3 ,4 ,7～9 ] ,代数观点下的约简又有很多分类 ,研究

各种不同约简之间的关系对于知识约简的研究和发展非常重

要. M Kryszkiewicz[1 ]研究了代数意义下不一致决策系统中各

种约简之间的关系 ;张文修等[6 ]发展了 M Kryszkiewicz 的思

想 ,进一步研究了代数意义下各种约简的关系 ,提出了最大分

布约简的概念 ;王国胤等 [3 ,4 ,7～9 ]研究了代数意义下的约简和

信息论意义下的约简之间的关系 ;M Inuiguchi [5 ]研究了在可变

精度 Rough集下各种约简之间的关系.所有这些研究都集中

在决策系统中相对于决策属性的约简 ,属于相对约简的范畴.

本文在前人的基础上研究约简之间的关系 ,扩大了研究

范围 ,将绝对约简和其它相对约简放在一起进行比较 ,提出了

相对于个体的绝对约简的概念 ;并且进一步研究代数意义下

的约简和信息论意义下的约简等各种主要的约简之间的关

系 ,证明了信息论意义下的相对约简等价于代数意义下的μ2
决策约简和μ2约简 ,从而统一了代数意义下的约简和信息论

意义下的约简 ,为知识约简的应用和进一步研究打下了理论

基础.

2　基本知识

　　为了简单起见 ,我们只介绍本文用到的一些关于 Rough

集和信息熵的概念.

211　Rough集理论

设 DS = ( U , A ∪{ d} ) 是一个决策系统 ,则 IS = ( U , A)称

为决策系统 DS 的相应信息系统 ,其中 U是非空有限的个体

集合 ,称为论域 , A 是非空的属性集合 (在决策系统 DS 中称

为条件属性) , d是决策属性.对于任意的 a ∈A ∪{ d} ,存在

一个对应 a : U→Va , Va是属性 a的值域.任意的属性子集合

B Α A∪{ d}确定了如下的一个不可区分关系 IND ( B) :

IND ( B) = { ( x , y) ∈U×U : Π a∈B ( a ( x) = a ( y) ) }

IND ( B)是一个等价关系 ,它对 U的划分记为 U/ IND ( B)或简

记为 U/ B .相对于 B 的包含 x 的等价类记为 IB ( x)或 [ x ]B ,

即 ,

IB ( x) = [ x ]B = { y∈U : ( x , y) ∈IND ( B) }

于是我们有 ,

U/ A = { Xj , j = 1 , ⋯, m} = { [ x ]A : x∈U} , Xi ≠Xj , ( i≠j)

U/ { d} = { Yj , j = 1 , ⋯, p} = { [ x ] d : x∈U} , Yi ≠Yj , ( i≠j)
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　　对于 B Α A , X Α U ,我们定义 X的上、下近似如下 :

B ( X) = { x :[ x ]B Α X}

B ( X) = { x :[ x ]B ∩X≠Á}

序偶 ( B ( X) , B ( X) )称为 X的 Rough集 , X的边界区域定义为

BNB ( X) = B ( X) - B ( X) , B ( X)也称作 X 的正区域 ,记为

POSB ( X) . x∈X的隶属度定义为 :

μB
X =

| [ x ]B ∩X|
| [ x ]B |

其中| ·|表示集合的势 .

在决策系统 DS = ( U , A∪{ d} )中 , POSB ( d)被定义为

POSB ( d) = ∪
Y
i
∈U/ { d}

POSB ( Yi)

表示所有决策属性的等价类关于条件属性集 B Α A的正区域

的并.μB
d ( x)被定义为[1 ]

μB
d ( x) = (μB

Y
1

( x) , ⋯,μB
Y

p
( x) )

表示个体 x∈U对于所有决策属性的等价类的隶属度分布.

函数 9B : U→P( Vd) ( P( Vd)表示 Vd的幂集) , B Α A 定义

如下 : 9B ( x) = { d ( y) : y∈IB ( x) }

9B 称为 DS 中的一般决策.如果对所有的 x∈U都有| 9A ( x) |

= 1 ,则 DS 是一致的 ,否则 DS 不一致.

212　信息熵

设 P , Q在 U上导出的划分分别为 X , Y( X = { X1 , X2 , ⋯,

Xn} , Y = { Y1 , Y2 , ⋯, Ym} ) ,则 X , Y在 U的子集组成的σ代数

上的概率分布为[3 ,4 ,7～9 ]

[ X : p ] =
X1 X2 ⋯ Xn

p ( X1) p ( X2) ⋯ p ( Xn)

[ Y : p] =
Y1 Y2 ⋯ Ym

p ( Y1) p ( Y2) ⋯ p( Ym)

其中 p( Z) = | Z| / | U| .

知识 (属性集合) P的熵 H( P) ( U/ IND ( P) = { X1 , X2 , ⋯,

Xn} )定义为 H( P) = - ∑
n

i =1

p( Xi) log( p ( Xi) ) .

知识 (属性集合) Q ( U/ IND ( Q) = { Y1 , Y2 , ⋯, Ym } )相对

于知识 (属性集合) P ( U/ IND ( P) = { X1 , X2 , ⋯, Xn} )的条件

熵 H( Q| P)定义为

H( Q| P) = - ∑
n

i =1

p( Xi) ∑
m

j =1

p( Yj| Xi) log( p ( Yj| Xi) )

其中 , p ( Yj| Xi) = | Yj ∩Xi | / | Xi | , i = 1 ,2 , ⋯, n ; j = 1 ,2 ,

⋯, m.

3　相对于个体的约简

　　数据约简是 Rough集理论的一个重要应用 ,也是它赖以

存在的基础.相对于个体的约简主要是在代数意义下的约简 ,

在信息论意义下还没有定义相对于个体的约简. Rough集理

论相对于个体的、现有的约简主要是相对约简.除了相对约简

外 ,我们定义了相对于个体的绝对约简.这些相对于个体的约

简的定义分别如下[1 ,6 ] :

B ΑA是信息系统 IS 相对于个体 x ∈U的绝对约简 iff B

是满足条件[ x ]B = [ x ]A 的最小子集.

B Α A是决策系统 DS 在代数意义下相对于个体 x∈U的

一般相对约简 iff B 是满足条件 IB ( x) Α A ( Id ( x) ) Ζ IA ( x) Α
A ( Id ( x) )的最小子集.

B Α A是决策系统 DS 中相对于个体 x∈U的可能约简 iff

B 是满足条件 IB ( x) Α �A ( Id ( x) ) (保持上近似)的最小子集.

B Α A是决策系统 DS 中相对于个体 x∈U的近似约简 iff

B 是满足条件 Π y∈IB ( x) 9B ( y) = 9A ( y) = 9A ( x)的最小子

集.

B Α A是决策系统 DS 中相对于个体 x∈U的一般决策约

简 iff B 是满足条件 9B ( x) = 9A ( x)的最小子集.

B Α A是决策系统 DS 中相对于个体 x∈U的μ2决策约简
iff B 是满足条件μB

d ( x) =μA
d ( x)的最小子集.

B Α A是决策系统 DS 中相对于个体 x∈U的μ2约简 iff B

是满足条件 Π y ∈IB ( x)μB
d ( x) ( y) =μA

d ( x) ( y) =μA
d ( x) ( x)的最

小子集.

在一个决策系统和其相应的信息系统中 ,上面的约简在

通常情况下不是唯一的 ,也就是说 ,对于每一种形式的约简都

有可能存在若干个 ,所有这些约简的交就成为相应约简的核.

4　相对于个体的绝对约简和相对约简的比较

　　文献[1 ]中讨论了一些相对于个体的相对约简的性质 ,我

们在此不再复述.下面我们进一步讨论相对于个体的约简的

一些性质.

定理 1　设 IS 是决策系统 DS = ( U , A ∪{ d} )对应的信息

系统 , B Α A是 IS 中相对于个体 x∈U的一个绝对约简 ,则

(1) B 包含一个相对于个体 x∈U的可能约简.

(2) B 包含一个相对于个体 x∈U的近似约简.

(3) B 包含一个相对于个体 x∈U的一般决策约简.

(4) B 包含一个相对于个体 x∈U的μ2决策约简.

(5) B 包含一个相对于个体 x∈U的μ2约简.

证明 :因为 B Α A是 IS 中相对于个体 x ∈U的一个绝对

约简 ,所以有[ x ]B = [ x ]A ,根据相对于个体 x ∈U 的可能约

简、近似约简、一般决策约简、μ2决策约简和μ2约简的定义立
即得到上述结论.

定理 2　设 B ΑA是决策系统 DS = ( U , A ∪{ d} )相对于

个体 x∈U的一个一般相对约简 ,则当 IA ( x) Α A ( Id ( x) )时 ,

B 中包含一个相对于个体 x∈U的可能约简.

证明 :当 IA ( x) Α A ( Id ( x) )时 ,根据相对于个体 x ∈U的

一般相对约简的定义有 IB ( x) Α A ( Id ( x) ) ,从而 IB ( x) Α �A ( Id

( x) ) ,根据相对于个体 x∈U的可能约简的定义有 , B 中包含

一个相对于个体 x∈U的可能约简.

定理 3　设 B ΑA是决策系统 DS = ( U , A ∪{ d} )在代数

意义下相对于个体 x∈U的一个一般相对约简 ,则当 IA ( x) Α
A ( Id ( x) )时 ,等价于

(1) B 是相对于个体 x∈U的近似约简 ;

(2) B 是相对于个体 x∈U的一般决策约简 ;

(3) B 是相对于个体 x∈U的μ2决策约简 ;

(4) B 是相对于个体 x∈U的μ2约简.
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证明 :

(1)由 IA ( x) Α IB ( x) Α A ( Id ( x) )得到 Π y ∈IB ( x) 9B ( y)

= 9A ( y) = 9A ( x) ,根据定义 ,有 B 中包含一个相对于个体 x

∈U的近似约简 ;反过来 ,若 Π y ∈IB ( x) 9B ( y) = 9A ( y) =

9A ( x) ,且 IA ( x) Α A ( Id ( x) ) ,则 IB ( x) ΑA ( Id ( x) ) ,所以 B 包

含相对于个体 x∈U的一个一般相对约简.

(2)由 IA ( x) Α IB ( x) Α A ( Id ( x) )得到 9B ( x) = 9A ( x) ,根

据定义 , B 中包含一个相对于个体 x ∈U的一般决策约简.反

过来 ,若 9B ( x) = 9A ( x)且 IA ( x) Α A ( Id ( x) ) ,则有 IB ( x) Α A

( Id ( x) ) ,所以 B 包含相对于个体 x∈U的一个一般相对约简.

(3)由 IA ( x) Α IB ( x) Α A ( Id ( x) )得到μB
d ( x) =μA

d ( x) ,根

据定义 , B 中包含一个相对于个体 x ∈U的μ2决策约简 ;反过

来 ,由μB
d ( x) =μA

d ( x)且 IA ( x) Α A ( Id ( x) ) ,则有 IB ( x) Α A ( Id

( x) ) ,所以 B 包含相对于个体 x∈U的一般相对约简.

(4)由 IA ( x) Α IB ( x) Α A ( Id ( x) )得到 Π y ∈IB ( x)μB
d ( x)

( y) =μA
d ( x) ( y) =μA

d ( x) ( x) ,根据定义 , B 中包含一个相对于个

体 x∈U 的μ2约简 ;反过来 ,若 Π y ∈IB ( x)μB
d ( x) ( y) =μA

d ( x)

( y) =μA
d ( x) ( x)且 IA ( x) ΑA ( Id ( x) ) ,则有 IB ( x) Α A ( Id ( x) ) ,

所以 B 包含相对于个体 x∈U的一个一般相对约简.

注 :在定理 3的证明过程中我们都省略了最小子集这个

条件 ,主要是因为所有形式的约简都有最小子集这个条件 ,当

某两种形式的约简除了最小子集外 ,其它条件是等价的 ,那

么 ,加上最小子集这个条件后也是等价的.下面定理 5的证明

也有类似的问题 ,请读者在阅读时候注意这一点.

根据定理 1、定理 2和定理 3我们可以得到在一个决策系统

及其相应的信息系统中对于满足条件 IA ( x) ΑA ( Id ( x) )的个体

x∈U ,关于它的各种约简之间存在着下面的超集子集关系 :

在一个不一致的信息系统中 ,并不是对于每个个体 x ∈

U都有 IA ( x) Α A ( Id ( x) ) ,在不满足条件 IA ( x) Α A ( Id ( x) )

时 ,我们不考虑相对于个体 x∈U的一般相对约简 ,因为此时

相对于个体 x∈U的一般相对约简等于 Á ,也就是说 ,所有的

条件属性都可以约去.除此之外 ,在不一致的决策系统中对于

每个个体 x∈U都具有这些形式的约简.根据文献[1 ]中的相

关属性和上述定理 ,我们得到在一般情况下相对于个体的约

简之间具有下面的超集子集关系 :

5　一般意义下的绝对约简和相对约简的比较

　　在代数观点下 ,一般意义下的相对约简和绝对约简 ,只是

在前面的相对于个体的相对约简和绝对约简的定义基础上 ,

在个体前面加上一个全称量词即可 ,所以我们不再叙述.在信

息论意义下相对约简的定义如下 [3 ,4 ,7～9 ] :

B ΑA是决策系统 DS 在信息论意义下的相对约简 iff B

是满足条件 H( d| B) = H( d| A)的最小子集.

下面我们讨论在决策系统中一般意义下的绝对约简和相

对约简之间的关系.

定理 4　设 IS 是决策系统 DS = ( U , A ∪{ d} )对应的信息

系统 , B Α A是 IS 的一个绝对约简 ,则

(1) B 包含一个代数意义下的一个一般相对约简.

(2) B 包含一个信息论意义下的一个相对约简.

(3) B 包含一个可能约简.

(4) B 包含一个近似约简.

(5) B 包含一个一般决策约简.

(6) B 包含一个μ2决策约简.

(7) B 包含一个μ2约简.

证明 :由题设知 , IND ( B ) = IND ( A) ,也就是说 , U/ B =

U/ A ,根据各自约简的定义上述结论都成立.

由定理 4知 ,绝对约简蕴涵着所有其它形式的约简 ,所以

绝对约简是一种不丢失任何分类信息的约简 ,我们可以将绝

对约简作为数据预处理的一部分.

定理 5　设 DS = ( U , A ∪{ d} )是一个决策系统 ,则

B Α A是信息论意义下的相对约简 Ζ B Α A 是μ2决策约
简.

在证明这个定理之前 ,我们先来看一个引理 [9 ] :

引理 1　设论域为 U ,等价关系 A1 在 U上的划分为 U/

A1 = { X1 , X2 , ⋯, Xn } ,而 U/ A2 = { X1 , ⋯, Xi - 1 , Xi + 1 , ⋯,

Xj - 1 , Xj + 1 , ⋯, Xn , Xi ∪Xj}是将划分 U/ A1 中的某两个等价

块 Xi 与 Xj合并为 Xi ∪Xj 得到的新划分 , U/ { d} = { Y1 , Y2 ,

⋯, Ym}也是 U上的一个划分 ,则 H( d| A2) ≥( H( d| A1) .

文献[9 ]在证明这个引理的过程中得到一个中间结论 :只

有在对于任意 k ( k = 1 , ⋯, m)都有| Xi ∩Yk | / | Xi | = | Xj ∩Yk

| / | Xj|的情况下 , H( d| A2) = H( d| A1) ,在其他任何情况下均

有 H( d| A2) > H( d| A1) .

应用上面引理和中间结论 ,我们来证明定理 5.

证明 : ] :先证 : H( d | B) = H ( d | A) ] Π x ∈UμB
d ( x) =

μA
d ( x)

设 U/ A = { X1 , ⋯, Xn } , U/ B = { X′1 , ⋯, X′p } , U/ d =

{ Y1 , ⋯, Ym} .因为 B Α A ,所以 U/ B 中的块要么是 U/ A 中的

块要么是 U/ A中的某些块的并.

(1)若 U/ B 中的块完全等于 U/ A 中的块 ,则结论显然成

立.

(2)若 U/ B 中只有一块是 U/ A 中某两块的并 ,假设 X′q
= Xi ∪Xj ,因为 H( d| B) = H( d| A) ,根据引理 1的中间结论

可知 :对于任意 k ( k = 1 , ⋯, m)都有| Xi ∩Yk | / | Xi | = | Xj ∩
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Yk| / | Xj| .又因为 Xi ∩Xj = Á ,所以有| Xi ∩Yk| / | Xi | = | Xj ∩

Yk| / | Xj| = | ( Xi ∪Xj) ∩Yk| / | Xi ∪Xj| = | X′q∩Yk| / | X′q| ,从

而 Π x∈UμB
d ( x) =μA

d ( x) .

(3)若 U/ B 的多于 1块是 U/ A 中块的并或者某 U/ B 些

块是 U/ A中多于两块的并 ,则可以将它们看成多次的两块合

并 ,重复 (2)的过程 ,所以 Π x∈UμB
d ( x) =μA

d ( x) .

综上所述 , H ( d | B ) = H ( d | A ) ] Π x ∈UμB
d ( x) =μA

d

( x) .

α :再证 : Π x∈UμB
d ( x) =μA

d ( x) ] H( d| B) = H( d| A) .

设 U/ A = { X1 , ⋯, Xn } , U/ B = { X′1 , ⋯, X′p } , U/ d =

{ Y1 , ⋯, Ym} .因为对于任意的 x ∈U有μB
d ( x) =μA

d ( x) ,从而

对于任意的 x∈Xi ∈U/ A∧x ∈X′j ∈U/ B、任意 k ( k = 1 , ⋯,

m) 有| Xi ∩Yk| / | Xi | = | X′j∩Yk| / | X′j| ,因此有 p( Yk | Xi) =

p ( Yk| X′j) .又因为 U/ B 中的块要么等于 U/ A的块要么是 U/

A中块的并 ,所以ΔH = H ( d | B ) - H ( d | A) = ∑
n

i =1

p ( Xi )

∑
m

k =1

p( Yk| Xi ) log ( p ( Yk | Xi ) ) - ∑
p

j =1

p ( X′j ) ∑
m

k =1

p ( Yk | X′j )

log( p ( Yk| X′j) ) = 0 ,故 Π x∈UμB
d ( x) =μA

d ( x) ] H ( d| B ) = H

( d| A) .

由此我们得到 H( d| B)

= H( d| A) Ζ Π x ∈UμB
d ( x)

= ΠμA
d ( x ) ,从而我们有 :

B Α A是信息论意义下的相

对约简 Ζ B Α A 是μ2决策约
简.

根据文献 [1 , 3 , 4 , 9 ]中

相关的结论和我们上述的

定理 ,我们有 ,在不一致决

策系统和其相应的信息系

统中 ,各种约简之间的超集子集关系如 3图所示.

6　结论

　　本文在相关文献的基础上进一步讨论了不一致决策系统

中各种关于个体的约简之间的关系和一般意义下各种约简之

间的关系 ,定义了关于个体的绝对约简的概念 ,证明了信息论

意义下的约简等价于一般意义下的μ2决策约简和μ2约简.我

们将进一步研究在可变精度情况下各种约简形式之间的关系.
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