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　　摘　要 :　Perona 和 Malik提出的各向异性的扩散模型存在着模型不稳定、图像灰度容易产生“阶越”现象等缺陷.

本文通过在格子波尔兹曼各向同性扩散模型的网格点间加入跨膜介质 ,建立了格子波尔兹曼各向异性扩散模型.该模

型中前向扩散过程占据了主导作用 ,因而是稳定的.实验分析表明 ,该模型很好地解决了 P2M模型存在的灰度“阶越”

现象 ,处理结果具有更高的峰值信噪比.
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Abstract :　The diffusion model proposed by Perona and Malik is unstable . This will lead to the“staircasing effect”in image

denoising. The lattice Boltzmann anisotropic diffusion model (LBADM) is proposed by introducing a medium between the nodes of

the lattice based on the lattice Boltzmann isotropic diffusion model (LBIDM) . The force represented by the forward diffusion pro2
cess dominates in the LBADM. This means the Lattice Boltzmann model LBADM is stable . The experiment and discussion showed

that our algorithm can overcome the staircasing effect of the P2M model well . Compared to the Perona and Malik’s isotropic diffu2
sion model ,the lattice Boltzmann anisotropic diffusion model had higher peak signal2to2noise ratio.
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1　引言

　　图像去噪作为偏微分方程理论在图像处理领域的

一个重要研究方向 ,早在 1984年 ,Koenderink[1 ]就已经将

热传导方程应用于图像去噪处理了. 1990 年 Perona 和

Malik提出了基于各向异性扩散方程的图像去噪算

法[2 ] ,他们的方法可以在去除图像噪声的同时保持图像

的边缘信息. Perona 和 Malik提出的各向异性的扩散模

型(下面简称 P2M模型)中同时存在着前向扩散与后向

扩散过程.前向扩散物理学上表示粒子从高密度区向低

密度区移动的过程.后向扩散等同于将前向扩散过程的

时间倒转 ,即粒子从低密度区向高密度区移动.后向扩

散过程将使灰度值大的地方图像灰度继续增大 ,而灰度

值小的地方图像灰度继续减小 ,因而有边缘增强的作

用.但是后向扩散是不适定的[3 ] .任何微小的误差都可

能导致方程求解的不稳定.这意味着利用 P2M模型进

行图像去噪时 ,图像中的任何噪声干扰都可能对图像最

后的处理结果产生巨大的影响[4 ] .另外 ,后向扩散过程

也很容易导致图像灰度的“阶越”现象 ( staircasing ef2
fect) [5 ,6 ] ,即原图像中灰度值平缓过渡的地方 ,在处理结

果中却出现了灰度值突然的阶跃性的变化 ,使图像看起

来好像是由一块块亮度不同的区域组成的.针对这些问

题 ,很多学者提出了改进 ,如 Cattle[7 ] , Chen[8 ] , Gilboa[9 ]

等人对模型方程的改进. 1996 年 , You等人深入分析了

各向异性扩散方程的稳定性问题 ,他们指出 ,当扩散过

程中前向扩散过程占主导作用时 ,可以很好的消除图像

灰度的“阶越”现象 ,并且这时 P2M模型是稳定的[10] .

格子波尔兹曼模型 (Lattice Boltzmann Model)是一种

新的求解偏微分方程的数值工具.它是由陈十一和钱跃

在 1991～1992 年间提出的[11 ,12] .目前已经在流体力
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学中得到了广泛应用 ,可以用于求解 Navier2Stokes等偏

微分方程.相对于传统的数值解法 ,LBM具有稳定性

好 ,编程简单 ,计算效率高的特点.另外 LBM是一个天

然的离散系统 ,因此是应用于图像处理的极好工具.本

文中 ,我们在在格子波尔兹曼各向同性扩散模型
(LBIDM)的基础上 ,通过在网格格点间加入跨膜介质 ,

建立了一个新的格子波尔兹曼各向异性扩散模型
(LBADM) .由于模型中粒子的扩散总是表现为从粒子

的高密度区域向低密度区域扩散 ,因而前向扩散过程

占据了主导作用 ,因此该模型是稳定的.利用该模型我

们实现了图像的去噪处理.实验表明我们的算法可以

解决 P2M模型中存在的“灰度阶越”问题.与 P2M模型

和 Gilboa提出的复数域扩散模型 CDM(Complex Diffusion

Model)相比 ,该模型的处理结果有更高的峰值信噪比.

2　LBM原理

　　LBM起源于模拟流体运动规律的格子气元胞自动

机.格子气元胞自动机将流体看成由大量离散粒子组

成的时空离散系统 ,空间结构如图 1 ( a)所示.粒子分布

在离散空间中的每个网格中 ,其数量代表网格点的状

态.每个时刻每个网格中的粒子从不同方向 (本文中用

i表示)向其邻居移动并发生碰撞 ,如图 1 ( b)和图 1 ( c)

所示.

如果用 ni ( r , t)表示在时刻 t , r 处的网格上 ,沿方

向 i移动的粒子数 ;用 Ci 表示各个方向的单位向量.那

么格子气元胞自动机的演化方程可以写为 :

ni ( r +Δh·Ci , t +Δt) = ni ( r , t) +Ωi ( r , t) (1)

其中 ,Ωi为碰撞项 ,表示粒子碰撞对网格中粒子数产生

的影响 ;Δt和Δh分别为时间步长和空间步长.由于格

子气元胞自动机中 ,网格点的状态是离散的 ,因此不可

避免的会产生一定的统计噪声[13 ] .为了克服这个缺陷 ,

McNamara和 Zanetti提出直接由Boltzmann方程替换格子

气元胞自动机 ,用粒子分布函数 f ( r , t)取代离散变量

ni ( r , t) [14 ] .在此基础上 ,1991年～1992年 ,陈十一和钱

跃　利用 BGK(Bhatnagar2Gross2Krook)估计取代了方程

(1) 中的碰撞项 ,从而提出了完整的 LBM理论框架.

LBM中模型的演化方程可以写为 :

f i ( r +Δh·Ci , t +Δt) = f i ( r , t) +
1
ζ[ f

(0)
i ( r , t) - f i ( r , t) ]

(2)

其中 , f i ( r , t)为粒子密度分布函数 ; f
(0)
i ( r , t)为局部平

衡分布函数 ,表示模型由于碰撞而到达平衡时的状态 ;

ζ为松弛时间 ,表示模型趋向于平衡态的快慢.

如果取 :　
f

(0)
i =ρM , M∈[0 ,1 ]

ρ= ∑
i
f i

(3)

LBM模型的宏观方程则与各向同性扩散方程一致 ,该

模型为格子波尔兹曼各向同性扩散模型 (LBIDM) .本文

中 ,在LBIDM的基础上 ,我们将提出一个新的格子波尔

兹曼各向异性扩散模型 (LBADM) ,并以此为基础实现

图像的去噪处理.

3　格子波尔兹曼各向异性扩散模型( LBADM)

　　为了在扩散模型的基础上 ,构建各向异性扩散模

型.首先 ,我们引入半透膜的选择性渗透机制.所谓半

透膜 ( semipermeable membrane)是指一类可以让小分子

物质通过而大分子物质不能通过的薄膜的总称.不同

的半透膜所能通过的分子的尺寸是不同的 ,例如对于

鸡蛋的膜来说 ,葡萄糖分子就是大分子物质 ;而对于肠

衣来说 ,葡萄糖是小分子物质 ,淀粉是大分子物质.本

文中 ,我们将LBM模型的每个元胞之间加入一个“半透

膜”,并且各个方向上“半透膜”允许通过的粒子尺寸都

不相同.假设元胞中沿每个方向移动的粒子有 N 个 ,我

们规定每个粒子的尺寸在区间[0 , N ]上呈均匀分布 ,并

且元胞在方向 i上的“半透膜”允许通过的粒子尺寸为

ni ,那么元胞中沿方向 i移动的 N 个粒子中 ,将有 N
ni

N
= ni 个粒子可以通过“半透膜”.显然各个方向上通过

“半透膜”的粒子是不相同的 ,这样的扩散模型是各向

异性的.这里 ,我们定义概率 ni/ N 为粒子通过概率 ,记

为 gi .由于“半透膜”是一个生物学概念 ,为了与之区

别 ,在本文中不妨称之为“跨膜介质”.

上面的模型可以简化为如下的过程 :当粒子向元

胞邻居移动时 ,以概率 gi 通过跨膜介质 ,而以概率 1 -

gi挡回 ,元胞在下一时刻的状态应该等于被跨膜介质

挡回的粒子数加上邻居通过跨膜介质进入该元胞的粒

子数 ,如图 2所示.如此 ,该模型的演化方程可以写为 :

f i ( r +ΔhCi , t +Δt)

= gi ( r) f i ( r , t) +
1
ζ[ f

(0)
i ( r , t) - f i ( r , t) ]

+ [1 - gi ( r) ]) f i ( r +ΔhCi , t)

+
1
ζ[ f

(0)
i ( r +ΔhCi , t) - f i ( r +ΔhCi , t) ] (4)

这里我们选择如下的平衡分布函数 :
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f
(0)
i ( r , t) =βiρ( r , t) (5)

其中　　βi =
1 -

8 M
9

, i = 0

M
9

, 　i = 1 ,2 ,3 , ⋯,8
, M∈[0 ,1 ] .

如果将方程 (4)的两边泰勒展开 ,分别根据一阶无穷小

和二阶无穷小联立方程 ,便可以得到该模型的宏观方

程 (推导见附录) :

5
5 t
ρ=

MΔh2

18Δt ∑i gi ( r) ( Ci·̈ ) 2ρ

-
MΔh
9Δt ∑i gi ( r) ( Ci·̈ )ρ-

ε2

Δt ∑i gi ( r) f
(2)
i (6)

从方程 (6)可以看到 ,如果 gi ( r) = g2 ( r) = ⋯= g8 ( r)

= g ( r) ,由于

g ( r)∑
i

( Ci·̈ )ρ= 0 (7)

g ( r)∑
i

f
(2)
i = 0 (8)

那么该模型就退化为各向同性扩散模型.

如果我们忽略方程 (6)中的二阶无穷小项 -
ε2

Δt∑i gi ( r)

f
(2)
i ,那么我们可以得到

5
5 t
ρ=

1
2

K∑
i

gi ( r) ( Ci·̈ ) 2ρ

- K∑
i

gi ( r) ( Ci·̈ )ρ (9)

其中 , K =
MΔh
9Δt

.

如果将 Perona和Malik提出的各向异性

扩散方程5ρ
5 t

= div[ c ( | ¨ρ| ) ¨ρ]右边

的微分项展开 ,可以看出其在形式上与

方程 (9)是很相似的.图 3给出了LBIDM

模型和 LBADM模型对 lena图像的处理

结果.

图 3 中 , ( a) 为 lena 图像 , ( b) 为

LBIDM模型的处理结果 , ( c)为 LBADM

模型的处理结果. 其中 , K = 1 ,Δt =

011667 ,Δh = 1 ,迭代次数同为 50 次.从

图 3可以看出 ,LBIDM在对图像去噪的

同时模糊了图像的边缘 ,其效果与各向同性的扩散方

程相同 ,而LBADM则很好的保持了图像的边缘.

4　实验分析

　　上文中 ,我们提出了LBADM.虽然该模型中跨膜介

质限制了粒子的移动 ,但这种限制作用无论对移出元

胞的粒子还是进入元胞的粒子都是相同的.从宏观上

看 ,粒子还是从高密度区域向低密度区域扩散 ,模型中

的前向扩散过程占据了主导作用.根据 You 等人的分

析可知 ,模型是稳定的.这里 ,我们利用 LBADM实现了

图像的去噪处理.实验表明我们的算法可以解决 P2M

模型中存在的“灰度阶越”问题.

411　基于 LBADM的图像去噪算法
算法中 ,第一步 ,首先必须对模型初始化.我们将

图像中的像素点看作是网格空间中的元胞 ,将原始图

像作为LBADM的初始值 ,粒子密度分布函数和局部平

衡分布函数的初始值设置如下 :

f i ( r ,0) = f
(0)
i ( r ,0) =

M
ρ( r ,0)

9
, i≠0

1 -
8 Mρ( r ,0)

9
, i = 0

, M∈[0 ,1 ] .

第二步 ,迭代过程.粒子从元胞内以特定方向向其
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邻居移动 ,在各个元胞内部发生碰撞 ,从而对元胞的状

态产生影响 ,即

f i ( r +ΔhCi , t +Δt)

= gi ( r) f i ( r , t) +
1
ζ[ f

(0)
i ( r , t) - f i ( r , t) ]

+ [1 - gi ( r) ] f i ( r +ΔhCi , t)

+
1
ζ[ f

(0)
i ( r +ΔhCi , t) - f i ( r +ΔhCi , t) ] ρ( r , t +Δt)

=∑
8

i = 0

f i ( r , t +Δt) ,1≤i≤8 .

每次碰撞后必须重新计算局部平衡

分布函数 :

f
(0)
i ( r , nΔt) =

M
ρ( r , nΔt)

9
, i≠0

1 -
8 Mρ( r , nΔt)

9
, i = 0

,

如果达到最大迭代次数 N ,则退出

迭代.

第三步 ,输出ρ( r , t) .

算法流程如图 4所示.

412　参数选择
为了让模型在图像梯度变化平缓的

地方尽量实现图像平滑 ,而在图像边缘

也就是图像边缘梯度变化剧烈的地方停

止平滑 ,函数 gi ( r )必须与图像的梯度

信息建立联系.在我们的研究中 ,函数

gi ( r)设置为 :

gi ( r) =

1

1 +
| G 3ρ( r ,0) - G 3ρ( r +ΔhCi ,0)|

k

n

(10)

其中 , G为高斯滤波器 , k 为一固定常

数 ,实际取值为 k = 10.

参数 n 决定了模型对图像梯度的

敏感程度.当 n→+ ∞时 ,模型对图像不

起平滑作用 ;相反 ,当 n →0 时 ,模型退

化为各向同性的扩散方程.在实验中 ,我

们实际取 n = 2 .

从式 (9) ,我们可以看到 ,方程右边

各项的系数与 M ,Δh 以及Δt 有关.由

于我们将图像的像素点看作为元胞空间

中的元胞 ,因此元胞空间的空间间隔与

图像像素点的间隔应该一致 ,即Δh = 1 .

显然 ,当Δh 设为 1 后 ,式 (9)右边各项

系数便唯一的被 M/Δt 所确定.

时步长Δt 的另一个作用是确定迭代次数 ,例如 ,

为求得时刻 T的数值模拟结果 ,需要迭代 T/Δt 次.当
T较小时 ,我们希望时步长度Δt 相对较小 ,以提高计
算精度 ;当 T较大时 ,我们则希望时步长度Δt 相对大
一些 ,以提高计算速度.但如果对于任意的Δt , M 都固
定不变 ,Δt 的变化势必使式 (9)右边各项系数产生变

化 ,从而使方程发生变化.考虑到方程的系数 K =
MΔh
9Δt
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为一常数 ,因此在实验中我们取Δt =
MΔh
9 K

,其中 K为

一常数.这样可以通过 M实现对Δt 的调节.为简单起

见 ,实验中我们实际设置 K为 1 .

413　评价与分析
为了定性的评价 LBADM的有效性 ,我们在标准图

像中加入噪声 ,将 P2M模型和 LBADM对噪声图像进行

对比实验.图 5是我们采用 P2M模型和 LBADM分别对

各种图像进行去噪的实验结果.图 5中各行的第一列为

没有加入噪声的原图像 ;第二列为加入方差为 30 的噪

声后的图像 ;第三列是采用 P2M模型进行图像去噪的

结果 ;第四列为利用 LBADM进行图像去噪的结果.实

验中LBADM和 P2M模型的参数设置分别如表 1和表 2

所示.
表 1　LBADM参数设置

Δt Δh
迭代

次数
M gi ( r)

0111 1 200 1
gi ( r) =

1

1 +
| G 3ρ( r ,0) - G 3ρ( r +ΔhCi ,0) |

10

表 2　P2M模型参数设置

Δt Δh 迭代次数 c ( | ρ̈| )

011 1 30
c ( | ρ̈| ) =

1

1 +
| ¨ ( G 3ρ) |

10

2

　　图 5显示 ,LBADM在去除图像噪声的同时能够很

好的保持图像边缘.与 P2M模型不同的是 ,LBADM的处

理结果中图像的边缘过渡更加自然 ,而 P2M模型的处

理结果中 ,图像边缘显得更加尖锐.由于没有后向扩散

过程 ,LBADM可以很好的消除图像灰度的“阶越”现象 ,

如图 6所示.图 6中 ,为了显示细节部分的效果 ,我们选

取了人物头部 (图 6 ( a)和图 6 ( b)中的白色方框部分) ,

并放大显示.其中 , ( a) 为 P2M模型的处理结果 ; ( b)为

本文提出的图像去噪算法的图像去噪效果 ; ( c)为图片
( a)的头部放大图 ; ( d)为图片 ( b)的头部放大图.图 6

( c)中 ,人物的眼睛以及头发与背景交界处等部位存在

着一定的灰度的“阶越”,而图 6 ( d)中这些部分的像素

灰度值则过度的比较自然 ,更接近实际情况.由于模型

中前向扩散过程占据了主导作用 ,因此图像去噪后 ,

LBADM对图像的边缘有一定的平滑作用.同时也正是

因为LBADM前向扩散过程占据了主导作用 ,其稳定性

相对于 P2M模型要更好.

为定量地评价 LBADM ,我们采用 lena 图像作为标

准图像 ,如图 7所示.

通过对该标准图像加入具

有不同方差的噪声 ,我们得到

了一组测试图像 ,如图 8 所示.

其中 ,方差σ2 = 10 , 20 , 30 , ⋯,

100.

实验中 ,我们采用图像的

峰值信噪比作为评价标准 ,定

义如下 :

PSNR = - 10log
∑
r

(ρ( r , t) - I ( r) 2)

2552
(11)

其中 , I为未加入噪声的原始图像.实验发现 ,随着迭代

次数的增加 ,各向异性平滑的输出图像的信噪比会逐

步达到一个最大值 ,然后逐步下降 (如图 9所示) .因此

在评价中 ,当峰值信噪比达到最大值的时候 ,停止迭

代.评价步骤如下 :

(1)分别采用LBADM,P2M模型和 CDM处理噪声污染

图像 ,得到输出图像ρLBM( r , t) ,ρPM( r , t)和ρCDM( r , t) ;

( 2 ) 根 据 PSNR ( t ) = - 10log

∑
r

(ρ( r , t) - I ( r) 2)

2552
,计算ρLBM ( r , t ) ,ρPM ( r , t ) 和

ρCDM( r , t)的峰值信噪比 ;

(3)如果 PSNR ( t) ≥PSNR ( t - 1) ,重复步骤 (1)和
(2) ;

(4)输出 PSNR = PSNR( t) .

按照以上步骤 ,分别对图 8中的各个噪声图像进行

处理 ,我们可以得到模型输出图像的峰值信噪比随噪

声方差的变化曲线 ,如图 10所示.

当图像中噪声方差较小时 ,LBADM和 P2M模型几

乎有相同的输出峰值信噪比 ,而 CDM模型的峰值信噪

比相对较小 ;但随着图像噪声方差的逐渐增大 ,P2M模

型的输出峰值信噪比下降的最大 ,CDM输出峰值信噪

比变化相对较为平缓.与 P2M和 CDM模型相比 ,LBADM

的输出峰值信噪比受噪声的影响是最小的.从图 10 可
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以得出结论 ,LBADM相对于 CDM和 P2M模型能够更好 的去除噪声干扰 ,处理结果也更加逼近于原图像.

　　在图像处理速度上 ,虽然 LBADM与 P2M相比较还

是较慢 ,但由于LBADM模型中每个元胞状态的变化都

遵循相同的规则 ,因此非常适合于并行图像处理系统

的实现 ,这将极大的提高图像处理的速度.在图像数据

庞大以及对图像处理实时性要求很高的场合下 ,我们

提出的LBADM模型有着很大的应用价值.

5　结论

　　本文中 ,为了消除 P2M模型的图像灰度“阶越”现

象 ,我们在LBIDM的基础上 ,通过在网格格点间加入跨

膜介质 ,建立了 LBADM模型.虽然该模型中跨膜介质

限制了粒子的移动 ,但从宏观上看 ,粒子还是从高密度

区域向低密度区域扩散 ,因而模型中只有前向扩散过

程 ,而不存在后向扩散过程.根据 You 等人的分析可

知 ,模型的宏观方程是稳定的.

为了定性地评价 LBADM的有效性 ,我们在标准图

像中加入噪声 ,将 P2M模型和 LBADM对噪声图像进行

对比实验.实验结果显示 ,本文算法在去除图像噪声的

同时能够很好的保持图像边缘 ,并且很好的解决了 P2M

模型存在的灰度“阶越”现象.与 P2M模型不同的是 ,由

于前向扩散过程的作用 ,LBADM的处理结果中图像的

边缘过渡更加自然 ,而 P2M模型的处理结果中 ,图像边

缘显得更加尖锐.

为定量地评价 LBADM ,我们采用 lena 图像作为标

准图像 ,通过对该标准图像加入具有不同方差的噪声 ,

得到了一组测试图像.以峰值信噪比作为评价标准 ,得

到了LBADM ,CDM和 P2M模型输出图像的峰值信噪比

随噪声方差的变化曲线.评价结果显示 ,当图像中噪声

方差较小时 ,LBADM和 P2M模型几乎有相同的输出峰

值信噪比 ,而 CDM模型的峰值信噪比相对较小 ;但随着

图像噪声方差的逐渐增大 ,P2M模型的输出峰值信噪比

下降的最大 ,CDM输出峰值信噪比变化相对较为平缓.

与 P2M和 CDM模型相比 ,LBADM的输出峰值信噪比受

噪声的影响是最小的.因此可以得出结论 ,LBADM相对

于 CDM和 P2M模型能够更好的去除噪声干扰 ,处理结

果也更加逼近于原图像.

附录
利用 Chapman2Enskog展开式将粒子分布密度函数

(6)展开为如下形式 :

f i = f
(0)
i +ε·f (1)

i +ε2·f (2)
i +ε3·f (3)

i + ⋯ ( A1)

并且 5 x =ε5α ( A2)

5 y =ε5β ( A3)

5 t =ε5 t1
+ε25 t2

( A4)

εn·f ( n)
i 是 n阶修正项 ,而ε是一个无穷小量.并且
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∑
8

i = 0

f
(0)
i ( r , t) =∑

8

i = 0

f i ( r , t) =ρ( r , t)

∑
8

i = 0

f
( n)
i ( r , t) = 0 , n > 0

将式 (4)左边边对时间和空间泰勒展开到二阶无穷小 ,

将 ( A1)～ ( A4)代入 ,并在在方程两边取 O(ε)我们有 :

Δt
5

5 t1
f

(0)
i + gi ( r)Δtv ( Ci·̈ αβ) f

(0)
i = -

1
ζf

(1)
i ( A5)

将式 ( A5)两边对 i求和可以得到 :

5
5 t1
ρ= - ∑

i

gi ( r) v ( Ci·̈ αβ) f
(0)
i ( A6)

以及一阶修正项 :

f
(1)
i =ζβiΔtv∑

i

gi ( r) ( Ci·̈ αβ) f
(0)
i

- gi ( r)ζΔtv ( Ci·̈ αβ) f
(0)
i ( A7)

同样 ,将式 (4)左边边对时间和空间泰勒展开到二阶无

穷小 ,将式 ( A1)～ ( A4)代入 ,并在在方程两边取O(ε2) ,

有

5
5 t2
ρ+∑

i

vCi·̈ αβf
(1)
t

= - ∑
i

gi ( r)
1
2

v2Δt ( Ci·̈ αβ)
2 f

(0)
i -

1
Δt∑i gi ( r) f

(2)
i

( A8)

将式 ( A7)代入式 ( A8) ,有

5
5 t2
ρ=

1
2

v2Δt ∑
t

gi ( r) ( Ci·̈ αβ)
2 f

(0)
i -

1
Δt∑i gi ( r) f

(2)
i

( A9)

将式 ( A6)两边同时乘以ε,将式 ( A9)两边同时乘以ε2 ,

并将结果相加 ,我们可以得到 :

5
5 t
ρ=

MΔh2

18Δt ∑i gi ( r) ( Ci·̈ ) 2ρ

-
MΔh
9Δt ∑i gi ( r) ( Ci·̈ )ρ-

ε2

Δt∑i gi ( r) f
(2)
i ( A10)
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