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摘 要： 在分析凸组合最小均方（ＣＬＭＳ）算法性能的基础上，提出一种新的变步长凸组合最小均方（ＶＳＣＬＭＳ）算
法．该算法采用一种变步长滤波器替代原ＣＬＭＳ滤波器组中的恒值大步长滤波器，使新的自适应滤波器能够在噪声、
时变，甚至非平稳的环境下保持良好的随动性能，并在收敛的各个阶段均保持快速且稳定的均方特性．理论推导与仿
真分析分别验证了新算法与原ＣＬＭＳ算法相比不仅有更快的收敛速度，而且稳态均方性能与跟踪性能也有所提高．
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１ 引言

凸组合最小均方（ＣｏｎｖｅｘＣｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆＬｅａｓｔＭｅａｎ
Ｓｑｕａｒｅ，简称ＣＬＭＳ）滤波器算法［１］是近几年提出的基于
并行计算思想的自适应滤波算法．它通过并联具有不同
迭代步长的独立最小均方（ＬｅａｓｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅ，简称ＬＭＳ）
滤波器［２］的方式提高算法的收敛性能，避免了单一 ＬＭＳ
滤波器为协调收敛速度与稳态误差对步长因子μ的不

同要求，对系统性能所做的折衷［３］．但不同迭代步长的
并行计算往往对于算法参数的要求非常精确，不利于滤

波系统在噪声环境中保证良好的稳态性能．同时，对于
工作在时变频率高甚至非平稳的环境的情况，ＣＬＭＳ算
法也有其不可避免的性能不足．

为了使ＣＬＭＳ算法能够满足不同工作环境的需要，
提升它的应用空间，本文在原有 ＣＬＭＳ算法的基础上，
引入变步长调整规则，将其中一个独立的固定步长因子

ＬＭＳ滤波器改为基于均方误差快速收敛的变步长 ＬＭＳ
滤波器［４］．这样可以加快原算法的收敛速度及其在时变
环境下的跟踪性能．同时，为保证系统的稳态性能、减小
系统失调，将另一个 ＬＭＳ滤波器设定为小步长迭代，该
方式同时又可协调另一个变步长 ＬＭＳ滤波器在稳态环
境下步长因子易受噪声干扰的特性，在保持原 ＣＬＭＳ滤
波器的性能优势的同时全面的提升了算法的性能．

２ ＣＬＭＳ算法

ＣＬＭＳ滤波器［１］的原理如图１所示．
图１中 ｗ１（ｎ）、ｗ２（ｎ）分别为两个独立 ＬＭＳ滤波器

的权向量；ｙ１（ｎ）、ｙ２（ｎ）分别为两个滤波器的输出；
ｅ１（ｎ）、ｅ２（ｎ）分别为两个滤波器产生的误差；λ（ｎ）为
ＣＬＭＳ算法的联合系数；ｙｅｑ（ｎ）为整个滤波器的等效输
出；ｅｅｑ（ｎ）为滤波器的等效误差．

从图１中可以看出，该算法通过建立两个自适应滤
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波器的并联凸组合形成了一个择优逼近器．其核心思
想在于：将其中一个滤波器设定为快速动作的，以保证

算法快速收敛；而另一个则设定为慢收敛滤波器，以保

证收敛最终得到很小的稳态误差．整个滤波器组可根
据均方误差大小设定不同的联合参数λ（ｎ）值，并以此
调整两个滤波器的权重，使其根据整个收敛情况发挥

不同步长滤波器的优势．
ＣＬＭＳ算法采用两个 ＬＭＳ滤波器权系数凸组合的

方式得到等价权值向量：

ｗｅｑ（ｎ）＝λ（ｎ）ｗ１（ｎ）＋ １－λ（ｎ[ ]）ｗ２（ｎ） （１）
其中联合系数λ（ｎ）∈（０，１），并定义其取值函数为：

λ（ｎ）＝ｓｇｍ ａ（ｎ[ ]） ＝１ １＋ｅ－ａ（ｎ( )） （２）
由此可得等价输出项与误差项的表达式为：

ｙｅｑ（ｎ）＝λ（ｎ）ｙ１（ｎ）＋ １－λ（ｎ[ ]）ｙ２（ｎ） （３）

ｅｅｑ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－ｙｅｑ（ｎ） （４）
联合系数λ（ｎ）中的参数 ａ（ｎ）通过使整个自适应

滤波器的均方误差最小为准则自适应，因此同样适用

于 ＬＭＳ算法的最速下降表达式：

ａ（ｎ＋１）＝ａ（ｎ）－μａ２
ｅ２ｅｑ（ｎ）
ａ（ｎ）

（５）

参数 ａ（ｎ）表达式符合 ＬＭＳ理论的鲁棒性［５］规则，可使
ＣＬＭＳ算法有良好的稳定性．

由整个算法的原理与结构可以看出，联合 ＬＭＳ滤
波器组的方式工作为：当自适应刚刚开始或者系统发

生时变时，有较大μ参数的 ＬＭＳ滤波器的性能要比μ
参数较小的ＬＭＳ滤波器好，通过使λ（ｎ）取值接近于１
而使得 ｗｅｑ（ｎ）≈ｗ１（ｎ）．同理在相反的条件下，如系统
处于稳态过程时，有较小μ值的慢滤波器将会得到更

小的均方误差，因此将λ（ｎ）取值减小到接近于０，整个
联合滤波器组将由于慢收敛滤波器的主导作用最终减

小系统的失调［６］．
由于 ＣＬＭＳ算法将联合参数λ（ｎ）作为控制整个收

敛过程的核心参数，而该参数又需要通过指数运算和

一个最速下降迭代过程才能够求得．这样不仅迫使算
法对于误差项、输出项等有很高的精度要求，而且也不

利于算法在较强噪声干扰的环境下仍保持同样好的收

敛性能．因此提出一种新的变步长 ＣＬＭＳ算法（以下简
称：ＶＳＣＬＭＳ算法），以降低传统 ＣＬＭＳ算法对于联合参
数λ（ｎ）的依赖性．

３ ＶＳＣＬＭＳ算法及其均方性能分析

将其中快收敛大步长 ＬＭＳ滤波器改进为依照均方
误差收敛的变步长 ＬＭＳ滤波器．迭代步长μ取基于
Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的可变函数［４］，即：

μ（ｎ）＝β １－ｅｘｐ（－α ｅ（ｎ）２( )） （６）
为保证收敛要求参数满足：α＞０，０＜β＜μｍａｘ．取β＝
０６，α＝００８时，μ（ｎ）与误差 ｅ（ｎ）的关系曲线如图
２所示．

由图２可以看出，通过收敛过程中误差｜ｅ（ｎ）｜的
不断变化，迭代步长μ（ｎ）也在不断调整．在收敛初始
阶段，误差｜ｅ（ｎ）｜往往较大，此时迭代步长将接近于能
够保证算法收敛的最大迭代步长μｍａｘ以保证最快的收

敛速度；随着收敛过程的进行，误差｜ｅ（ｎ）｜不断减小，
当收敛进入稳态邻域时，μ（ｎ）也随之渐近到一个很小
的值，以保证算法有较小的稳态误差．

由于变步长ＬＭＳ算法的均方误差在收敛进入稳态
过程时易被噪声污染而使得步长因子μ有较大振荡，

严重影响了系统的稳定性．因此，可将 ＣＬＭＳ算法中的
另一个独立 ＬＭＳ滤波器设为小步长收敛来弥补变步长
ＬＭＳ滤波器这一不足．根据自适应滤波理论［３］，系统的
权向量失调与步长因子μ成正比，其表达式为：

Ｍ＝μ·ｔｒＲ （７）
其中 Ｍ为ＬＭＳ滤波器的失调．可根据系统的精度要求
来确定该小步长 ＬＭＳ滤波器的μ值，以保证新的 ＶＳ
ＣＬＭＳ算法的稳态性能不依赖于变步长 ＬＭＳ滤波器．使
其无论有怎样的收敛特性，整体算法都能够最终得到

一个很小的失调．
下面具体分析ＶＳＣＬＭＳ算法的性能．首先提出如下

假设［６］：

（１）期望响应 ｄ（ｎ）与输入向量 ｕ（ｎ）间符合如下
线性衰减模型：
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ｄ（ｎ）＝ｗＴ０ｕ（ｎ）＋ｅ０（ｎ） （８）
式中 ｗ０为长度为 Ｍ的未知权向量；ｅ０（ｎ）为方差为σ２０
的独立建模观测噪声．

（２）初始权向量 ｗ１（０）、ｗ２（０）与初始参数 ａ（０）对
于任意 ｎ值独立于｛ｕ（ｎ），ｄ（ｎ），ｅ０（ｎ）｝．

（３）Ｅ［ｕ（ｎ）］＝０，Ｅ［ｕ（ｎ）ｕＴ（ｎ）］＝Ｒ，Ｅ［ｄ（ｎ）］＝
０，Ｅ［ｅ０（ｎ）］＝０．

为讨论方便，现分别对单个滤波器与联合后的改

进滤波器定义如下符号与附加参数值：

（１）滤波器的权向量误差项为：

εｉ（ｎ）＝ｗ０－ｗｉ（ｎ），ｉ＝１，２

ε（ｎ）＝ｗ０－ｗ（ｎ）
（９）

（２）先验误差项为：
ｅａ，ｉ（ｎ）＝εＴｉ（ｎ）ｕ（ｎ），ｉ＝１，２，

ｅａ（ｎ）＝εＴ（ｎ）ｕ（ｎ）
（１０）

（３）后验误差项为：
ｅｐ，ｉ（ｎ）＝εＴｉ（ｎ＋１）ｕ（ｎ），ｉ＝１，２

ｅｐ（ｎ）＝εＴ（ｎ＋１）ｕ（ｎ）
（１１）

滤波器的性能通常用额外均方误差（ＥＭＳＥ）来衡
量，将它定义为滤波器在工作过程中除最小均方误差

外的额外误差项．分析算法的稳态性能时，通常假设学
习迭代次数 ｎ取其极限值∞，由于误差项 ｅ（ｎ）满足如
下表达式：

ｅ（ｎ）＝ｅａ（ｎ）＋ｅ０（ｎ） （１２）
因此，各滤波器的ＥＭＳＥ可由下式得出：

Ｊｅｘ，ｉ（∞）＝ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅ ｅ２ａ，ｉ（ｎ[ ]），ｉ＝１，２ （１３）

Ｊｅｘ（∞）＝ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅ ｅ２ａ（ｎ[ ]） （１４）

同时为分析凸组合后系统性能，定义基于先验误差项

的交叉 ＥＭＳＥ表达式如下：
Ｊｅｘ，１２（∞）ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｅ ｅａ，１（ｎ）ｅａ，２（ｎ[ ]） （１５）

由定义式（１５）与 ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式可得出如
下结论：交叉 ＥＭＳＥ不会同时高于单个滤波器的 ＥＭＳＥ．
即：

Ｊｅｘ，１２（∞）≤ｍａｘＪｅｘ，１（∞），Ｊｅｘ，２（∞{ }） （１６）
通过能量守恒方程［６］与稳态运行时 ｕ（ｎ

 

）２独立

于ＬＭＳ滤波器先验误差的假设，可得出如下表达式：

Ｊｅｘ，ｉ（∞）＝μ
ｉσ
２
０Ｔｒ（Ｒ）

２－μｉＴｒ（Ｒ）
（１７）

其中μｉ满足收敛条件，即：μｉ＜２／Ｔｒ（Ｒ）．而ＥＭＳＥ为μｉ
的单调增函数，因此有：

Ｊｅｘ，ｉ（∞）
μｉ

＝
２σ２０Ｔｒ（Ｒ）
２－μｉＴｒ（Ｒ[ ]）２＞０ （１８）

为推导两个滤波器的交叉ＥＭＳＥ参数，引入能量守
恒关系方程．该方程以 ＬＭＳ系数更新理论为基础，包含

了先验误差项与后验误差项．经过推导与整理可得出
如下等式：

εｉ（ｎ＋１）＋
ｕ（ｎ）
ｕ（ｎ

 

）２ｅａ，ｉ（ｎ）＝εｉ（ｎ）＋
ｕ（ｎ）
ｕ（ｎ

 

）２ｅｐ，ｉ（ｎ）

（１９）
将 ｉ＝１与 ｉ＝２分别代入并整理后得：

ε
Ｔ
１（ｎ＋１）ε２（ｎ＋１）＋

ｅａ，１（ｎ）ｅａ，２（ｎ）
ｕ（ｎ

 

）２

＝εＴ１（ｎ）ε２（ｎ）＋
ｅｐ，１（ｎ）ｅｐ，２（ｎ）
ｕ（ｎ

 

）２

（２０）

将式（１５）两边取期望，且在稳态情况下下式成立：
ＥεＴ１（ｎ＋１）ε２（ｎ＋１[ ]） ＝ＥεＴ１（ｎ）ε２（ｎ[ ]）；ｎ→∞

（２１）
由此可得：

Ｅ
ｅａ，１（ｎ）ｅａ，２（ｎ）
ｕ（ｎ

 

）
[ ]２ ＝Ｅ

ｅｐ，１（ｎ）ｅｐ，２（ｎ）
ｕ（ｎ

 

）
[ ]２ ；ｎ→∞

（２２）
权值更新时先验误差项与后验误差项的关系如下：

ｅｐ，ｉ（ｎ）＝ｅａ，ｉ（ｎ）－μｉ ｕ（ｎ

 

）２ｅｉ（ｎ），ｉ＝１，２（２３）
整理式（２２）与式（２３）得出：

μ２Ｅμ１（ｎ）ｕ（ｎ

 

）２ｅ１（ｎ）ｅ２（ｎ[ ]）

＝Ｅμ１（ｎ）ｅａ，２（ｎ）ｅ１（ｎ[ ]） ＋μ２Ｅ ｅａ，１（ｎ）ｅ２（ｎ[ ]）
（２４）

对于ＶＳＣＬＭＳ算法，其变步长迭代规则为：μ１（ｎ）＝

β（１－ｅｘｐ（－α ｅ１（ｎ）２）），当 ｎ→∞时，步长在理想状
态下收敛为一个很小的值，可取如下近似：

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅμ１（ｎ[ ]） ＝μ０ （２５）

将 ｅｉ（ｎ）＝ｅａ，ｉ（ｎ）＋ｅ０（ｎ），ｉ＝１，２代入式（２４）得：

μ０μ２Ｅ｛ｕ（ｎ

 

）２（ｅａ，１（ｎ）ｅａ，２（ｎ）
＋ｅ０（ｎ）［ｅａ，１（ｎ）＋ｅａ，２（ｎ）］＋ｅ０（ｎ））｝

＝（μ０＋μ２）Ｊｅｘ，１２（∞）
－Ｅ｛［μ０ｅａ，２（ｎ）＋μ２ｅａ，１（ｎ）］ｅ０（ｎ）｝ （２６）

由分析可知 ｅ０（ｎ）为零均值过程并独立于先验误差项，
因此可得出交叉ＥＭＳＥ的表达式如下：

Ｊｅｘ，１２（∞）＝μ
１２
２［Ｅ［ｕ（ｎ

 

）２ｅａ，１（ｎ）ｅａ，２（ｎ）］＋σ２０Ｔｒ（Ｒ）］

（２７）

定义：μ１２
２μ０μ２
μ０＋μ２

并代入式（２７），得到最终的交叉

ＥＭＳＥ参数为：

Ｊｅｘ，１２（∞）＝μ
１２σ
２
０Ｔｒ（Ｒ）

２－μ１２Ｔｒ（Ｒ）
（２８）

由于μ０＜μ１２＜μ２，综合式（１７）与式（２８）可得出如
下结论：Ｊｅｘ，２（∞）＞Ｊｅｘ，１２（∞）＞Ｊｅｘ，１（∞）．对于传统
ＣＬＭＳ来说，文献 ［６］给出 ＥＭＳＥ参数关系如下：
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Ｊ′ｅｘ，１（∞）＞Ｊ′ｅｘ，１２（∞）＞Ｊ′ｅｘ，２（∞）；而对于改进算法来
说，并没有改变原算法中小步长 ＬＭＳ滤波器的迭代规
则，即有：Ｊｅｘ，２（∞）＝Ｊ′ｅｘ，２（∞）．因此，可以得出以下结
论：Ｊ′ｅｘ，１２（∞）＞Ｊｅｘ，１２（∞），即新的 ＶＳＣＬＭＳ算法的均方
性能优于 ＣＬＭＳ算法．

４ 仿真分析

为进一步验证 ＶＳＣＬＭＳ算法的收敛性能与跟踪性
能，现将 ＶＳＣＬＭＳ算法与原 ＣＬＭＳ算法用于系统辨识过
程中进行计算机仿真分析，并分别对两种算法进行２００
次独立仿真实验，求取统计平均值．同时，为能够客观比
较系统失调等性能参数，两种算法的参数均选为其他文

献中讨论过的相对最优参数．其中 ＣＬＭＳ算法的相关参
数选择如下：取μ１＝００１，μ２＝０．１，μａ＝２００，并取合理的
参数限幅［１］；对于本文提出的ＶＳＣＬＭＳ算法，与原算法重
合部分的参数仍取原参数不变，即μ２＝００１，μａ＝２００，同
时选择变步长迭代参数β＝０６，α＝０．０８

［４］．
４１ 高斯白噪声输入时算法仿真性能分析

假设未知系统为７阶 ＦＩＲ模型，自适应滤波器的阶
次与模型阶次相同．设输入信号ｕ（ｎ）为零均值、方差为
１的高斯白噪声，主输入端干扰信号ν（ｎ）为与ｕ（ｎ）不
相关的高斯白噪声，且 ＳＮＲ＝２０ｄＢ．

另外，为比较算法的跟踪性能，令模型参数在迭代

进行至５００步时同时发生变化．得出 ＣＬＭＳ算法与 ＶＳ
ＣＬＭＳ算法的学习曲线如下图３所示．

图３可以看出，在收敛过程的初始阶段，ＶＳＣＬＭＳ
算法的收敛速度明显快于 ＣＬＭＳ算法．在收敛过程进入
稳态阶段时，ＶＳＣＬＭＳ算法又继承了 ＣＬＭＳ算法低稳态
误差的优点，在稳态性能上优于 ＣＬＭＳ算法．另外，由于
新算法放宽了对联合参数的限幅，因此极大的缩小了

系统渐进稳态的过渡过程．同时在系统参数发生变化
时，ＶＳＣＬＭＳ算法也表现出很好的跟踪性能．
４２ 相关信号作为输入时算法仿真性能分析

设相关输入信号表达式为：

ｘ（ｎ）＝０．８ｘ（ｎ－１）＋ｒ（ｎ） （２９）
其中 ｒ（ｎ）为σ２ｖ＝００１的高斯白噪声，且与系统干扰
ｖ（ｎ）相互独立．其他仿真条件与参数选取均与独立信
号输入时相同，两种算法的学习曲线如图４所示．

图４可以看出，相关信号输入时，ＶＳＣＬＭＳ算法在
收敛速度和跟踪性能上优于 ＣＬＭＳ算法．这说明新算法
可以很好的应用于非独立信号环境中．
４３ 非平稳环境下的仿真性能分析

给出仿真试验中的时变系统模型如下：

ｗ（ｎ＋１）＝ｗ（ｎ）＋ｃ（ｎ） （３０）
其中 ｃ（ｎ）为零均值白色高斯噪声，取方差σ２ｖ＝１×
１０－４．其他仿真条件与平稳环境下的试验参数相同．图
５给出了两种算法的学习曲线．

图５可以看出，ＶＳＣＬＭＳ算法在非平稳环境下也有
优于ＣＬＭＳ算法的收敛性能，尤其在渐进稳态过程中，
ＶＳＣＬＭＳ算法的过渡过程明显快于 ＣＬＭＳ算法，这是因
为ＣＬＭＳ算法在联合参数的函数边界上采取了限幅，导
致算法在收敛过程渐进稳态时易产生震荡，不能很好

实现平滑过渡所造成的．同时，进入稳态后新算法的均
方误差也优于ＣＬＭＳ算法．

５ 结论

新的ＶＳＣＬＭＳ算法在保持原ＣＬＭＳ结构不变的基础
上引入变步长因子μ（ｎ），使其中恒值大步长独立 ＬＭＳ
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滤波器能够根据收敛进程及环境的要求随时调整步

长；而另一滤波器采用小步长迭代方案，与变步长 ＬＭＳ
滤波器相配合．这样不仅提高了算法的收敛速度与跟
踪能力，同时兼顾了算法的稳态均方性能，解决了收敛

速度与稳态均方误差间的矛盾．理论推导证明和仿真
结果验证了算法的收敛性能与稳态均方性能．
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