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摘 要： 本文将通用量子线路分为两类，给出了每类中两种线路的酉算子表达式；根据矩阵张量积转置相似定

理，实现了两类线路酉算子间的转换．引入矩阵的直和运算并将其扩展到向量上，以简洁的形式直观地表示出量子线
路对输入向量的作用．在将量子线路抽象为受控酉运算嵌套的基础上，提出了仿真量子线路的分治算法．相较于其他
基于状态向量的仿真算法，该算法避免了通过张量积运算生成酉矩阵，从而节省了存储空间；并且在仿真非平凡的量

子线路时具有更好的时间复杂度．
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１ 引言

为降低量子仿真算法的复杂度，或者用更有效的数

据结构代替状态向量表示，或者采取适当的压缩技术以

减少状态向量和酉算子所需存储空间．针对前者有稳定
子形式方法、矩阵乘积状态表示（ＭＰＳ）和带权图状态
等［１］，这类数据结构可以在经典计算机上有效地仿真特

定的线路．但据我们所知，所有通用的量子仿真技术都
基于状态向量表示．

迄今主要的仿真算法均采用基于 ＢＤＤ的结构来表
示酉算子和状态向量，如 ＱＭＤＤ［２］和 ＱｕＩＤＤ［３，４］，仿真中
用到的线性代数运算如矩阵向量乘法可以在操作数规
模二次方的时间内完成．此类算法可以有效地仿真具有
特定属性的状态向量和量子线路，但在仿真非平凡线路

时，算法的复杂度仍将呈指数级增长．最近 Ｓａｍｏｌａｄａｓ提
出使用投影算子符号化地描述量子线路的方法［５］提高

仿真算法的效率，该算法仍然基于 ＢＤＤ结构．
本文将量子线路抽象为嵌套的受控酉运算，并给出

相应的酉算子表达式．根据这种形式化的描述层层解析
量子线路来确定线路上的受控量子门对状态向量的作

用，实现量子线路的仿真．这种直接根据线路构造确定
对输入状态的作用的方法避免了通过张量积运算生成

酉算子，从而节省了存储空间．在时间复杂度上，针对不
能优化的非平凡电路，我们将证明该算法的效率优于上

述各算法．

２ 预备知识

２１ 矩阵和向量的直和运算

为了能够直观地表示出酉算子的结构特点，引入矩

阵的直和运算并限定其操作数为两个同阶复方阵．定
义向量的直和运算为两个等长向量 ａ与ｂ的连接．该运
算将操作数的线性空间合在一起，构成维数为两个操作
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数维数之和的线性空间．本文将用到直和运算的一个
重要性质（ＡＢ）（ａｂ）＝（Ａａ）（Ｂｂ）．

只有在张量积运算的结果不呈指数级增长时，

ＱＭＤＤ和ＱｕＩＤＤ才能有效地仿真量子线路，限制了算法
所能仿真的线路类型．此外，这种表示方式在线性代数
运算时需要频繁地引用行列变量在图中的下标，操作

非常繁琐且容易出错．本文分析量子线路中张量积运
算自身的特点，用酉矩阵和状态向量的直和运算直观

地表示出量子线路对输入向量的作用，用形式化的分

析代替了具体的线性代数操作．
２２ 张量积矩阵的相似性

引理［６］ ＢＡ＝ＰＴ（ｍ，ｎ）（ＡＢ）Ｐ（ｍ，ｎ），

Ａ∈Ｃｍ×ｍ，Ｂ∈Ｃｎ×ｎ．即 Ａ和Ｂ都是方阵时，ＢＡ
置换相似于ＡＢ，且置换矩阵 Ｐ（ｍ，ｎ）∈Ｃｍｎ×ｍｎ仅依

赖维数ｍ和ｎ，Ｐ（ｍ，ｎ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ＥｉｊＥＴｉｊ，每个 Ｅｉｊ∈

Ｃｍ×ｎ在（ｉ，ｊ）位置的元素为１，其余元素为０．可知

ＰＴ（ｍ，ｎ）＝Ｐ－１（ｍ，ｎ）．例如 Ｐ（２，２）＝

１ ０ ０ ０
０ ０ １ ０
０ １ ０ ０











０ ０ ０ １

．

更一般地，设 Ａ１，…，Ａｋ∈Ｃｍ×ｍ，Ｂ１，…，Ｂｋ∈
Ｃｎ×ｎ，则 Ｂ１Ａ１＋…＋ＢｋＡｋ＝ＰＴ（ｍ，ｎ）（Ａ１Ｂ１＋
…＋ＡｋＢｋ）Ｐ（ｍ，ｎ）．

矩阵张量积运算的转置相似性是我们可以应用直

和运算表示所有量子线路的基础．利用这一性质将不
能直接用该运算表示的酉算子转置后用直和运算表

示，统一了量子线路的表示形式．特别地，当 ｍ＝２，ｎ＝
２ｋ时，置换矩阵 Ｐ和ＰＴ对向量的作用如下所示：

Ｐ（２，２ｋ－１）（ｘ０ｘ１ｘ２…ｘｎ－３ｘｎ－２ｘｎ－１）Ｔ

＝（ｘ０ｘ２…ｘｎ－２ｘ１…ｘｎ－３ｘｎ－１）Ｔ （１）
操作结果为向量偶数项和奇数项的连接．
ＰＴ（２，２ｋ－１）（ｘ０ｘ１…ｘｎ／２－１ｘｎ／２ｘｎ／２＋１…ｘｎ－２ｘｎ－１）Ｔ

＝（ｘ０ｘｎ／２ｘ１ｘｎ／２＋１…ｘｎ－２ｘｎ／２－１ｘｎ－１）Ｔ （２）
即将向量的后 ｎ／２项分别插入到前 ｎ／２项之后．
ｎ阶矩阵向量乘法操作需要Ｏ（ｎ２）的乘法操作，

而转置矩阵 Ｐ（２，２ｋ－１）和 ＰＴ（２，２ｋ－１）与向量乘积的结
果只需将该向量作 Ｏ（ｎ）次移位即可实现，降低了算
法的时间复杂度．

３ 量子线路

３１ 量子线路的形式化表示

我们称包含量子门受控端的量子线路为门线路，

记为 Ｕ．在由门线路 Ｕ和量子连线构成的量子线路中，
根据门线路上方的量子连线上是否有控制点，可以将

此类线路分为两种，如图１所示．

线路 Ａ的酉算子表达式为

ＵＡ＝Ｉ１Ｕｎ＝
Ｕｎ ０
０ Ｕ( )

ｎ
（３）

线路 Ｂ中的门为受控酉门，其酉算子表达式比线路 Ａ
的略复杂，

ＵＢ＝ ０〉〈０Ｉｎ＋ １〉〈１Ｕｎ＝
Ｉｎ ０
０ Ｕ( )

ｎ
（４）

这里 Ｉｋ和Ｕｎ分别表示２ｋ阶单位阵和２ｎ阶酉矩阵．
当门线路在量子连线上方时，同样根据底层量子

连线上是否有控制点分为两种，如图２所示．

我们发现，线路 Ｃ的酉算子表示形式可由线路Ａ
的表达式交换操作的两个操作数得到，即：

ＵＣ＝ＵｎＩ１ （５）
同样，线路 Ｄ的酉算子表示形式可由线路Ｂ的表

达式交换操作的两个操作数得到：
ＵＤ＝Ｉｎ｜０〉〈０｜＋Ｕｎ｜１〉〈１｜ （６）

若子线路 Ｕ中受控端量子门与量子连线的组合方
式为上述四种线路中的任一种，受控端量子门也可以

是多量子比特门，则线路 Ａ～Ｄ实现了用嵌套的方式
描述通用量子线路．实际量子线路由上述四种线路级
联而成．基于 ＢＤＤ表示的算法适于仿真特定的量子线
路，不具有通用性；而基于上述形式化描述的仿真算法

对线路结构、门的种类及输入向量等没有特殊要求，适

用于仿真通用量子线路．
３２ 量子线路功能的分解

分析式（３）和（４）矩阵张量积运算的结果可知，线路
Ａ和线路Ｂ的酉算子用矩阵的直和运算表示为：

ＵＡ＝ＵｎＵｎ，ＵＢ＝ＩｎＵｎ
同时，将长度为 ２ｎ＋１的状态向量｜φ〉用等分的子向量
｜φ〉０和｜φ〉１的直和运算表示为｜φ〉＝｜φ〉０｜φ〉１．
应用直和运算的性质，线路 Ａ和线路Ｂ对输入向

量｜φ〉的作用可分别表示如下：
ＵＡ｜φ〉＝（ＵｎＵｎ）（｜φ〉０｜φ〉１）＝Ｕｎ｜φ〉０Ｕｎ｜φ〉１

（７）
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ＵＢ｜φ〉＝（ＩｎＵｎ）（｜φ〉０｜φ〉１）＝Ｉｎ｜φ〉０Ｕｎ｜φ〉１
（８）

线路 Ｃ和线路Ｄ所对应矩阵形式较复杂，无法直

接对其应用直和运算．如当 Ｕ＝
ｕ０ ｕ１
ｕ２ ｕ( )

３
时，二者的酉

算子描述分别为：

ＵＣ＝

ｕ０ ０ ｕ１ ０
０ ｕ０ ０ ｕ１
ｕ２ ０ ｕ３ ０
０ ｕ２ ０ ｕ











３

， ＵＤ＝

１ ０ ０ ０
０ ｕ０ ０ ｕ１
０ ０ １ ０
０ ｕ２ ０ ｕ











３

由２．２节矩阵张量积的转置相似性可知，ＵｎＩ＝
ＰＴ（ＩＵｎ）Ｐ，故线路 Ｃ作用于状态向量｜φ〉可以表示
为：ＵＣ｜φ〉＝ＰＴ（ＩＵｎ）Ｐ｜φ〉，记｜φ〉Ｐ＝Ｐ｜φ〉，则

ＵＣ｜φ〉＝ＰＴ（Ｕｎ｜φ〉Ｐ０Ｕｎ｜φ〉Ｐ１） （９）
同理，线路 Ｄ作用于状态向量｜φ〉可以表示为：

ＵＤ｜φ〉＝ＰＴ（Ｉｎ｜φ〉Ｐ０Ｕｎ｜φ〉Ｐ１） （１０）
通过以上分析，式（７）～（１０）将 ｎ＋１比特的量子线

路对输入向量的酉运算等价于 ｎ比特子线路或恒等线
路分别对两个子向量作酉变换；而这里的子线路和子

向量又可以继续递归分解直至量子门的受控端．

４ 仿真算法

基于上述思想，采用分治法实现量子线路仿真算

法．设线路中只有受控端为单量子比特的量子门，两个
核心算法的伪代码如下所示．当线路中存在受控端为 ｋ
量子比特的量子门时，只需将递归终结处定义为 ｎ＝ｋ
即可．

函数的输入参数ｔｌｉｎｅ表示当前处理线路的第一条
量子连线 ｘｉ∈｛ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ－１｝，ｎ为当前子线路条数，
ｓｂｉｔ为对应状态向量的起始下标，Ｎ＝２ｎ是其长度．Ａｐ
ｐｌｙＤｏｗｎ和ＡｐｐｌｙＵｐ均直接对状态向量作变换．
ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ（ｔｌｉｎｅ，ｎ，ｓｂｉｔ）｛
ｉｆ（ｎ＝＝１）／／受控端为单量子比特门
ＡｐｐｌｙＧａｔｅ（ＳｇｌＧａｔｅ，ｓｂｉｔ）；
ｅｌｓｅｉｆ（Ｃｉｒｃｕｉｔ［ｔｌｉｎｅ］＝＝ＮＯＮＥ）｛
／／量子线上无控制点处
ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ（ｔｌｉｎｅ＋１，ｎ－１，ｓｂｉｔ）；
ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ（ｔｌｉｎｅ＋１，ｎ－１，ｓｂｉｔ＋Ｎ／２）；
｝

ｅｌｓｅｉｆ（Ｃｉｒｃｕｉｔ［ｔｌｉｎｅ］＝＝ＣＴＲＬ）
／／量子线上有控制点
ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ（ｔｌｉｎｅ＋１，ｎ－１，ｓｂｉｔ＋Ｎ／２）；
ｅｌｓｅｉｆ（Ｃｉｒｃｕｉｔ［ｔｌｉｎｅ］ｉｓａｇａｔｅ）
／／受控端量子门不在最底层
ＡｐｐｌｙＵｐ（ｔｌｉｎｅ，ＬｉｎｅＮｕｍ，ｓｂｉｔ）；
｝

ＡｐｐｌｙＵｐ（ｔｌｉｎｅ，ｎ，ｓｂｉｔ）｛
ｉｆ（ｎ＝＝１）
ＡｐｐｌｙＧａｔｅ（ＳｇｌＧａｔｅ，ｓｂｉｔ）；
ｅｌｓｅｉｆ（Ｃｉｒｃｕｉｔ［ｔｌｉｎｅ］ｉｓａｇａｔｅ）｛
Ｐｅｒｍｕｔｅ（ｓｂｉｔ，Ｎ）；
／／转置矩阵 Ｐ作用于向量
ｉｆ（Ｃｉｒｃｕｉｔ［ｔｌｉｎｅ＋ｎ－１］＝＝ＮＯＮＥ）｛
ＡｐｐｌｙＵｐ（ｔｌｉｎｅ，ｎ－１，ｓｂｉｔ）；
ＡｐｐｌｙＵｐ（ｔｌｉｎｅ，ｎ－１，ｓｂｉｔ＋Ｎ／２）；
｝

ｅｌｓｅｉｆ（Ｃｉｒｃｕｉｔ［ｔｌｉｎｅ＋ｎ－１］＝＝ＣＴＲＬ）
ＡｐｐｌｙＵｐ（ｔｌｉｎｅ，ｎ－１，ｓｂｉｔ＋Ｎ／２）；
ＴｒａｎｓＰｅｒｍｕｔｅ（ｓｂｉｔ，Ｎ）；｝

／／转置矩阵 ＰＴ作用于向量
｝

ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ：从第一条线开始自上而下逐层分解量

子线路，在无控制点处按式⑺递归向下，在控制点处按

式（８）递归向下，直至 ｎ＝１时应用单量子比特受控门
（或 ｎ＞１时应用多量子比特受控门）到对应向量；若在
递归过程中遇到量子门，则调用ＡｐｐｌｙＵｐ．

ＡｐｐｌｙＵｐ：从下往上分解电路，过程与 ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ相
似，不同之处在于根据式（９）和式（１０）在递归开始之前
先对状态向量应用置换 Ｐ，其操作如式（１）所示；递归返
回之后对应状态向量应用置换 ＰＴ，其操作如式（２）所
示．两次置换分别由内联函数Ｐｅｒｍｕｔｅ和ＴｒａｎｓＰｅｒｍｕｔｅ来
完成．

设输入向量长度为 Ｎ，则在函数 ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ中，全
部递归均按式（７）递归，最多执行次数 Ｔ（Ｎ）＝２Ｔ（Ｎ／
２），故最坏情况时间复杂度为 Ｏ（Ｎ）；在函数 ＡｐｐｌｙＵｐ
中增加了对状态向量的置换操作，由２２节可知，两次
置换共耗时２Ｎ，Ｔ（Ｎ）＝２Ｔ（Ｎ／２＋２Ｎ），最坏情况时间
复杂度为 Ｏ（ＮｌｏｇＮ）．

５ 实验结果分析

实验仿真量子傅立叶变换（ＱＦＴ）［７］，其线路如图３
所示．ｎ量子 ＱＦＴ线路的长度（即包含量子门的个数）

为 ｎ（ｎ＋１）／２．Ｈａｄａｍａｒｄ门的酉算子为 ＵＨ ＝
１
槡２

１ １[ ]１ －１
，Ｒｋ的酉算子为ＵＲｋ＝

１ ０

０ ｅ
２πｉ
２

[ ]ｋ ．表１给出了
仿真实验结果．由表中可知，运行时间符合上述给出的
分析，这里还要考虑当 ｎ增大时，线路长度亦随之增
加．

表１ 仿真ＱＦＴ实验结果

量子比特 １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１

时间（ｓ） １ ３ ７ １６ ３４ ８９ １９７ ４３５ ９１８

量子线路的构成与算法的复杂度之间有如下关

系：（１）线路中量子门的控制点越多，算法效率越高．因
为在有控制点的量子线上 Ｕｎ｜φ〉＝｜φ〉０Ｕｎ－１｜φ〉１，
递归只在一个分支进行，退化为线性算法；（２）受控量
子门在线路越底层，算法效率越高．此时 ＡｐｐｌｙＵｐ函数
的执行次数减少，附加的置换操作减少．在较好地满足
以上条件的情况下，算法的复杂度降低至与输入规模

成正比的线性关系．而就最一般的线路而言，在使用状
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态向量表示的情况下，量子线路状态向量大小为 Ｎ，对
输入进行变换处理的量子线路仿真算法复杂度至少为

Ｎ，ＡｐｐｌｙＤｏｗｎ函数已达到此下界．
ＱｕＩＤＤ仿真算法［３］中，若酉算子用 ｍ个节点表示，

作用于大小为 Ｎ的状态向量，则运行时间的上界为
Ｏ（ｍ２Ｎ２）．Ｓａｍｏｌａｄａｓ同样采用量子线路符号化表示、但
仍使用ＭＴＢＤＤ表示状态向量［５］，其最坏时间复杂度为
Ｏ（｜Ｆ｜Ｎ２），其中｜Ｆ｜是布尔投影算子的大小．在通用量
子线路仿真过程中，线路和输入向量均无特定结构，将

酉算子和状态向量表示成 ＢＤＤ图并不能得到有效的压
缩，此时应用我们的算法效率将得到很大提高．

６ 结论

本文提出了一种仿真通用量子线路的分治算法．
该算法利用量子线路中构造酉算子时张量积运算自身

的特点，引入酉算子和状态向量的直和运算来直观地

表示出量子线路对输入向量的作用．我们利用矩阵张
量积运算的相似性定理，用形式化地分析代替了具体

的线性代数操作，使得利用分治思想仿真量子线路成

为可能．该算法避免了基于 ＢＤＤ的结构的仿真算法中
出现的张量积运算和复杂的指标引用，更为简洁、直

观．在仿真通用量子线路时，相较于复杂性极大依赖于
量子线路的结构特点的其他仿真算法，我们论证了该

算法的效率更高．

参考文献：

［１］ＢＲＯＷＮＥＤＥ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｌａｓｓｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｑｕａｎｔｕｍ
Ｆｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ［Ｊ］．ＮｅｗＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓ，２００７，９（１４６）：１
－７．

［２］ＭＩＬＬＥＲＤＭ，ｅｔａｌ．ＱＭＤＤ：Ａｄｅｃｉｓｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｏｒ
ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅａｎｄｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｓ［Ａ］．ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏ
ｓｉｕｍｏｎＭｕｌｔｉｐｌｅＶａｌｕｅｄＬｏｇｉｃ（ＩＳＭＶＬ）［Ｃ］．Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ，Ｄ
Ｃ：ＩＥＥＥＣｏｍｐｕｔｅｒＳｏｃｉｅｔｙ，２００６．３０－３０．

［３］ＶＩＡＭＯＮＴＥＳＧＦ．ＥｆｆｉｃｉｅｎｔＱｕａｎｔｕｍＣｉｒｃｕｉｔＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ．ＰｈＤ
ｔｈｅｓｉｓ［Ｄ］．Ａｍｅｒｉｃａ：ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＭｉｃｈｉｇａｎ，２００７．

［４］ＶＩＡＭＯＮＴＥＳＧＦ，ｅｔａｌ．Ｉｍｐｒｏｖｉｎｇｇａｔｅｌｅｖｅｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ
ｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｓ［Ｊ］．ＱｕａｎｔｕｍＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００３，２
（５）：３４７－３８０．

［５］ＳＡＭＯＬＡＤＡＳＶ．ＩｍｐｒｏｖｅｄＢＤＤＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｔｈｅｓｉｍｕｌａ
ｔｉｏｎｏｆｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｓ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１６ｔｈａｎｎｕａｌ
ＥｕｒｏｐｅａｎＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ（ＥＳＡ）［Ｃ］．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００８．７２０－７３１．

［６］陈景良，陈向晖．特殊矩阵［Ｍ］．北京：清华大学出版社，
２００１．４３４－４３７．

［７］ＮＩＥＬＳＥＮＭ Ａ，ＣＨＵＡＮＧＩＬ，ＱｕａｎｔｕｍＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄ
ＱｕａｎｔｕｍＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＨｉｇｈｅｒＥｄｕｃａｔｉｏｎＰｒｅｓｓ，
２００３．２１７－２２０．

作者简介：

薛希玲 女，１９８５年１月出生于山东临沂，
硕士研究生．２００６年始就读于东南大学计算机
科学与工程学院．主要研究方向为量子计算、量
子算法与仿真．
Ｅｍａｉｌ：ｘｕｅｘｉｌｉｎｇ＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ

陈汉武 男，１９５５年１１月出生于江苏南京．
现为东南大学教授、博士生导师．主要研究领域
为经典信息论，量子信息与量子计算，数理解析．
Ｅｍａｉｌ：ｈｗ－ｃｈｅｎ＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

刘志昊 男，１９８２年１０月出生于湖南邵阳．现为东南大学博士
生，主要从事量子信息和量子通信方面的研究．

李志强 男，１９７４年生于江苏姜堰，博士研究生，副教授．主要研
究方向为量子计算、可逆电路综合与测试．

２４４ 电 子 学 报 ２０１０年




