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摘 要： 本文针对指数阻尼正弦信号模型提出了一种新的基于子空间和结构总体最小范数的阶选择算法．该方法
利用信号子空间移不变性以及阶与信号分量数匹配时总体误差最小原理建立模型阶估计准则．实验表明该方法获得了
更高的阶估计精度．算法无需设置阈值和惩罚项，自动完成阶估计过程．它可以应用到高分辨率的谐波恢复算法中．
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１ 引言

谐波／正弦恢复是许多信号分析／合成应用的核心
问题．如语音编码［１］，音频信号处理［２］．在每帧信号含正
弦数 Ｍ给定的前提下，这项技术的任务是估计出 Ｍ条
谱线参数：频率，相位，幅度和阻尼因子，来逼近原始信

号 ｘｎ．数学模型描述如下：

ｘ^ｎ＝∑
Ｍ

ｍ＝１
Ａｍｅｉφｍ·ｅ（ｉ２πｆｍ＋ｄｍ）ｎ＋σｎ （１）

式中，ｎ＝０，…，Ｎ－１，^ｘｎ为含噪声信号ｘｎ的估计，
Ａｍ，ｄｍ，ｆｍ，φ{ }ｍ Ｍ

ｍ＝１为实值的幅度，阻尼因子，频率和初

相；σｎ为噪声信号；Ｍ为正弦数，即模型阶数．式（１）也
称指数阻尼正弦（ＥＤＳｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙｄａｍｐｅｄｓｉｎｕｓｏｉｄｓ）模

型［３］．该模型常写成更紧凑的形式，^ｘｎ＝∑
Ｍ

ｍ＝１αｍｚ
ｎ
ｍ＋

σｎ．这里，αｍ＝Ａｍｅｉφｍ称为复振幅；ｚｍ＝ｅｉ２πｆｍ＋ｄｍ称为极点
（ｐｏｌｅ）．工程应用中，尤其在信号的高分辨分析中，通常
假定 Ｍ已知［４，５］，然而实际往往并不知道模型阶数，需

要作出实时选择或估计．文献［６］证明，低估模型阶数会
导致模型参数估计出现偏差，高估阶数则会在模型中出

现拟合噪声．可见，准确的模型阶估计是信号参数建模
的重要的基础问题．

目前，已有若干文献提出估计模型阶数的方法．常
见的是基于信息理论准则（ＩＴＣｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃｃｒｉｔｅ
ｒｉａ）的方法，如最小描述长度（ＭＤＬｍｉｎｉｍｕｍｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ
ｌｅｎｇｔｈ），Ａｋａｉｋｅ信息准则等方法，以及近年提出的在短
数据集下具有更好性能的最大后验方法，贝叶斯方法

等．这些方法基于观测信号的统计模型，假定噪声为高
斯白噪声，信号模型采用无阻尼的纯正弦模型，估计准

则由对数似然项和惩罚项组成．有关这些统计方法的更
进一步评述请读者参考文献［７］．

最近，文献［６］提出 ＥＳＴＥＲ（ＥＳＴｉｍａｔｉｏｎＥＲｏｒ）算法，
它可以在无人工预设参数的情况下计算出 ＥＤＳ模型阶
数．与统计方法相比，该算法基于无噪声信号序列的指
数阻尼正弦模型，无需任何惩罚项或阈值，易于实时实

现．尽管 ＥＳＴＥＲ采用无噪信号模型，在相同噪声水平
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下，实验证明该算法比 ＩＴＣ方法具有更好的鲁棒性．目
前ＥＳＴＥＲ还存在的问题是，在较低信噪比下，估计精度
不够高．作为对该算法的一种改进形式，本文提出基于
子空间和结构总体最小范数的阶估计方法，该方法增

强了算法鲁棒性，具有更好的估计精度．

２ ＥＳＴＥＲ算法原理

估计 ＥＤＳ模型阶数的ＥＳＴＥＲ算法描述如下．
输入：数据样点 ｘｎ，ｎ＝０，…．Ｎ－１．
输出：估计的模型阶数Ｍ^．
步骤１．将一帧输入数据序列 ｘｎ，ｎ＝０，…，Ｎ－１，

构造成Ｈａｎｋｅｌ矩阵 ＨＰ×Ｑ，

Ｈ＝

ｘ０ ｘ１ ｘ２ … ｘＱ－１
ｘ１ ｘ２  … 

ｘ２   … 

    ｘＰ＋Ｑ－３
ｘＰ－１ … … ｘＰ＋Ｑ－３ ｘＰ＋Ｑ















－２

这里，Ｎ＝Ｐ＋Ｑ－１，Ｐ＞Ｍ，Ｑ＞Ｍ．
步骤２．对 Ｈ阵作奇异值分解，

Ｈ＝ＵＰ×ＰΣＰ×ＱＶＴＱ×Ｑ．上标Ｔ表示矩阵转置．
步骤３．对所有 ｍ∈｛１，…，ｍｉｎ（Ｐ，Ｑ）｝，取前 ｍ个

左奇异矢量｛ｕ（１），…，ｕ（ｍ）｝，构造矩阵 Ｕ（ｍ）＝
［ｕ（１），…，ｕ（ｍ）］，计算：

（ａ） Φ（ｍ）＝Ｕ↓（ｍ）
Ｕ↑（ｍ），

（ｂ） Ｒ（ｍ）＝Ｕ↓（ｍ）Φ（ｍ）－Ｕ↑（ｍ），
这里，↑（↓）表示删除矩阵 Ｕ（ｍ）的第一行（最后

一行），表示伪逆．
步骤４．按误差矩阵范数平方的倒数最大准则估计

模型阶数 Ｍ：

Ｍ^＝ａｒｇｍａｘ
ｍ

１
‖Ｒ（ｍ）‖２２

，１≤ｍ＜ｍｉｎ（Ｐ，Ｑ），

 

这里，· ２表示矩阵的谱范数．
从算法描述中我们看到 ＥＳＴＥＲ源自以下事实：当

ｍ取值Ｍ时，无噪声数据矩阵 Ｈ的左奇异矢量矩阵
Ｕ（Ｍ）＝［ｕ（１），…，ｕ（Ｍ）］具有移不变性，即
Ｕ↓（Ｍ）Φ（Ｍ）＝Ｕ↑（Ｍ）成立

［８］．所以 ｍ＝Ｍ时，
Ｒ（ｍ

 

）２取极小值．然而实际信号不可避免地带有观
测噪声，导致信号帧不再严格满足 ＥＤＳ模型，Ｈ阵的秩
大于Ｍ，移不变特性只能近似满足，即上式近似成立．
所以只有当Φ（ｍ），Ｕ（ｍ）均逼近真值时，使用误差准
则才能得到准确的估计结果．显然，算法步骤 ３中

Φ（ｍ），Ｒ（ｍ）是以下优化问题的解
ｍｉｎ

Φ（ｍ），Ｒ（ｍ）
‖Ｒ（ｍ）‖２Ｆ

ｓ．ｔ．Ｕ↓（ｍ）Φ（ｍ）＝Ｕ↑（ｍ）＋Ｒ（ｍ）
（２）

 

式中，· Ｆ表示矩阵的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．这是一个最小二

乘意义下的优化问题，解是在假定右端项 Ｕ↑（ｍ）中存
在扰动 Ｒ（ｍ），而 Ｕ↓（ｍ）不含误差的前提下得到的．但
事实上，Ｕ↓（ｍ）也含有噪声，因此采用最小二乘法求解
本文问题将导致估计结果有偏．

３ 基于结构总体最小范数的阶估计方法

３１ 算法分析

Ｈ阵含有测量误差，其前 Ｍ个左奇异矢量张成被
噪声污染的信号子空间．为了获得统计更优解，考虑采
用总体最小二乘法求解以下优化问题［９］（为了简化表

述，若无特别标明，从式（３）起省略索引 ｍ）：
ｍｉｎ
Φ，Ｒ１，Ｒ２

［Ｊ１Ｒ１ Ｊ２Ｒ２

 

］２
Ｆ

ｓ．ｔ．Ｊ１（Ｕ＋Ｒ１）Φ＝Ｊ２（Ｕ＋Ｒ２）
（３）

式中，Ｊ１＝［ＩＰ－１｜０（Ｐ－１）×１］，Ｊ２＝［０（Ｐ－１）×１｜ＩＰ－１］．为了
使方程组 Ｕ↓Φ≈Ｕ↑相容，最小二乘将 Ｕ↑，Ｕ↓投影到
Ｕ↓的奇异子空间中，而总体最小二乘将 Ｕ↑，Ｕ↓投影
到［Ｕ↓｜Ｕ↑］的奇异子空间中．当 Ｕ↑，Ｕ↓的扰动分布
相同时，［Ｕ↓｜Ｕ↑］的奇异子空间对噪声的敏感度小于
Ｕ↓的奇异子空间对噪声的敏感度．这意味着前者更加
靠近它相应的无扰动子空间．也就是说，总体最小二乘
解可望比最小二乘解更准确［９］．Ｕ↑，Ｕ↓均是 Ｕ的子矩
阵，显然，二者的扰动分布相同，因此采用总体最小二

乘方法可得到统计更优解，改善误差准则的估计精度．
注意到式（３）约束条件两端均有 Ｕ，扰动 Ｒ１，Ｒ２不

仅相关而且完全相等．于是式（３）演变为约束总体最小
二 乘 问 题［１０］ （严 格 说，目 标 函 数 应 为 ｍｉｎ
［Ｊ１Ｒ Ｊ２Ｒ

 

］２
Ｆ，但实际 Ｐ，Ｑ２，所以近似地有 ｍｉｎ

［Ｊ１Ｒ Ｊ２Ｒ

 

］２
Ｆｍｉｎ

 

Ｒ ２
Ｆ）：

ｍｉｎ
Φ，Ｒ

 

Ｒ ２
Ｆ

ｓ．ｔ． Ｊ１（Ｕ＋Ｒ）Φ＝Ｊ２（Ｕ＋Ｒ）
（４）

上式是一个具有二次目标函数和非线性等式约束（ＲΦ
为非线性项）的优化问题．我们采用文献［１１］提出的结
构总体最小范数（ＳＴＬＮｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｔｏｔａｌｌｅａｓｔｎｏｒｍ）方法来
求解．有关约束总体最小二乘与 ＳＴＬＮ等价性证明请参
考文献［１２］．ＳＴＬＮ是一种迭代算法．迭代时非线性等式
约束在当前迭代点处线性化，并求解一个等式约束的

最小二乘问题．
３２ 算法实现

由残差阵 Ｅ（Φ，Ｒ）＝Ｊ１（Ｕ＋Ｒ）Φ －Ｊ２（Ｕ＋Ｒ），
构造 ＳＴＬＮ问题：

ｍｉｎ
Φ，Ｒ

Ｅ（Φ，Ｒ）
 


Ｒ

２

Ｆ
（５）

式（５）中的最小化通过线性逼近 Ｅ（Φ，Ｒ）的方法来实
现：用ΔΦ，ΔＲ分别表示Φ和Ｒ中的微小增量，于是得
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到当前迭代的残差阵

Ｅ（Φ＋ΔΦ，Ｒ＋ΔＲ）
＝Ｅ（Φ，Ｒ）＋Ｊ１（ＵΔΦ＋ΔＲΦ）
＋Ｊ１（ＲΔΦ＋ΔＲΔΦ）－Ｊ２ΔＲ

＝Ｅ（Φ，Ｒ）＋Ｊ１（ＵΔΦ＋ΔＲΦ）
＋Ｊ１ＲΔΦ－Ｊ２ΔＲ （６）

式中，省略了二阶微增量 Ｊ１ΔＲΔΦ．为了求解迭代过程
中的微增量，用矢量化算子 ｖｅｃ（·）对式（６）按列堆栈：

ｖｅｃＥΦ＋ΔΦ，Ｒ＋Δ( )( )Ｒ
＝ｖｅｃ（Ｅ（Φ，Ｒ））＋（Ｉｍ（Ｊ１Ｕ＋Ｊ１Ｒ））

·ｖｅｃ（ΔΦ）＋（ΦＴＪ１）
·ｖｅｃ（ΔＲ）－（ＩｍＪ２）ｖｅｃ（ΔＲ）

（７）

式中，表示Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积．现在被线性化的式（５）转变
成最小二乘问题

ｍｉｎ
ΔΦ，ΔＲ

Ｅ（Φ＋ΔΦ，Ｒ＋ΔＲ）
Ｒ＋Δ


 


Ｒ

２

Ｆ

ｍｉｎ
ΔΦ，ΔＲ

Ｙ
ｖｅｃ（ΔΦ）
ｖｅｃ（ΔＲ( )） ＋ ｖｅｃ（Ｅ（Φ，Ｒ））

ｖｅｃ（Ｒ( )
 


）

２

２

（８）

式中，

Ｙ＝
Ｉｍ（Ｊ１Ｕ＋Ｊ１Ｒ） （Φ

ＴＪ１）－（ＩｍＪ２）
０ Ｉ( )

Ｐｍ
．每次

计算得到的微增量用于产生下一次迭代的初始值：Φ

←Φ ＋ΔΦ，Ｒ←Ｒ＋ΔＲ，Ｅ＝Ｊ１（Ｕ＋Ｒ）Φ －Ｊ２（Ｕ＋
Ｒ）．我们采用 ＥＳＴＥＲ算法的最小二乘解作为首次迭代
的初始化值：Φ＝Ｕ↓Ｕ↑，Ｅ＝Ｕ↓Φ－Ｕ↑，并且 Ｒ＝０．
文献［１３］指出，采用好的初始化值，比如总体最小二乘
解，可以使估计过程快速收敛到更优的局部极小值，但

代价是增加了初始化的计算复杂度．对于本文问题，可
以采用简单的最小二乘估计［１１，１４］．矩阵 Ｙ是具有规则
结构的稀疏矩阵，为了快速有效地求解式（８），我们采
用稀疏ＱＲ分解方法对 Ｙ上三角化［１５］，再用回代法［１６］

得到微增量的解．本文算法是 ＳＴＬＮ算法的实际应用，
其收敛性问题即为 ＳＴＬＮ的收敛性问题．当算法重复迭
代时，收敛性体现在［ｖｅｃＴ（ΔΦ）｜ｖｅｃＴ（ΔＲ）］≈０．文献
［１１］证明，ＳＴＬＮ算法收敛性与一阶优化条件等价，而且
从本质上讲，ＳＴＬＮ算法是一种高斯－牛顿优化方法，因
此算法是收敛的．实验表明，经较少的有限次迭代，Ｒ
即可收敛．算法实现时，可以指定迭代次数，而无需设
置迭代终止门限，这是基于 ＳＴＬＮ的算法特有的迅速收
敛性［１４］．我们将本文提出的算法称为基于结构总体最
小范数的误差准则（ＳＴＬＮＥＲＣＳＴＬＮｂａｓｅｄＥＲｒｏｒＣｒｉｔｅｒｉ
ｏｎ）．以下是ＳＴＬＮＥＲＣ算法要点：

输入：一帧数据样点 ｘｎ，ｎ＝０，…，Ｎ－１；迭代次数 ｎ．
输出：估计的模型阶数Ｍ^．
步骤１．将输入的一帧数据序列 ｘｎ，ｎ＝０，…，Ｎ－１

构造成 Ｈａｎｋｅｌ矩阵 ＨＰ×Ｑ；
步骤２．对 Ｈ阵作奇异值分解，得到左奇异矢量阵

Ｕ＝［ｕ（１），…，ｕ（ｍ）］，１≤ｍ≤Ｐ；
步骤 ３．对所有 ｍ∈｛１，…，ｍｉｎ（Ｐ，Ｑ）｝，设初值

Φ＝Ｕ↓Ｕ↑，Ｅ＝Ｕ↓Φ－Ｕ↑，Ｒ＝０，迭代计算

（ａ）ｍｉｎ
ΔΦ，ΔＲ

Ｙ
ｖｅｃ（ΔΦ）
ｖｅｃ（ΔＲ( )） ＋ ｖｅｃ（Ｅ（Φ，Ｒ））

ｖｅｃ（Ｒ( )
 


）

２

２
，

（ｂ）Φ←Φ＋ΔΦ，Ｒ←Ｒ＋ΔＲ，Ｅ＝Ｊ１（Ｕ＋Ｒ）Φ－
Ｊ２（Ｕ＋Ｒ），ｎ次；
步骤４．按误差倒数最大准则估计模型阶数 Ｍ，

Ｍ^＝ａｒｇｍａｘ
ｍ

１
Ｒ（ｍ

 

）２
２
，１≤ｍ＜ｍｉｎ（Ｐ，Ｑ）．

４ 实验结果与分析

在实验 １中，我们生成 ５极点的合成信号，帧长
２５５，加性噪声为有色噪声，信噪比２５ｄＢ．实验采用文献

［６］使用的低通滤波器 Ｈ（ｚ）＝ １
（１－０９５ｚ－１）

对高斯白

噪声滤波生成有色噪声．表１给出了信号参数．实验中，
ＳＴＬＮＥＲＣ迭代计算两次．

表１ ５极点信号参数

极点 １ ２ ３ ４ ５
频率 ０．２Ｈｚ ０．２０６Ｈｚ ０．４Ｈｚ ０．６Ｈｚ ０．９Ｈｚ

阻尼因子 －０．０１ －０．０１ －０．００８ －０．０２ －０．０１６
幅度 ８０ ９０ １０ ６０ ３０

图１是ＥＳＴＥＲ与ＳＴＬＮＥＲＣ算法的误差准则比较．图

１（ａ）显示算法ＥＳＴＥＲ在 ｍ＝４时， １
‖Ｒ（ｍ）‖２２

取全局极

大值．在较低信噪比下，基于最小二乘的 ＥＳＴＥＲ算法抗
噪声性能较差是产生错误估计的原因．图１（ｂ）显示算法

ＳＴＬＮＥＲＣ在 ｍ＝５， １
‖Ｒ（ｍ）‖２２

取全局极大值．估计结果

正确．

第２个实验比较临近极点频率对两种算法鲁棒性
的影响．我们让第２个极点频率 ｆ２在０１９～０２１Ｈｚ内

３４１第 １ 期 王 嵩：指数阻尼正弦模型阶选择算法



变动，变化步长为０００２Ｈｚ，注意 ｆ２≠ｆ１＝０２，其他实验
参数不变．每次频率改变时，均采用 １５０次 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
实验比较两种算法正确估计模型阶的次数．图２为比较
结果．在 ０２１≥ｆ２＞０２０４和 ０１９４＞ｆ２≥０１９区间，
ＳＴＬＮＥＲＣ具有较高的正确率．在接近０２Ｈｚ的区域，性
能改善不显著，两种算法的估计正确率都很低．

下面是ＥＳＴＥＲ，ＳＴＬＮＥＲＣ用于音频信号阶估计的性
能对比．实验采用无噪声的单声道１１０２５Ｈｚ采样１６位
ＰＣＭ编码的小提琴音符 Ｄ４信号（基频 ２９３７Ｈｚ）．由于
信号带宽 ５５１２Ｈｚ，处于小提琴的泛音（谐波）域（１９６～
１５ｋＨｚ），因此带宽内共有 ５５１２／２９３７≈１８条谐波．图 ３
是帧长３００个样点的小提琴Ｄ４信号的时域波形和相

表２ 小提琴信号的阶选择对比

加性高斯白噪声 无 ＳＮＲ＝４５ｄＢ
ＥＳＴＥＲ １８ １６
ＳＴＬＮＥＲＣ １８ １８

应的幅度谱．
从幅度谱中可

以清晰看到 １８
个泛音谱峰．
图４为信号数据的 Ｈａｎｋｅｌ阵的奇异值．图中１８处奇异
值有明显转折，表明信号子空间和噪声子空间隔离较

好，信号存在１８个极点．表２为两种算法在无噪声情况
下和加性高斯白噪声（信噪比等于４５ｄＢ）情况下的性能
对比．在无噪声情况下，两种算法均得到了正确的估计
结果．在４５ｄＢ的加性高斯白噪声情况下，第 ８和第 １５
次泛音被噪声模糊．ＥＳＴＥＲ估计阶数为１６，而 ＳＴＬＮＥＲＣ

仍然能作出正确的阶选择，实验再次表明，ＳＴＬＮＥＲＣ的
噪声鲁棒性要优于ＥＳＴＥＲ．

５ 总结

本文提出了基于子空间和结构总体最小范数的用

于ＥＤＳ模型阶估计的 ＳＴＬＮＥＲＣ算法．与 ＥＳＴＥＲ相比估
计精度更高．实验中我们发现，在更低信噪比（＜２５ｄＢ）
下，除极点频率变化对估计精度有显著影响外，衰减因

子，正弦幅度变化也会影响估计结果．这是由于信号的
Ｈａｎｋｅｌ矩阵的奇异阵受强噪声影响，移不变性被完全破
坏，算法不再适用了．另外，考虑到感觉加权的阶估计
对于低比特率音频编码的重要意义，我们将就这一问

题展开进一步研究．
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