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摘 要： 本文提出了一种循环移位次数的代数设计方法，该方法可用来构造基于置换矩阵的 ＱＣＬＤＰＣ码的稀
疏奇偶校验矩阵 Ｈ．这个方法的基本思路是：将构造 ｑ×ｔ置换阵列Ｈ矩阵的问题转化为构造ｑ×ｔ下标矩阵Ｓ（Ｈ）＝
［ａｉ，ｊ］的问题，然后根据Ｆｏｓｓｅｒｉｅｒ的充分必要条件，设计出能消除小围长（ｇｉｒｔｈ）的下标计算表达式 ａｉ，ｊ＝ｆ（ｑ，ｔ，ｎ）．由
该方法构造的 Ｈ矩阵能消除４环长，围长至少是６．
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１ 引言

在ＬＤＰＣ码的研究进程中，稀疏奇偶校验矩阵 Ｈ的
分块子矩阵阵列结构形成了一类极有研究价值的码类：

基于循环置换阵列矩阵的ＱＣＬＤＰＣ码类［１～２］，该码类目
前受到纠错码领域普遍关注．对于 ＬＤＰＣ码的 Ｈ矩阵，
一个重要的约束条件是：在 Ｈ矩阵或其对应的 Ｔａｎｎｅｒ
图中不存在较小的环线或至少不存在４环线．这里给出
最小环线的专门术语：称为围长（即 ｇｉｒｔｈ［３］）．围长的含
义是在给定的Ｔａｎｎｅｒ图（也称二分图）中，形成最小闭合
环路的边数．围长在 Ｈ矩阵中的等效描述是：在 Ｈ矩
阵中用水平线连接同行的任意两个１元素，用垂直线连
接同列的任意两个１元素，将这些水平线和垂直线相互
连接形成的闭合环路称为环线，其中构成的最小闭合环

路称为围长．每个确定的 Ｈ矩阵必定存在最小环路，因
此必定存在围长，同时还存在大于围长的许多环线．在
完全由置换子矩阵构成的阵列 Ｈ矩阵中，围长的确定
与置换矩阵的循环移位次数有关［２］．

最早出现的规则ＬＤＰＣ码的 Ｈ阵列结构是 Ｇａｌｌａｇｅｒ

在博士论文的附录中提出的［４］．此后，Ｆａｎ于２０００年构
造了阵列码［５］，在他设计的 Ｈ阵列中，子矩阵的循环移
位数按 ａｉｊ＝｛（ｉ－１）（ｊ－１）：ｉ＝０，１，２，…ｑ－１，ｊ＝０，１，
２，…ｎ－１｝的规律排列，这个结构中存在４环线．同年，
Ｔａｎｎｅｒ提出基于有限循环群理论的阵列 Ｈ矩阵［１］，其
循环移位次数按 ａｉｊ＝｛αｊ－１β

ｉ－１：ｉ＝１，２，…，ｑ，ｊ＝１，２，
…，ｔ｝的规律排列，其中要求 ｑ，ｔ，α，β，ｎ均取素数，他
们相互之间必须满足下列关系：α是Ｏ（α）＝ｔ次单位原
根，即α

ｔ＝１（模 ｎ），β是Ｏ（β）＝ｑ次单位原根，即β
ｑ＝１

（模 ｎ）．在这样严格的参数限制条件下，Ｔａｎｎｅｒ构造出
一个不包含４、６、８和１０环线的３×５的 Ｈ矩阵，它是目
前唯一被构造出来的围长至少是１２的完全由置换子矩
阵构成的阵列 Ｈ矩阵，但它的严格的结构参数限制，使
码率的取值范围较小．Ｆｏｓｓｏｒｉｅｒ为实现 Ｈ矩阵 Ｔａｎｎｅｒ图
不含２ｉ围长的结构设计，推导出了具有普遍指导意义
的（也是本文要用到的）充分必要条件［２］．根据这个充分
必要条件，他首次发现在基于完全置换矩阵的规则阵列

Ｈ矩阵中围长不会超过１２的普遍规律．他以推导的充
分必要条件为约束，用计算机搜索的方法生成了包含６
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围长和８围长的完全由置换矩阵构成的阵列 Ｈ矩阵，
其置换矩阵的循环移位次数按 ａｉｊ＝｛αｊ－１β

ｉ－１：ｉ＝１，２，
…，ｑ，ｊ＝１，２，…，ｔ｝的规律排列，但没有向Ｔａｎｎｅｒ那样将

α和β限制为ｔ和ｑ的单位原根．在 ＯｌｇｉｃａＭｉｌｅｎｋｏｖｉｃ
［６］

的设计方案中，每个循环移位次数的位置由行索引和

列索引决定，在列索引满足等差数列的约束条件下，用

多元线性齐次方程（文中称为循环控制方程）来描述行

索引与矩阵围长的关系，他还提供了循环控制方程与

６、８和１０围长的对应关系列表和某些６和８围长的结
构示意图．

本文的研究内容组织如下：第２部分描述关于 ＱＣ
ＬＤＰＣ码研究的相关知识，包括阵列 Ｈ矩阵的一般表示
形式和约束条件，引出下标矩阵的定义，介绍 Ｆｏｓｓｏｒｉｅｒ
的充分必要条件；第３部分是本文的主要研究内容，提
出用下标计算表达式设计下标矩阵的方法．根据
Ｆｏｓｓｏｒｉｅｒ的充分必要条件，证明了下标矩阵的围长特征，
给出了下标矩阵的设计实例．第４部分是全文总结和对
未来工作的展望．

２ Ｈ矩阵与下标矩阵

２１ 阵列 Ｈ矩阵的结构形式与约束条件
低密度奇偶校验码定义为稀疏奇偶校验矩阵 Ｈ的

零空间，因此，研究 ＬＤＰＣ码的结构问题实际上就是研
究 Ｈ矩阵的代数构造方法．这里首先给出需要研究的
Ｈ矩阵的约束条件和基本模型．文献［８］根据 Ｇａｌｌａｇｅｒ
的博士论文［４］总结出了规则 Ｈ矩阵应满足的基本约束
条件，现重新归纳如下：

（１）设每列含１元素的个数（即列重量，也是 Ｔａｎｎｅｒ
图变量节点的度数）为 ｄｖ，一般有 ｄｖ≥２，对于个别码结
构，如基于 ＩＲＡ结构［１０］的 ＬＤＰＣ码及其它们的变形结
构，容许 ｄｖ＝１．

（２）每行含１元素的个数（即行重量，也是Ｔａｎｎｅｒ图
校验节点的度数）为 ｄｃ，一般有 ｄｃ≥ｄｖ≥３．

（３）任何两列之间同为１的行数（称为重叠数）不超
过１，即 Ｈ矩阵中不含四角为１的小方阵［８］，也即Ｔａｎｎｅｒ
图中无４环线．在［４］中将这个约束条件加强为：随着 Ｎ
的增加，由规则 ＬＤＰＣ码的度分布对序列λ（ｘ）＝ｘｄｖ－１

和ρ（ｘ）＝ｘ
ｄｃ－１所构造的 Ｈ矩阵或 Ｔａｎｎｅｒ图不包含长

度为２ｌ（Ｎ）的环线，其中

ｌ（Ｎ）：＝
ｌｎＮ－ｌｎ

ｄｖｄｃ－ｄｖ－ｄｃ
２ｄｃ

ｌｎ［（ｄｖ－１）（ｄｃ－１）］
要求 ｌ（Ｎ）尽可能的大．

（４）ｄｖ和ｄｃ均远小于码字长度Ｎ和校验方程数Ｍ
（＝Ｎｄｖ／ｄｃ），且当 Ｎ→∞时，ｄｖ／Ｎ＝ｄｃ／Ｍ→０，表明奇偶
校验矩阵 Ｈ足够稀疏．

本文要研究的稀疏奇偶校验矩阵 Ｈ是ｑ×ｔ的阵
列结构，具有如下表示形式：

Ｈ＝

Ｈａ１１ Ｈａ１２ … Ｈａ１ｊ … Ｈａ１ｔ
Ｈａ２１ Ｈａ２２ … Ｈａ２ｊ … Ｈａ２ｔ
    

Ｈａｉ１ Ｈａｉ２ … Ｈａｉｊ … Ｈａｉｔ
    

Ｈａｑ１ Ｈａｑ２ … Ｈａｑｊ … Ｈａ





















ｑｔ

（１）

其中，Ｈａｉｊ表示在 Ｈ矩阵的分块阵列中第 ｉ行第 ｊ列的
置换子矩阵，下标 ａｉｊ∈Ｚ表示阵列矩阵中第 ｉ行第 ｊ列
子矩阵的循环移位次数，其中大写字母Ζ表示整数，正

整数表示循环左移，负整数表示循环右移，０表示没有进
行循环移位的原始置换矩阵，１≤ｉ≤ｑ，１≤ｊ≤ｔ．Ｈ矩阵
的维数（尺寸大小）是 ｑｎ×ｔｎ＝Ｍ×Ｎ，ｎ是子矩阵维数．
２２ 下标矩阵的定义

观察（１）式的 Ｈ矩阵阵列结构，将每个子矩阵的下
标值单独提取出来，组成如下的下标矩阵．

定义１［下标矩阵］ 构造一个 ｑ×ｔ的矩阵

Ｓ（Ｈ）＝

ａｑ１，ｔ１ ａｑ１，ｔ２ … ａｑ１，ｔｊ … ａｑ１，ｔ
ａｑ２，ｔ１ ａｑ２，ｔ２ … ａｑ２，ｔｊ … ａｑ２，ｔ
    

ａｑｉ，ｔ１ ａｑｉ，ｔ２ … ａｑｉ，ｔｊ … ａｑｉ，ｔ
    

ａｑ，ｔ１ ａｑ，ｔ２ … ａｑ，ｔｊ … ａｑ，



















ｔ

（ｍｏｄｎ）

（２）
其中，ａｑｉ，ｔｊ∈Ｚ表示Ｈ阵列中置换矩阵的循环移

位次数，它与式（１）中置换矩阵的下标值 ａｉｊ∈Ｚ有相同
的含义．ａｑｉ，ｔｊ的每一个值均需取模ｎ运算，ｎ是置换矩
阵的尺寸．行索引 ｉ＝１，２，…ｑ，列索引 ｊ＝１，２，…，ｔ，任
意行号 ｑｉ∈［１，ｑ］，任意列号 ｔｊ∈［１，ｔ］，ｑ和ｔ表示阵列
的行数和列数，ｑｍａｘ和 ｔｍａｘ分别表示最大列重量和最大
行重量．称（２）式的 Ｓ（Ｈ）＝［ａｑｉ，ｔｊ］矩阵为（１）式 Ｈ阵列
矩阵的下标矩阵． □

在某些文献中下标矩阵被定义为指数矩阵，那是因

为置换集是由 Ｉ单位置换矩阵构成的，这时下标矩阵和
指数矩阵等效．对于文献［９］的 Ｑ置换矩阵，则只能采用
下标矩阵的概念．如果 Ｈ矩阵完全由置换矩阵构成，那
么下标矩阵称为整数下标矩阵；如果 Ｈ矩阵由部分置换
矩阵和部分全零矩阵构成，那么下标矩阵称为稀疏下标

矩阵．本文主要研究整数下标矩阵的结构设计．
２３ 具有大围长的规则下标矩阵的充分必要条件

设计规则下标矩阵应使围长（ｇｉｒｔｈ）尽可能的大（见
Ｈ矩阵约束条件３），下面首先给出构造没有２ｉ围长的
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规则下标矩阵的充分必要条件．
这个充分必要条件最初由 Ｆｏｓｓｏｒｉｅｒ在文［２］中提

出．设在 Ｈ＝［ｈｘ，ｙ］的矩阵中，在元素值为 ｈｘ，ｙ＝１的２ｉ
个位置上，定义了一个长度为２ｉ的环线，这个２ｉ环线
一定满足如下两个约束条件：（１）环线的两个连续位置
只能通过交替地改变行号和列号才能得到；（２）除了环
线的第一个和最后一个位置外，所有的位置都是不同

的．这意味着任何环线的两个连续位置都属于不同的
循环移位置换矩阵，这两个置换矩阵可能在同一行上，

也可能在同一列上．因此，可以认为一个长度为２ｉ的环
线与一组循环移位置换矩阵相关联：

Ｈａｑ０，ｔ０，Ｈａｑ１，ｔ０，Ｈａｑ１，ｔ１，…，Ｈａｑｉ，ｔｉ－１，Ｈａｑｉ，ｔｉ，Ｈａｑ０，ｔｉ，Ｈａｑ０，ｔ０ （３）

根据从 Ｈａｑｋ－１，ｔｋ－１到 Ｈａｑｋ，ｔｋ必经过Ｈａｑｋ，ｔｋ－１，即先改变行后

改变列的规则（或从 Ｈａｑｋ－１，ｔｋ－１到 Ｈａｑｋ，ｔｋ必经过Ｈａｑｋ－１，ｔｋ，即先

改变列后改变行的规则），Ｈ矩阵中长度为 ２ｉ的任意
环线能用一个下标序列表示：

ａｑ０，ｔ０，ａｑ０，ｔ１，ａｑ１，ｔ１，…，ａｑｉ，ｔｉ－１，ａｑｉ，ｔｉ，ａｑ０，ｔｉ，ａｑ０，ｔ０ （４）

也可表示成行号和列号的一个序列对：

（ｑ０，ｔ０）；（ｑ０，ｔ１）；（ｑ１，ｔ１）；…；（ｑｉ，ｔｉ－１）；
（ｑｉ，ｔｉ）；（ｑ０，ｔｉ）；（ｑ０，ｔ０）

（５）

从式（３）到式（５），对１≤ｋ≤ｉ，均有 ｑｋ≠ｑｋ－１和 ｔｋ≠ｔｋ－１．
定义２［下标差］ 从式（２）下标矩阵的任意一行

ｑｋ上，任意取两个元素 ａｑｋ，ｔｘ和ａｑｋ，ｔｙ，其中 ｑｋ∈［１，ｑ］，
ｔｘ，ｔｙ∈［１，ｔ］，ｔｘ≠ｔｙ，ｘ≠ｙ，ｘ，ｙ＝１，２，３，…ｔ，ｔｘ和ｔｙ是
下标矩阵第ｑｋ行上不同的两个列序号．如果设

Δｔｘ，ｔｙ（ｑｋ）＝ａｑｋ，ｔｘ－ａｑｋ，ｔｙ （６）

那么，称Δ∈Ζ为下标矩阵任意行上任意两个下标值之
差，简称为下标差． □

在式（４）中，的２ｉ个下标值构成的序列也可表示成
ｉ个下标差构成序列：

Δｔ０，ｔ１（ｑ０），Δｔ１，ｔ２（ｑ１），…，Δｔｉ－２，ｔｉ－１（ｑｉ－２），Δｔｉ－１，ｔ０（ｑｉ－１）

（７）
根据式（４～６）和（７），可以推知：当且仅当下式成立

时，Ｈ矩阵包含长度为２ｉ的环线．

∑
ｉ－１

ｋ＝０
Δｔｋ，ｔｋ＋１（ｑｋ）＝∑

ｉ－１

ｋ＝０
ａｑｋ，ｔｋ－ａｑｋ，ｔｋ＋１＝０

其中 ｔ０＝ｔｉ，ｑｋ≠ｑｋ－１，ｔｋ≠ｔｋ－１．
上面推理实际上给出了下面定理的完整证明过

程，它与文献［２］中给出的用来描述 Ｈ矩阵不包含长度
为２ｉ环线的充分必要条件的定理是等效的［２］，这里将
其扩展到下标矩阵中．

定理１［阵列 Ｈ矩阵和对应下标矩阵中不包含
长度为２ｉ环线的充分必要条件］ 关于式（１）描述的
阵列 Ｈ矩阵和式（２）描述的下标矩阵 Ｓ（Ｈ），其对应的

Ｔａｎｎｅｒ图至少包含２（ｉ＋１）围长的充分必要条件是：

∑
ｍ－１

ｋ＝０
Δｔｋ，ｔｋ＋１（ｑｋ）≠０ （ｍｏｄｎ） （８）

其中对所有的 ｍ，有２≤ｍ≤ｉ，对所有的 ｑｋ和ｑｋ＋１，有０
≤ｑｋ，ｑｋ＋１≤ｑ－１，对所有的 ｔｋ和ｔｋ＋１，有０≤ｔｋ，ｔｋ＋１≤ｔ
－１，并且 ｔ０＝ｔｍ，ｑｋ≠ｑｋ＋１，ｔｋ≠ｔｋ＋１． □
定理１实际提供了设计下标矩阵的基本原则，它的

一种等效描述是：在式（２）的下标矩阵中，如果任意 ｋ
行上由任意２ｉ个下标值形成的ｉ（ｉ≥ｋ）个下标差之模
２和不等于０，那么这个 Ｈ矩阵的Ｔａｎｎｅｒ图中一定不存
在长度为２ｉ的围长，它的围长至少是２（ｉ＋１），反之，如
果 ｉ个下标差之代数和等于０，那么 ｉ个下标差的模２
和一定为零，Ｈ矩阵的 Ｔａｎｎｅｒ图中存在长度为２ｉ的围
长．需要注意的是任意 ｉ个下标差值的数量是大于等于
实际选定的行数 ｋ的，如果 ｉ等于选定的行数，那么平
均每一行取一个下标差，称为异行下标差；如果 ｉ大于
选定的行数，其中某些行会出现两个以上的下标差，被

称为同行下标差．

３ 规则下标矩阵的围长设计

设计整数下标矩阵的关键问题是下标值如何取值

以及如何分布才能消除小围长的问题，或者说在无小

围长的约束条件下，如何设计循环移位次数的问题．对
于完全由置换矩阵构成的规则 Ｈ矩阵，在它的任意
２×３或３×２的子矩阵阵列中，不可避免的存在 １２围
长［２，６］．因此，在整数下标矩阵的设计过程中，只需考虑
如何消除４、６、８和１０围长的情况．目前，针对整数下标
矩阵中下标值（也就是循环移位次数）的设计，正如引

言中所描述的，除了 Ｔａｎｎｅｒ基于有限循环群的代数方
法能消除４、６、８和１０围长［１］以外（基于严格的参数限
制），大多数文献［６，７］都是在定理１的约束条件下，由
计算机优化搜索来完成．这里提出一种完全不同的构
造整数下标矩阵的基本方法：首先根据定理１的下标差
代数和为零的充分必要条件，设计出实用的下标值计

算表达式，再由下标值计算表达式确定整数下标矩阵

中的每个元素，最终构造出 ｑ×ｔ的整数下标矩阵．
定理２［下标值计算定理］ 如果式（２）的 ｑ×ｔ整

数下标矩阵的每个下标值ａｉｊ可由下列表达式计算确定
ａｉｊ＝
ｊ－１ ，当 ｉ＝１和１≤ｊ≤ｔ
ｔ＋（ｉ－１）（ｉ－２）／２＋（２ｉ＋ｊ－２）（ｊ－１）／２

，当２≤ｉ≤ｑ和１≤ｊ≤
{

ｔ
（ｍｏｄｎ）

（９）
那么在这个下标矩阵中，下列结论成立：

（１）ｑ个异行下标差（或 ｑ条异行水平线）不会构成
２ｑ围长．
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（２）当 ｑ＞３，ｔ≥ｑ时，整数下标矩阵中仅存在同行
下标差构成的６、８、１０和 １２环线，但不存在 ４环线，即
围长为６． □

证明 （１）根据定理１和式（９）的下标值计算表达
式，写出 ｑ个下标差之代数和的一般通式

Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＋…＋Δｑｑ－１＝∑
ｑ－１

ｋ＝０
Δｔｋ，ｔｋ＋１（ｑｋ）

＝Δｔ０，ｔ１（ｑ０）＋Δｔ１，ｔ２（ｑ１）＋Δｔ２，ｔ３（ｑ２）＋…＋Δｔｑ－１，ｔ０（ｑｑ－１）
＝ａｑ０，ｔ０－ａｑ０，ｔ１＋ａｑ１，ｔ１－ａｑ１，ｔ２＋ａｑ２，ｔ２－ａｑ２，ｔ３＋…＋ａｑ５，ｔ５－ａｑ５，ｔ０
＝ｑ１（ｔ１－ｔ２）＋ｑ２（ｔ２－ｔ３）＋…＋ｑｑ－１（ｔｑ－１－ｔ０）
＋（ｔ１－ｔ０）（ｔ１＋ｔ０－５）／２

＝ｔ２（ｑ２－ｑ１）＋ｔ３（ｑ３－ｑ２）＋…＋ｔｑ－１（ｑｑ－１－ｑｑ－２）
＋ｔ１ｑ１－ｑｑ－１ｔ０＋（ｔ１－ｔ０）（ｔ１＋ｔ０－５）／２ （１０）

异行表示所有的行序号都不同，即 ｑ１≠ｑ２≠…≠ｑｑ－２≠
ｑｑ－１；由于 ｔ０和 ｔ１表示第一列和第二列的两个列号，始
终有 ｔ１－ｔ０＝１和 ｔ１＋ｔ０≠５，表达式（１０）中包含５／２的
非整数项，即 ｑ个下标差之代数和不可能是整数，这时
即使 ｎ取任意正整数，都不可能成为式（１０）计算结果
的倍数，所以式（１０）中 ｑ个下标差之模ｎ和一定不为
零，即Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＋…＋Δｑｑ－１≠０（模 ｎ），那么 Ｈ矩阵
中一定不存在长度为２ｑ的由异行水平线构成的围长，
问题（１）得证．

（２）先证明不存在４环线，只要任意两行的两个下
标差之模 ｎ和不为０，即可．设 ｘ，ｙ是正整数，表示任意
两行；α，β是正整数，表示任意两列．根据定理 １，写出
任意两个下标差之代数和的一般表达式为

Δｑｘ＋Δｑｙ＝∑
１

ｋ＝０
Δｔｋ，ｔｋ＋１（ｑｋ）＝Δｔα，ｔβ（ｑｘ）＋Δｔβ，ｔα（ｑｙ）

＝ａｑｘ，ｔα－ａｑｘ，ｔβ＋ａｑｙ，ｔβ－ａｑｙ，ｔα＝ａｘ，α－ａｘ，β＋ａｙ，β－ａｙ，α
设 ｘ＝１，即考虑第一行和其它任意一行的情况，由

下标计算表达式（１０）可得Δｑｘ＋Δｑｙ＝ｙ（β－α）＋（β＋α
－５／２）（β－α），已知α，β是正整数，并且一个下标差至
少需要两列才能产生，必定有α≠β，可推知Δｑｘ＋Δｑｙ≠
０，即两个下标差之代数和不为零．再设 ｘ≠ｙ≠１，即考
虑除第一行外的其它任意两行的情况，由式（１０）可得
Δｑｘ＋Δｑｙ＝（ｙ－ｘ）（β－α），由于４围长必在不同的两行

和不同的两列上产生，必有α≠β，ｘ≠ｙ，所以Δｑｘ＋Δｑｙ
≠０成立．又由于式（９）算出的 ａｉｊ是单调增数列，即在下
标矩阵中总有后面的值大于前面的值，下面的值大于

上面的值，下标差总是正值，所以不会出现Δｑｘ＋Δｑｙ的
代数和不为零，而模 ｎ和为零的情况，所以始终有Δｑｘ
＋Δｑｙ≠０（ｍｏｄｎ）．综上所述，在由式（９）下标计算表达式
构成的下标矩阵中一定不存在４环线．

下面只需验证由式（９）下标计算表达式所构成的
下标矩阵中３，４和５个下标差的代数和为零，即可表明

存在６、８和１０环线．设 ｑ０，ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４是正整数，表示
任意五行，ｔ０，ｔ１，ｔ２，ｔ３，ｔ４是正整数，表示任意五列．根
据式（１０）一般下标计算表达式，写出五个下标差代数和
的一般形式

Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＋Δｑ３＋Δｑ４
＝ｔ０（ｑ０－ｑ４）＋ｔ１（ｑ１－ｑ０）＋ｔ２（ｑ２－ｑ１）＋ｔ３（ｑ３－ｑ２）

＋ｔ４（ｑ４－ｑ３）
＝ｑ０（ｔ０－ｔ１）＋ｑ１（ｔ１－ｔ２）＋ｑ２（ｔ２－ｔ３）＋ｑ３（ｔ３－ｔ４）

＋ｑ４（ｔ４－ｔ０）
当 ｑ０＝ｑ２＝ｑ４和 ｔ１＝ｔ２，ｔ３＝ｔ４时，有Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＋

Δｑ３＋Δｑ４＝０，五个下标差的代数和为０，表明 Ｈ阵列中

存在１０环线，其中 ｑ０＝ｑ２＝ｑ４表示三个下标差出现在
同一行上．
同理，写出四个下标差代数和的一般形式：

Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＋Δｑ３
＝ｔ０（ｑ０－ｑ４）＋ｔ１（ｑ１－ｑ０）＋ｔ２（ｑ２－ｑ１）＋ｔ３（ｑ３－ｑ２）
＝ｑ０（ｔ０－ｔ１）＋ｑ１（ｔ１－ｔ２）＋ｑ２（ｔ２－ｔ３）＋ｑ３（ｔ３－ｔ４）
当 ｑ０＝ｑ１，ｑ２＝ｑ３和 ｔ０＝ｔ２＝ｔ４时，有Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＋

Δｑ３＝０，四个下标差的代数和为０，表明 Ｈ阵列中存在８

环线，其中 ｑ０＝ｑ１，ｑ２＝ｑ３表示两个下标差同行的情况
有两行．
同样，写出三个下标差代数和的一般形式

Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＝ｔ０（ｑ０－ｑ４）＋ｔ１（ｑ１－ｑ０）＋ｔ２（ｑ２－ｑ１）

＝ｑ０（ｔ０－ｔ１）＋ｑ１（ｔ１－ｔ２）＋ｑ２（ｔ２－ｔ３）
当 ｑ０＝ｑ２和 ｔ０＝ｔ３，ｔ１＝ｔ２时，有Δｑ０＋Δｑ１＋Δｑ２＝０三个
下标差代数和为０，表明 Ｈ阵列中存在６围长．１２环线
是不可避免的，不必再证．这就完成了第（２）问，下标矩
阵中仅存在同行下标差构成的６、８、１０和１２环线，不存
在４环线的情况． 证毕．□

例１ 根据定理２的式（９），设计下标矩阵实例如
下：设 ｑ＝ｔ＝３，４，５，６，得３×３、４×４、５×５和６×６的方
阵．方阵一般用于设计１／２码率的 ＬＤＰＣ码．设 ｑ＝３，ｔ
＝１０，得到３×１０的宽矩阵，宽矩阵一般用于设计高率
ＬＤＰＣ码．设 ｑ＝６，ｔ＝２，得到６×２的高矩阵，高矩阵一
般用于设计低率ＬＤＰＣ码．各种下标矩阵演示如下：

Ｓ（Ｈ）３×３＝
０ １ ２
３ ５ ８







４ ７ １１
，Ｓ（Ｈ）４×４＝

０ １ ２ ３
４ ６ ９ １３
５ ８ １２ １７









７ １１ １６ ２２

Ｓ（Ｈ）３×１０＝
０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
１０ １２ １５ １９ ２４ ３０ ３７ ４５ ５４ ６４







１１ １４ １８ ２３ ２９ ３６ ４４ ５３ ６３ ７４

Ｓ（Ｈ）５×５＝

０ １ ２ ３ ４
５ ７ １０ １４ １９
６ ９ １３ １８ ２４
８ １２ １７ ２３ ３０











１１ １６ ２２ ２９ ３７
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Ｓ（Ｈ）６×６＝

０ １ ２ ３ ４ ５
６ ８ １１ １５ ２０ ２６
７ １０ １４ １９ ２５ ３２
９ １３ １８ ２４ ３１ ３９
１２ １７ ２３ ３０ ３８ ４７













１６ ２２ ２９ ３７ ４６ ５６

Ｓ（Ｈ）６×３＝

０ １ ２
３ ５ ８
４ ７ １１
６ １０ １５
９ １４ ２０













１３ １９ ２６

可以验证上述矩阵不存在４环线，围长至少是６．
□

在定理２的下标计算表达式（９）中，如果对第一行
和第二行的计算序列均增加一个常数 ａ，ａ∈Ｚ，即：

ａｉｊ＝
ｊ－１＋ａ ，当 ｉ＝１和１≤ｊ≤ｔ，ａ∈Ｚ
ｔ＋（ｉ－１）（ｉ－２）／２＋（２ｉ＋ｊ－２）（ｊ－１）／２＋ａ

，当２≤ｉ≤ｑ和１≤ｊ≤ｔ，ａ∈
{

Ｚ
（ｍｏｄｎ）

（１１）
当 ａ＞０，所有下标值都是正整数，表示置换矩阵循

环左移；当 ａ＜０，某些下标值可能出现负整数，表示置换
矩阵循环右移．由此可知，按式（１１）设计的下标矩阵依参
数 ａ浮动，改变 ａ值可以构成一个下标矩阵族，它们与
式（９）设计的下标矩阵具有相同的围长和环线结构．

利用例１设计的 ｎ×ｎ下标矩阵，可以构造具有线
性编码器的类 ＩＲＡ（ＩＲＡｌｉｋｅ）结构的 ＬＤＰＣ码，其中信息
位对应的 Ｈｄ矩阵用本文的下标矩阵来设计，并用文献
［９］提出的 Ｑ置换矩阵去填充；校验位对应的矩阵 Ｈｐ

采用双对角线结构，将 Ｈｄ和Ｈｐ并置在一起，形成一个
新的 Ｈ矩阵，由这个 Ｈ矩阵定义的 ＬＤＰＣ码是 ＩＲＡ
码［１０］的一个子类，称为 ＳＰＢＬＤＰＣ码，它有线性复杂度
的编码算法．仿真实验表明，在相同码率和码长条件
下，虽然它的ｇｉｒｔｈ为６，但比Ｔａｎｎｅｒ构造的ｇｉｒｔｈ为１２的
规则结构ＬＤＰＣ码的性能优越．表明 ＬＤＰＣ码的不规则
性，优于规则的但围长大的结构码．如果，在不规则结
构中，考虑大围长，ＬＤＰＣ码的性能会有所改善，特别是
相同性能条件下，解码迭代次数有显著下降，围长的加

大真正影响的是解码迭代次数．

４ 结论

通常来说，对于给定的置换矩阵尺寸 ｎ，为了使
ＬＤＰＣ码的 Ｈ矩阵得到最大可能的围长，阵列 Ｈ矩阵中
置换矩阵的循环移位值的确定是必须考虑的关键问

题，也是难题，本文提出用下标值计算表达式来确定循

环移位值是解决问题的一种有效途径之一．文中提出

的下标值计算表达式可以用来设计围长为 ６的 Ｈ矩
阵，并能消除４环线．后续研究将讨论如何设计稀疏下
标矩阵，使由部分置换矩阵和部分全零矩阵构成的 Ｈ
阵列能达到围长大于１２．
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