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摘 要： 在有限个阵元的情况下，非均匀稀疏线阵能得到更大的阵列孔径．但由于其是对空间信号的非均匀采
样，不能通过常规的傅立叶变换方法求得其峰值旁瓣解析表达式．本文提出了一种基于格理论的非均匀稀疏线阵的旁
瓣结构分析方法．首先建立了阵列流形格的数学模型并对其物理含义进行了仿真分析，然后推导了阵列流形格最近格
点与峰值旁瓣的对应关系，从而将非均匀稀疏线阵峰值旁瓣结构分析问题转化为求距阵列流形格原点最近格点问题．
该方法可以准确地确定非均匀稀疏线阵旁瓣中增益大于门限电平的旁瓣个数及其各自的方位．计算机仿真结果表明
了该方法的有效性和准确性．
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１ 引言

格理论（ＬａｔｔｉｃｅＴｈｅｏｒｙ）［１］在密码学［２］、编码理论、通
信［３］和固态物理学等领域得到了广泛的应用，有关格理

论的基础知识参考文献［１］．由于稀疏阵列是在固定阵
列孔径的情况下，将均匀栅格上的部分格点上设置阵元

得到，因此，稀疏阵列可以看作格的一个子集．ＮｅｉｌＪ．
Ｍａｌｌｏｙ基于格对稀疏阵列建模，并将波数矢量估计和三
维稀疏阵列设计等问题转化成格理论中的基本问题，从

而拓宽了格理论的应用领域和丰富了阵列信号处理的

基本内容［４～６］．
由于在阵元个数一定的情况下，非均匀稀疏线阵能

得到更大的阵列孔径，因而得到了广泛的研究和应

用［７］．非均匀稀疏线阵峰值旁瓣结构分析对阵列设计和
阵列性能界分析尤为重要，但由于非均匀稀疏线阵是对

空间来波信号的非均匀采样，不能通过常规的傅立叶变

换方法得到其峰值旁瓣解析表达式．本文基于格理论分
析推导了非均匀稀疏线阵的阵列流形格最近格点与其

峰值旁瓣的对应关系，最终给出了一种求非均匀稀疏线

阵峰值旁瓣的数值解法．
本文结构安排如下，２节建立了阵列格和阵列流形

格的数学模型，并分析了它们的物理含义．３节中推导
了阵列流形格中最近格点与非均匀稀疏线阵峰值旁瓣

的对应关系．求最近格点算法是该峰值旁瓣结构分析方
法的必须步骤，在４节中给出了一种可以用来求最近格
点的方法．在此基础上５节给出了一种分析非均匀稀疏
线阵峰值旁瓣结构的方法．６节以八元非均匀稀疏线阵
为例进行了计算机仿真，分析了其峰值旁瓣结构，仿真

结果表明了该方法的有效性和准确性．
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２ 阵列流形格及其性质

２．１ 阵列格与阵列流形格

稀疏阵列是在均匀栅格的部分格点上设置阵元得

到的阵列．阵元位置珔ｄｉ，ｉ＝１，…，Ｎ间差值的所有整数
线性组合的点构成格Ｄ１，称作阵列格．对于线阵，阵列
格是格点距离为阵元间间距的最大公因数的一维格；

对于任意维阵列，阵列格是包含所有阵元位置的最稀

疏的格．
线阵阵列导向矢量 ａ（ｋ）∈ＣＮ为

ａ（ｋ）＝ ｅｊｄ１ｋ，ｅｊｄ２ｋ，…，ｅｊｄＮ[ ]ｋ Ｔ （１）
其中 Ｎ为阵元数，ｋ＝（２π／λ）ｃｏｓθ为波数矢量．

导向矢量的相位空间具有由 ｘ和整数列矢量珔ｎ表
示的等价关系

珋～ＤＴｋ＋１ｘ＋珔ｎ２π （２）
上式表示相位矢量珋经将所有分量同时加上ｘ或其中
任一分量加上整数倍２π两种变换均是等价的．当把相
位空间沿 １，１，…，[ ]１Ｔ方向投影到与其正交的超平面

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘＮ＝０时得到另一个格 Ｄ２，称作阵列流形
格．阵列流形格包含了阵列流形和阵列峰值旁瓣结构
的关键特征．

将式（２）前两项写成以下矩阵乘形式，从而相位空
间重新表示为

珋＝珟ＤＴ
珔ｋ( )ｘ ＋珔ｎ２π （３）

其中阵元位置矩阵

珟Ｄ＝
ｄ１ ｄ２ … ｄＮ
１ １ …

[ ]１ （４）

定义（Ｎ－２）×Ｎ维的整数矩阵Ｂ，其行向量张成
下列线性丢番图方程所有整数解所张成的格

珟Ｄ珔ｘ＝０ （５）
经文献［６］证明，阵列流形格的基矢量为 ＲＢＴ

（ＢＲＢＴ）－１，其中矩阵 Ｒ定义如下

Ｒ＝

Ｎ－１ －１ －１ … －１
－１ Ｎ－１ －１ … －１
    

－１ －１ －１ … Ｎ











－１

（６）

２．２ 阵列流形格格点与波数矢量关系

波数空间在式（３）映射下的像就是阵列流形格的
格点，为了分析非均匀稀疏线阵的峰值旁瓣结构，下面

讨论阵列流形格格点与波数空间的逆映射关系［５］．
假定阵列流形格中的任意矢量珔ｂ∈Ｄ２，已知珔ｂ求

与其对应的波数矢量珔ｋ的算法步骤如下：
（１）假定阵列流形格中的任意矢量珔ｂ，计算珔ｘ＝Ｂ珔ｂ

（２π）－１．

（２）定义 Ｎ－２维整数矢量珚ｍ＝Ｂ珔ｎ，求矩阵 Ｂ的伪
逆矩阵 Ｋ，满足 ＢＫ＝Ｉ．

（３）求阵列流形格中点珔ｘ的最近格点，也就是使二
次型（珔ｘ－珚ｍ）Ｔ（ＢＢＴ）－１（珔ｘ－珚ｍ）最小的珚ｍ．

（４）计算周期整数矢量珔ｎ＝－Ｋ珚ｍ．
（５）计算波数矢量珔ｋ＝（珟Ｄ珟ＤＴ）－１珟Ｄ（珔ｂ＋珔ｎ２π）．
（６）简化珔ｋ到（－１，１）范围内．

２．３ 阵列流形格举例

为更直观地理解阵列流形格，以四元线阵为例，形

象地给出了阵列格和阵列流形格的数学定义和物理含

义．假定四元线阵［０，２，６，１１］λ／２如图１所示．

波数矢量为 ｋ＝（２π／λ）ｃｏｓθ的平面波入射时，相位
矢量为

０

１

２













３

＝

０ １
２ １
６ １











１１ １

λ
２ ０






０ １

ｋ

[ ]
０
＋珔ｎ２π （７）

归一化，将后三行分别减去第一行得到

Δ１

Δ２

Δ









３

＝
１－０
２－０
３－









０

＝
２
６







１１

λｋ
２＋珔ｎ２π （８）

当波数矢量 ｋ在±２π／λ间变化时，相位空间中点
（Δ１，Δ２，Δ３）

Ｔ运动轨迹取值若干个相位周期．图 ２
示了０＜Δ＜２π时这个映射在立方体内的像．图 ３给
出了图２沿（２，６，１１）方向的三维视图，图２中的线被投
影成点，这些点即为阵列流形格的格点．

位置矩阵珟Ｄ、整数矩阵 Ｂ和其伪逆矩阵Ｋ分别为

珟Ｄ＝
０ ２ ６ １１[ ]１ １ １ １

Ｂ＝
２ －３ １ ０[ ]－１ －１ ４ －２

Ｋ＝
０ ０ １ ２[ ]０ １ ３ ５

Ｔ

（９）

图３中阵列流形格的基为
ＲＢＴ（ＢＲＢＴ）－１
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＝
２ －３ １ ０[ ]－１ －１ ４ －２

Ｔ １４ ５[ ]５ ２２

－１

＝
０．１７３１ －０．２１５５ ０．００７１ ０．０３５３
－０．０８４８ ０．００３５ ０．１８０２ －０．[ ]０９８９

Ｔ

（１０）

３ 阵列流形格最近格点与峰值旁瓣对应关系

阵列的增益函数可以表示成以下相位差的余弦函

数的二次求和形式

Ｇ（珔ｋ）＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｊ

 

ｉ
２
＝∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｏｓ（ｉ－ｊ） （１１）

将以上增益函数泰勒级数展开

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｏｓ（ｉ－ｊ）

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
１－１２！（ｉ－ｊ）

２＋１４！（ｉ－ｊ）
４－{ }…

＝Ｎ２－Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１

２
ｉ＋ ∑

Ｎ

ｉ＝１
( )ｉ ２－… （１２）

在原点１＝２＝…＝Ｎ＝０附近，增益函数近似为以下
二次型函数

Ｇ（１，…，Ｎ）＝Ｎ２－ Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１

２
ｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
( )ｉ( )２ ＝Ｎ２－珋ＴＲ珋

（１３）
将式（３）代入式（１３）得

珋ＴＲ珋＝珔ｋＴ珟ＤＲ珟ＤＴ珔ｋ＋４π珔ｎＴＲ珟ＤＴ珔ｋ＋４π２珔ｎＴＲ珔ｎ （１４）
令式（１４）对波数矢量珔ｋ的一阶导数等于零，求得与其
极小值对应的珔ｋ为

珔ｋｍｉｎ＝－２π珟ＤＲ珟Ｄ( )Ｔ －１珟ＤＲ珔ｎ （１５）
将式（１５）代入式（１４），经化简得

珋ＴＲ珋＝４π２珔ｎＴ Ｒ－Ｒ珟ＤＴ珟ＤＲ珟Ｄ( )Ｔ －１珟( )ＤＲ珔ｎ （１６）
根据整数矩阵 Ｂ的定义上式进一步简化为

珋ＴＲ珋＝４π２珔ｎＴＢＴ ＢＲＢ( )Ｔ －１Ｂ珔ｎ （１７）
式（１７）表示阵列流形格的格点到原点欧式距离的

平方，距离极小值对应了阵列增益的极大值．对于某固
定增益值，只有唯一相位矢量与其对应，则该相位矢量

对应增益极大值．因此，阵列流形格中距原点的最近格
点对应了非均匀稀疏线阵的峰值旁瓣．

４ 求最近格点算法

最近格点问题（ＣｌｏｓｅｓｔＶｅｃｔｏｒＰｒｏｂｌｅｍ）是在给定格
Λ中寻找离给定点ｘ∈Ｒｍ最近的矢量 ｃ^使得

ｘ－

 

ｃ^≤ ｘ－

 

ｃ ， ｃ∈Λ （１８）
最短矢量问题（ＳｈｏｒｔｅｓｔＶｅｃｔｏｒＰｒｏｂｌｅｍ）是在给定格

Λ中寻找最短的非零格矢量，最近格点问题中给定点

ｘ＝０时，得到的结果实际上就是格最短矢量．
求解最近格点问题可分解为两个步骤：化简和搜

索．化简的目的是使得基矢量尽量短和互相正交，使得
搜索更加简单和高效，两类广泛采用的化简算法分别

是 ＫｏｒｋｉｎｅＺｏｌｏｔａｒｅｆｆ化简算法和 ＬｅｎｓｔｒａＬｅｎｓｔｒａＬｏｖａｓｚ
（ＬＬＬ）化简算法；搜索算法主要有 Ｂａｂａｉ最近平面算法、
Ｋａｎｎａｎ策略、Ｐｈｏｓｔ策略和 ＳｃｈｎｏｒｒＥｕｃｈｎｅｒ策略等．文献
［９］给出了不同的化简和搜索算法原理及其各自的优
缺点．

由最近格点问题和最短矢量问题的定义我们知

道，它们的本质实际上是求解以下最小二乘问题

ｍｉｎ
ｚ∈Ｚ

ｎ
ｙ－Ｂ

 

ｚ２２ （１９）

文献［１０，１１］给出了一种可以求得这类整数最小二
乘问题的 ｐ个最佳解的 Ｍａｔｌａｂ工具包，它采用了修正
的ＬＬＬ化简算法和修正的 ＳｃｈｎｏｒｒＥｕｃｈｎｅｒ枚举搜索策
略．

以下形式的整数最小二乘问题可以转化成式（１９）
来处理，进而通过该工具包求解

ｍｉｎ
ｚ∈Ｚ

ｎ
（ｙ－Ｂｚ）ＴＶ－１（ｙ－Ｂｚ） （２０）

其中 Ｖ对称正定．首先对 Ｖ＝ＲＴＲ进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，
然后分别求解 ＲＴ珚Ｂ＝Ｂ和ＲＴ珋ｙ＝ｙ得到珚Ｂ和珋ｙ，从而式
（２０）转化为求ｍｉｎ

ｚ∈Ｚ
ｎ
珋ｙ－珚Ｂ

 

ｚ２２的整数最小二乘解．

５ 求峰值旁瓣算法

当给定非均匀稀疏线阵的阵列设置后，峰值旁瓣

分析需要寻找该阵列方向图中高于指定电平门限的峰

值旁瓣个数及其各自对应的波数矢量．给定阵列设置
后，根据阵列格求得阵列流形格；在阵列流形格中用几

何的方法求解原点的最近格点；根据阵列流形格格点

与波数矢量逆映射关系，从而求得与最近格点对应的

波数矢量；由阵列增益函数的定义可以求得该波数矢

量对应的增益，从而求得了峰值旁瓣的增益和方位．重
复以上过程，可以求得阵列方向图中高于指定电平门

限的多个峰值旁瓣对应的波数矢量．
假定非均匀稀疏线阵阵元位置矩阵珟Ｄ和所需寻找

峰值旁瓣的电平门限为Ｇ０，求峰值旁瓣电平≥Ｇ０的峰
值旁瓣个数及其各自的方位的算法步骤如下：

（１）为求阵列流形格，解线性丢番图方程珟Ｄ珔ｘ＝０，
得到整数矩阵 Ｂ，求 Ｂ的伪逆整数矩阵 Ｋ；［８］为一
Ｃ＋＋软件包可实现线性丢番图方程的求解和格基简
化，可求解文中的矩阵 Ｂ和Ｋ．

（２）假设 ｐ表示在阵列流形格中求距原点最近格
点个数，置 ｐ＝２．

（３）应用 ４节将讲述的求最近格点算法，在基为
ＲＢＴ（ＢＲＢＴ）－１的阵列流形格中求距原点最近的 ｐ个格
点ＲＢＴ（ＢＲＢＴ）－１Ｍ．

（４）依据２．２节中给出的阵列流形格格矢量到波数
矢量的逆映射关系，求这 ｐ个格点对应的波数矢量Ｕ．

（５）根据式（３）和（１１）求与这 ｐ个波数矢量Ｕ对应
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的峰值旁瓣增益值Ｇ．
（６）在 Ｇ中求最小值Ｇｍｉｎ．如果 Ｇｍｉｎ＜Ｇ０，说明不再

有高于指定电平门限 Ｇ０的峰值旁瓣，转步骤（８）．
（７）由于增益函数峰值旁瓣对称地成对出现，置 ｐ

＝ｐ＋２，转步骤（３）．
（８）输出高于门限电平 Ｇ０的峰值旁瓣个数为 ｐ和

峰值旁瓣位置即波数矢量Ｕ．

６ 计算机仿真结果

假设八元非均匀线阵

珟Ｄ＝
０ ３ ７ １２ １８ ２５ ３３ ４２[ ]１ １ １ １ １ １ １ １

单位为半波长，如图４所示．

解线性丢番图方程（５）可得整数矩阵 Ｂ，然后求 Ｂ的伪逆整数矩阵Ｋ，分别得到矩阵 Ｂ和Ｋ为

Ｂ＝

１ ０ －１ ０ －１ １ ０ ０
０ １ ０ ０ －２ ０ １ ０
１ －１ １ －１ ０ －１ １ ０
０ －１ １ １ ０ －１ －１ １
０ １ ０ －１ ０ ０ －１ １















０ １ －１ １ ０ －２ ０ １

Ｋ＝

０ －２ －４ －６ －９ －１２ －１６ －２０
０ １ ２ ３ ４ ６ ８ １０
０ １ ３ ５ ８ １１ １５ １９
０ １ ３ ５ ７ １０ １３ １７
０ １ ２ ３ ５ ７ ９ １２















０ １ ２ ４ ６ ８ １１ １４

Ｔ

（２１）

阵列流形格的基为

ＲＢＴ（ＢＲＢＴ）－１＝

０．４２１２ －０．１５０９ ０．２５６８ ０．０１５８ ０．０４０５ ０．０９４６
－０．１７２５ ０．１４６４ －０．１１５８ －０．１８６９ ０．１９７９ ０．０９２７
－０．２９７３ ０．２０９５ ０．０５４１ ０．２０９５ ０．０７４３ －０．２４３２
０．０４６７ ０．０３８３ －０．２３３６ ０．２０５０ －０．３３０１ ０．０８６９
－０．１４０６ －０．３６７１ ０．０２１２ －０．２００５ －０．０１５４ ０．０８３０
０．１４０９ －０．００６８ －０．１８１５ －０．００６８ ０．０１８３ －０．２５４８
－０．１０８８ ０．１１９４ ０．１５８３ －０．２１４０ －０．２２８８ ０．０７３４
０．１１０４ ０．０１１３ ０．０４０５ ０．１７７９ ０．２４３２ ０．





















０６７６

（２２）

当需求峰值旁瓣电平≥－１０ｄＢ的峰值旁瓣时，得到
距原点最近的６个格点为 ＲＢＴ（ＢＲＢＴ）－１Ｍ，其中 Ｍ如下

Ｍ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ １
０ ０ －１ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０















－１ １ ０ ０ ０ ０

（２３）

应用阵列流形格格点与波数空间的逆映射关系得

到６个格点对应的波数矢量 Ｕ
Ｕ＝
０．６６８０－０．６６８００．９１５１－０．９１５１０．４６８５－０．[ ]４６８５

（２４）
图５中带圈小点的竖线表示最近格点对应的波数

方向，与阵列峰值旁瓣一一对应，它们给出了八元非均

匀线阵峰值旁瓣电平≥－１０ｄＢ的峰值旁瓣有６个和它
们各自的方位．

当需求峰值旁瓣电平≥ －１５ｄＢ的峰值旁瓣时，得
到距原点最近的１８个格点为 ＲＢＴ（ＢＲＢＴ）－１Ｍ，其中 Ｍ
如式（２５）．

应用阵列流形格格点与波数空间的逆映射关系得

到１８个格点对应的波数矢量 Ｕ，见式（２６）．
图６中带圈小点的竖线表示最近格点对应的波数

方向，与阵列峰值旁瓣一一对应，它们给出了八元非均

匀线阵峰值旁瓣电平≥ －１５ｄＢ的峰值旁瓣有１８个和
它们各自的方位．
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Ｍ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０ １ －１
０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ －１ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０















－１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ １ －１ １ １ －１ ０ ０

（２５）

Ｕ＝ ０．６６８０ －０．６６８０ ０．９１５１ －０．９１５１ ０．４６８５ －０．４６８５ ０．８０１８ －０．８０１８ ０．[ ５６１８
－０．５６１８ －０．８６３６ ０．８６３６ －０．５３０２ ０．５３０２ ０．２４７１ －０．２４７１ ０．３３３３ －０． ]３３３３ （２６）

７ 结束语

本文建立了阵列格和阵列流形格的数学模型；推

导了阵列流形格最近格点与峰值旁瓣的对应关系．基
于上述理论，提出了一种求解非均匀稀疏线阵峰值旁

瓣结构的算法．计算机仿真表明，该算法能准确地求得
大于门限增益电平的峰值旁瓣个数及其各自对应的波

数方位．本文提出的非均匀稀疏线阵峰值旁瓣结构分
析方法对于非均匀稀疏线阵的设计和性能分析具有较

强的实用意义．
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