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摘 要： 阵列互耦、幅相误差以及阵元位置误差的综合影响会严重影响阵列天线的测向性能．针对均匀圆阵，该
文基于特征空间类方法给出了一种新的阵列误差有源校正算法．新算法是以交替迭代的方式给出，其目标函数建立在
子空间基本原理的基础上，并且适用于多个校正源同时存在的情况．文中还给出了阵列误差参数估计唯一性的必要条
件，仿真实验验证了新算法的有效性．
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１ 引言

在高分辨阵列测向技术中，以 ＭＵＳＩＣ算法［１］为代
表的特征空间类算法引起了众多学者的广泛关注．然
而，该类算法往往需要在阵列流型无误差的条件下才能

取得较好的效果．但在实际应用中，天线阵的各个阵元
之间难免会存在互耦效应，各个通道之间存在幅度和相

位的不一致性（即幅相误差），并且阵元的实际位置与标

称位置之间也时常会存在一定扰动误差．这三种阵列误
差使得实际的阵列流型与理想阵列流型有所不同，从而

导致测向性能的急剧下降，甚至失效［２～６］．因此阵列误
差校正是超分辨测向能否投入实用的关键环节之一．

目前，国内外相关研究人员正致力于阵列误差校正

方法的研究，现有的校正方法主要分为自校正［７～１１］和

有源校正［１２～１５］两大类．有源校正是通过在空间设置方
位已知的辅助信源来对阵列误差参数进行离线估计；而

自校正则给出了阵列误差参数和信源方位的联合估计

值，通常自校正需要实时处理，计算过程更加繁琐，本文

主要研究有源校正方法．在现有的阵列误差校正方法
中，大都是针对一种或两种阵列误差参数进行讨论的，

例如，文献［７］和文献［１２］单独针对阵元位置误差进行
了讨论，文献［１０，１１］单独针对阵列互耦效应进行了讨
论，而文献［８］和文献［１４］同时针对阵列幅相误差和互
耦效应进行了讨论，文献［１３］则同时针对阵元位置误差
和幅相误差进行了讨论．虽然以上算法都能取得较好的
效果，但在实际应用中，这三种阵列误差往往会不同程

度的同时出现，因此需要研究它们同时存在时的校正问

题．文献［１５］提出了一种针对三种阵列误差的有源校正
最大似然算法，虽然该算法能够取得较好的效果，但是

并没有利用互耦矩阵的任何性质，当互耦矩阵具有某些

特殊性质时，其参数估计精度有待进一步改善，而且该

算法是针对校正源分时工作的情况进行讨论的．本文则
提出了一种针对多个校正源同时存在情况下的阵列误

差有源校正新算法，该算法充分利用均匀圆阵互耦矩阵
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的特殊性质［８］，并以交替迭代的方式实现了各种未知

参数的优化计算，其目标函数参照了文献［１６］中的优化
模型，仿真实验验证了新算法的有效性，并且具有较高

的参数估计性能．

２ 阵列信号模型与问题的提出

假设阵列是由 Ｍ个无方向性天线构成的均匀圆
阵，它的第 ｌ个阵元的理想位置为（ｘｌ，ｙｌ），现有 Ｄ个窄
带确定性校正源同时到达该阵列，其中第 ｋ个校正源
的方位为θｋ，则在理想条件下，阵列的方向矩阵为

Ａ＝ ａ（θ１） ａ（θ２） … ａ（θＤ[ ]） （１）
式中，ａ（θｋ）＝ ｅｘｐ｛ｉ２π（ｘ１ｃｏｓθｋ＋ｙ１ｓｉｎθｋ）／λ[ ｝…

ｅｘｐ｛ｉ２π（ｘＭｃｏｓθｋ＋ｙＭｓｉｎθｋ）／λ ]｝Ｔ为阵列

流型向量，λ为校正源波长．
当阵列存在互耦、幅相误差以及阵元位置误差时，

阵列流型向量可表示为

ｂ（θｋ）＝ＣΓ珘ａ（θｋ）＝ＣΓΛｋａ（θｋ） （２）
式中珘ａ（θｋ）＝Λｋａ（θｋ），Ｃ＝ ｃ( )ｉｊＭ×Ｍ为互耦矩阵，对于
均匀圆阵而言，该矩阵可建模为复对称循环 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩
阵［８］，并且这里假设阵元位置的扰动误差对互耦矩阵

模型的影响忽略不计，Γ为幅相误差对角矩阵，并且可

令Γ＝ｄｉａｇ［ｇ１ｅｉφ１ ｇ２ｅｉφ２…ｇＭｅｉφＭ］，其中 ｇｌ为幅度因
子，ｌ为相位误差因子，Λｋ是由阵元位置误差引起的

方位依赖对角矩阵，并且可令Λｋ＝ｄｉａｇ［ｗ１ｋ ｗ２ｋ…
ｗＭｋ］，其中 ｗｌｋ＝ｅｘｐ｛ｉ２πΔτｌｋ／λ｝，Δτｌｋ是由阵元位置误差
导致的时延差，它可表示为Δτｌｋ＝Δｘｌｃｏｓθｋ＋Δｙｌｓｉｎθｋ，
若以第１个阵元为参考阵元，则应有 ｘ１＝ｙ１＝０和Δｘ１
＝Δｙ１＝０，从而有 ｗ１ｋ＝１．此外，为了避免参数估计的
模糊性，还可令 Ｃ和Γ的第一个对角元素为１，即 ｃ１１＝
１和 ｇ１ｅｉ１＝１．由式（２）可知此时的阵列方向矩阵为
Ｂ＝ ｂ（θ１） ｂ（θ２） … ｂ（θＤ[ ]）
＝ＣΓ Λ１ａ（θ１） Λ２ａ（θ２） … ΛＤａ（θＤ[ ]）
＝ＣΓ珟Ａ （３）
假设校正源之间以及校正源与噪声之间是统计独

立的，则阵列输出及其协方差矩阵可分别表示为

Ｘ（ｔ）＝Ｂｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ），
Ｒ＝Ｅ Ｘ（ｔ）ＸＨ（ｔ[ ]） ＝ＢＰＢＨ＋σ２ＩＭ
＝ＣΓ珟ＡＰ珟ＡＨΓＨＣＨ＋σ２Ｉ

{
Ｍ

（４）

式中 ｓ（ｔ）为校正源的复包络，ｎ（ｔ）为零均值高斯白噪
声，Ｐ＝ｄｉａｇｐ１ ｐ２ … ｐ[ ]Ｄ 为对角矩阵，其中 ｐｋ为
第ｋ个校正源的功率，σ２为噪声功率．

下面将解决如何在已知校正源方位和协方差矩阵

的基础上，估计阵列互耦、幅相误差和阵元位置误差，

这里需要假设阵元位置的扰动幅度不能过大，以免出

现２π模糊现象，这一条件在通常情况下不难满足．

３ 阵列误差校正的交替迭代算法

３．１ 阵列误差参数的优化计算

下面给出文中阵列误差校正算法的推导过程，首

先对矩阵 Ｒ进行特征分解可得
Ｒ＝ＣΓ珟ＡＰ珟ＡＨΓＨＣＨ＋σ２ＩＭ＝ＵＳΛＵＨＳ＋σ２ＵＮＵＨＮ （５）

式中Λ＝ｄｉａｇλ１ λ２ … λ[ ]Ｄ ，其中λｋ为第ｋ个特
征值，其大小顺序为λ１≥λ２≥…≥λＤ，ＵＳ为大特征值
对应的特征向量，它张成了信号子空间，并且满足 ｓｐａｎ
｛ＵＳ｝＝ｓｐａｎ｛ＣΓ珟Ａ｝，ＵＮ为小特征值对应的特征向量，它
张成了噪声子空间，并且满足ｓｐａｎ｛ＵＮ｝⊥ｓｐａｎ｛ＣΓ珟Ａ｝．

由式（５）进一步可得
ＣΓ珟ＡＰ珟ＡＨΓＨＣＨ＝ＵＳ（Λ－σ２ＩＤ）ＵＨＳ＝ＵＳΣＳＵＨＳ （６）

式中ΣＳ＝Λ－σ２ＩＤ．根据式（６）不难证明［１６］存在酉矩阵
Ｑ满足

ＣΓ珟ＡＰ１／２＝ＥＱ （７）
式中 Ｅ＝ＵＳΣ１／２Ｓ，Ｐ１／２和Σ１／２Ｓ 分别为矩阵Ｐ和ΣＳ的平
方根，而 Ｑ满足ＱＨＱ＝ＩＤ．

在实际计算中，协方差矩阵 Ｒ是由有限次样本累
积计算出的，因此只能得到矩阵 ＵＳ和ΣＳ的近似估计
值 Ｕ^Ｓ和Σ^Ｓ，若令 Ｅ^＝Ｕ^Ｓ^Σ１／２Ｓ，则根据式（７）可将参数估
计问题转化为如下优化问题

ｍｉｎ
Ｃ，Γ，珟Ａ，Ｐ，Ｑ

Ｊ＝ ｍｉｎ
Ｃ，Γ，珟Ａ，Ｐ，Ｑ

ＣΓ珟ＡＰ１／２－＾

 

ＥＱ ２
Ｆ （８）

在式（８）中，已知的矩阵只有 Ｅ^，而其余五个矩阵 Ｃ、Γ、
珟Ａ、Ｐ和Ｑ都是未知的．

为求解式（８），需要分析其中含有的未知变量（矩
阵）的数学性质．首先 Ｃ为互耦矩阵，对于均匀圆阵而
言，它可以用一个复对称循环Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵进行建模［８］，
该矩阵可由它的第一行中的元素完全确定，并且当 Ｍ
为偶数时，其自由度为 Ｌ＝Ｍ／２＋１；而当 Ｍ为奇数时，
其自由度为 Ｌ＝（Ｍ＋１）／２，例如，对于５元均匀圆阵和
６元均匀圆阵而言，其互耦矩阵分别具有如下结构

Ｃ＝

ｘ０ ｘ１ ｘ２ ｘ２ ｘ１
ｘ１ ｘ０ ｘ１ ｘ２ ｘ２
ｘ２ ｘ１ ｘ０ ｘ１ ｘ２
ｘ２ ｘ２ ｘ１ ｘ０ ｘ１
ｘ１ ｘ２ ｘ２ ｘ１ ｘ















０

和

Ｃ＝

ｙ０ ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ２ ｙ１
ｙ１ ｙ０ ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ２
ｙ２ ｙ１ ｙ０ ｙ１ ｙ２ ｙ３
ｙ３ ｙ２ ｙ１ ｙ０ ｙ１ ｙ２
ｙ２ ｙ３ ｙ２ ｙ１ ｙ０ ｙ１
ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ２ ｙ１ ｙ

















０

（９）

式中 ｘ０＝ｙ０＝１；Γ是复对角矩阵，并且其第一个对角
元素为１；对于矩阵珟Ａ而言，在校正源方位已知的条件
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下，其中的未知变量只有阵元位置误差Δｘｌ和Δｙｌ（ｌ＝
２，３，…，Ｍ），它们均为实数；Ｐ是实对角矩阵，并且每个
对角元素大于０；最后 Ｑ为酉矩阵，即满足 ＱＨＱ＝ＩＤ．

在已知这五个矩阵各自数学性质的基础上，可以

通过交替迭代的方式求解式（８）．首先在已知 Ｃ、Γ、珟Ａ
和Ｐ的条件下，可以给出 Ｑ的最优解如下［１６，１７］

Ｑ＝ＵＶＨ （１０）
式中 Ｕ和Ｖ分别为矩阵 Ｅ^ＨＣΓ珟ＡＰ１／２的左、右奇异矩阵，
即满足 Ｅ^ＨＣΓ珟ＡＰ１／２＝ＵΣＶＨ．

下面考虑如何在已知 Ｃ、Γ、珟Ａ和Ｑ的条件下，估计
Ｐ，不妨设 Ｆ＝ＣΓ珟Ａ和 Ｑ^＝Ｅ^Ｑ，并将它们按列分块为 Ｆ
＝［ｆ１ ｆ２…ｆＤ］和 Ｑ^＝［^ｑ１ ｑ^２…ｑ^Ｄ］，则可以将式（８）
转化为如下优化问题

ｍｉｎ
Ｐ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｐ ∑
Ｄ

ｋ＝１
ｐ１／２ｋｆｋ－ｑ^

 

ｋ
２
２ （１１）

由上式不难看出，每一个 ｐ１／２ｋ 可以分别进行优化，即考
虑如下优化问题

ｍｉｎ
ｐ１／２ｋ

ｈｋ＝ｍｉｎ
ｐ１／２ｋ

ｐ１／２ｋｆｋ－ｑ^

 

ｋ
２
２ （１２）

显然，这是个单变量二次优化问题，由于 ｐ１／２ｋ 的数值必
须为正数，所以不妨考虑如下带约束的优化问题

ｍｉｎ
ｐ１／２ｋ

ｈｋ＝ｍｉｎ
ｐ１／２ｋ

ｐ１／２ｋｆｋ－ｑ^

 

ｋ
２
２

ｓ．ｔ．ｐ１／２ｋ≥
{

ε

（１３）

式中ε是一个较小的正数．不难证明，ｐ１／２ｋ 的最优值应
取为

ｐ１／２ｋ ＝
珓ｐ１／２ｋ ，ｉｆ珓ｐ１／２ｋ ＞ε

ε ，ｉｆ珓ｐ１／２ｋ≤{
ε

（１４）

其中珓ｐ１／２ｋ ＝
ＲｅｆＨｋ^ｑ{ }ｋ
ｆ

 

ｋ
２
２
．

下面考虑如何在已知Γ、珟Ａ、Ｐ和Ｑ的条件下，估计
Ｃ，在给出其计算方法之前，首先引入下面的定理，它对
于 Ｃ的求解起着非常关键的作用．

定理 １ 若 Ｃ＝（ｃｉｊ）Ｍ×Ｍ为 Ｍ阶复对称循环
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，ａ＝（ａｉ）Ｍ×１为任意 Ｍ维复列向量，则
有［８］

Ｃａ＝Ｔ（ａ）ｃ （１５）
式中 ｃ＝（ｃｉ）Ｌ×１为 Ｌ×１维复列向量，并满足 ｃｉ＝ｃ１ｉ，
当 Ｍ为偶数时，Ｌ＝Ｍ／２＋１；当 Ｍ为奇数时，Ｌ＝（Ｍ＋
１）／２，Ｔ（ａ）是由向量 ａ确定的Ｍ×Ｌ阶矩阵，它是以下
四个矩阵的和，即有

Ｔ（ａ）＝Ｔ１（ａ）＋Ｔ２（ａ）＋Ｔ３（ａ）＋Ｔ４（ａ） （１６）
式中，

［Ｔ１（ａ）］ｉｊ＝
ａｉ＋ｊ－１，ｉ＋ｊ≤Ｍ＋１
０{ ，其它

，

［Ｔ２（ａ）］ｉｊ＝
ａｉ－ｊ＋１，ｉ≥ｊ≥２
０{ ，其它

，

［Ｔ３（ａ）］ｉｊ＝
ａＭ＋１＋ｉ－ｊ，ｉ＜ｊ≤珔Ｌ
０{ ，其它

，

［Ｔ４（ａ）］ｉｊ＝
ａｉ＋ｊ－Ｍ－１，２≤ｊ≤珔Ｌ；ｉ＋ｊ≥Ｍ＋２
０{ ，其它

其中当 Ｍ为偶数时，珔Ｌ＝Ｍ／２；当 Ｍ为奇数时，珔Ｌ＝（Ｍ
＋１）／２．
在定理１的基础上，再令Η ＝Γ珟ＡＰ１／２，并将它按列

分块为 Ｈ＝ ｈ１ ｈ２ … ｈ[ ]Ｄ ，则可将式（８）转化为
如下形式

ｍｉｎ
Ｃ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｃ
ＣＨ－＾

 

Ｑ ２
Ｆ ＝ｍｉｎ

Ｃ∑
Ｄ

ｋ＝１
Ｃｈｋ－ｑ^

 

ｋ
２
２

＝ｍｉｎ
ｃ∑

Ｄ

ｋ＝１
Ｔ（ｈｋ）ｃ－ｑ^

 

ｋ
２
２，

ｓ．ｔ．ｅＴ１ｃ＝










１

（１７）

式中 ｅ１表示第一个元素为１，其余元素均为零的 Ｌ维
单位向量，Ｔ（ｈｋ）和 ｃ由定理１所确定．若令 Ｔ（ｈｋ）＝
ｗｋ Ｗ[ ]ｋ ，其中 ｗｋ是Ｔ（ｈｋ）的第一列，Ｗｋ为Ｔ（ｈｋ）的
后 Ｌ－１个列向量构成的矩阵，则可以证明式（１７）的最
优解为

ｃｏｐｔ＝
１

∑
Ｄ

ｋ＝１
ＷＨｋＷ( )ｋ －１

∑
Ｄ

ｋ＝１
ＷＨｋ（^ｑｋ－ｗｋ( )[ ]） （１８）

上式是在所有阵元之间都存在互耦效应的基础上进行

讨论的，若仅考虑左右相邻的 Ｎ（Ｎ＜Ｌ）个阵元的互耦
效应，此时定理１中的向量 ｃ中仅有前Ｎ个元素非零，
而后面 Ｌ－Ｎ个元素均为零元素，于是可将式（１７）转化
为如下带约束的优化问题

ｍｉｎ
ｃ
Ｊ＝ｍｉｎ

ｃ∑
Ｄ

ｋ＝１
Ｔ（ｈｋ）ｃ－ｑ^

 

ｋ
２
２，

ｓ．ｔ．ＦＴｃ＝０Ｌ－Ｎ，ｅＴ１ｃ＝１
{

，

（１９）

式中 Ｆ＝ ｅＮ＋１ ｅＮ＋２ … ｅ[ ]Ｌ ．为了求解式（１９），可
令 ｃ＝ ｃＴ１ ０ＴＬ－[ ]Ｎ Ｔ和 Ｔ（ｈｋ）＝ Ｔ^（ｈｋ）珘Ｔ（ｈｋ[ ]），其
中 ｃ１是 ｃ的前Ｎ个元素构成的列向量，^Ｔ（ｈｋ）是Ｔ（ｈｋ）
的前 Ｎ个列向量构成的矩阵，珘Ｔ（ｈｋ）是 Ｔ（ｈｋ）的后 Ｌ－
Ｎ个列向量构成的矩阵，于是式（１９）可转化为如下形
式

ｍｉｎ
ｃ１
Ｊ＝ｍｉｎ

ｃ１
∑
Ｄ

ｋ＝１
Ｔ^（ｈｋ）ｃ１－ｑ^

 

ｋ
２
２，

ｓ．ｔ．ｅＴ１ｃ１＝１
{

，

（２０）

这里 ｅ１表示第一个元素为１，其余元素均为零的 Ｎ维
单位向量．若再令 Ｔ^（ｈｋ）＝ ｗ^ｋ Ｗ^[ ]ｋ ，其中 ｗ^ｋ是
Ｔ^（ｈｋ）的第一列，^Ｗｋ为 Ｔ^（ｈｋ）的后 Ｎ－１个列向量构成
的矩阵，则可以证明式（２０）的最优解为
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ｃ１ｏｐｔ＝
１

∑
Ｄ

ｋ＝１
Ｗ^Ｈｋ^Ｗ( )ｋ －１

∑
Ｄ

ｋ＝１
Ｗ^Ｈｋ（^ｑｋ－ｗ^ｋ( )[ ]） （２１）

由此可得式（１９）的最优解为 ｃｏｐｔ＝ ｃＴ１ｏｐｔ ０ＴＬ－[ ]Ｎ Ｔ．
下面考虑如何在已知 Ｃ、珟Ａ、Ｐ和Ｑ的条件下，估计

Γ，不妨令 ｔ是Γ的对角元素构成的列向量，于是可将
式（８）转化成如下形式

ｍｉｎ
ｔ
Ｊ＝ｍｉｎ

ｔ∑
Ｄ

ｋ＝１
ｐ１／２ｋＣ·ｄｉａｇ［珘ａ（θｋ）］·ｔ－ｑ^

 

ｋ
２
２

＝ｍｉｎ
ｔ∑

Ｄ

ｋ＝１

珟Ｃｋｔ－ｑ^

 

ｋ
２
２，

ｓ．ｔ．ｅＴ１ｔ＝１










，

（２２）
式中珟Ｃｋ＝ｐ１／２ｋＣ·ｄｉａｇ珘ａ（θｋ[ ]），ｄｉａｇ珘ａ（θｋ[ ]）表示由向量
珘ａ（θｋ）构成的对角矩阵．若令珟Ｃｋ＝珓ｒｋ 珟Ｒ[ ]ｋ ，其中珓ｒｋ是
珟Ｃｋ的第一列，珟Ｒｋ为珟Ｃｋ的后 Ｍ－１个列向量构成的矩阵，
则类似式（１７）和式（１８），可证明式（２２）的最优解为

ｔｏｐｔ＝
１

∑
Ｄ

ｋ＝１

珟ＲＨｋ珟Ｒ( )ｋ －１
∑
Ｄ

ｋ＝１

珟ＲＨｋ（^ｑｋ－珓ｒｋ( )[ ]） （２３）

下面考虑如何在已知 Ｃ、Γ、Ｐ和Ｑ的条件下，估计
珟Ａ，也即估计阵元位置误差Δｘｌ和Δｙｌ（ｌ＝２，３，…，Ｍ）．
为了便于算法推导，这里不妨考虑如下代价函数

ｍｉｎ
Δｘ，Δｙ
ｇ＝ｍｉｎ

Δｘ，Δｙ
Γ珟ＡＰ１／２－Ｃ－１^

 

ＥＱ ２
Ｆ （２４）

并设 Ｃ－１^ＥＱ的第ｌ行为ｚｌ，Γ的第ｌ个对角元素为ｔｌ，
则可以将式（８）转化为如下优化问题

ｍｉｎ
Δｘ，Δｙ
ｇ＝ｍｉｎ

Δｘ，Δｙ∑
Ｍ

ｌ＝２
∑
Ｄ

ｋ＝１
ｔｌｐ１／２ｋ

·ｅｘｐ｛ｉ２π［（ｘｌ＋Δｘｌ）ｃｏｓθｋ＋（ｙｌ＋Δｙｌ）ｓｉｎθｋ］／λ｝

－ｚｌ（ｋ）２ （２５）
式中累加下标从２开始的原因在于Δｘ１＝Δｙ１＝０，而 ｚｌ
（ｋ）表示向量 ｚｌ的第ｋ个元素．另一方面，由上式还可
以看出，每一个Δｘｌ和Δｙｌ可以分别进行优化，即考虑
如下优化问题

ｍｉｎ
Δｘｌ，Δｙｌ
ｇｌ＝ｍｉｎ

Δｘｌ，Δｙｌ
∑
Ｄ

ｋ＝１
ｔｌｐ１／２ｋ

·ｅｘｐ｛ｉ２π［（ｘｌ＋Δｘｌ）ｃｏｓθｋ＋（ｙｌ＋Δｙｌ）ｓｉｎθｋ］／λ｝
－ｚｌ（ｋ）２

＝ｍｉｎ
Δｘｌ，Δｙｌ
∑
Ｄ

ｋ＝１
ｔｌｐ１／２ｋａｌ（ｋ）

·ｅｘｐ｛ｉ（ｍｋΔｘｌ＋ｎｋΔｙｌ）｝－ｚｌ（ｋ）２ （２６）
式中，ａｌ（ｋ）＝ｅｘｐ｛ｉ２π（ｘｌｃｏｓθｋ＋ｙｌｓｉｎθｋ）／λ｝，

ｍｋ＝２πｃｏｓθｋ／λ和ｎｋ＝２πｓｉｎθｋ／λ．
显然，式（２６）是一个含有两变量的非线性优化问

题，其求解方法很多，最直接的方法是通过二维搜索的

方式获得，这里将给出两种求解方法：第一种方法给出

了一种近似闭式解；第二种方法则是一种 ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ
迭代法，其中第一种方法的精度不如第二种方法，但是

可以为第二种方法提供初始解．
首先推导第一种方法，当阵元位置误差扰动很小

且满足 ｍｋΔｘｌ＋ｎｋΔｙｌ１时，可进行如下近似
ｅｘｐ｛ｉ（ｍｋΔｘｌ＋ｎｋΔｙｌ）｝≈１＋ｉ（ｍｋΔｘｌ＋ｎｋΔｙｌ）（２７）

根据式（２７），可将式（２６）转化成如下优化问题

ｍｉｎ
Δｘｌ，Δｙｌ
ｇｌ≈ｍｉｎ

Δｘｌ，Δｙｌ
∑
Ｄ

ｋ＝１
ｔｌｐ１／２ｋａｌ（ｋ）

·［１＋ｉ（ｍｋΔｘｌ＋ｎｋΔｙｌ）］－ｚｌ（ｋ）２

＝ｍｉｎ
Δｘｌ，Δｙｌ
∑
Ｄ

ｋ＝１
ｉｔｌｐ１／２ｋａｌ（ｋ）ｍｋΔｘｌ

＋ｉｔｌｐ１／２ｋａｌ（ｋ）ｎｋΔｙｌ＋ｔｌｐ１／２ｋａｌ（ｋ）－ｚｌ（ｋ）２（２８）
不妨将式（２８）写成如下矩阵向量的形式

ｍｉｎ
Δｘｌ，Δｙｌ
ｇｌ≈ｍｉｎ

Δｘｌ，Δｙｌ
Ｂｌ
Δｘｌ
Δｙ[ ]

ｌ
－ｂ

 


ｌ

２

２

（２９）

式中

ｂｌ＝［ｚｌ（１）－ｔｌｐ１／２１ ａｌ（１）ｚｌ（２）－ｔｌｐ１／２２ ａｌ（２）

… ｚｌ（Ｄ）－ｔｌｐ１／２Ｄａｌ（Ｄ）］Ｔ，

Ｂｌ＝ｉｔｌ
ｐ１／２１ ａｌ（１）ｍ１ ｐ１／２２ ａｌ（２）ｍ２ … ｐ１／２Ｄａｌ（Ｄ）ｍＤ
ｐ１／２１ ａｌ（１）ｎ１ ｐ１／２２ ａｌ（２）ｎ２ … ｐ１／２Ｄａｌ（Ｄ）ｎ

[ ]
Ｄ










Ｔ

（３０）
不难证明，式（２９）的最优解为

Δｘ^ｌ
Δｙ^[ ]

ｌ ｏｐｔ
＝ Ｒｅ（ＢＨｌＢｌ[ ]） －１Ｒｅ（ＢＨｌｂｌ） （３１）

下面再推导一种求解式（２６）的 ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ迭代
法，不妨将式（２６）修改为

ｇｌ＝∑
Ｄ

ｋ＝１
｛珋ｚｌ（ｋ）－ｐ１／２ｋ［珔γｌ（ｋ）ｃｌ（ｋ）－珘γｌ（ｋ）ｓｌ（ｋ）］｝２

＋∑
Ｄ

ｋ＝１
｛珓ｚｌ（ｋ）－ｐ１／２ｋ［珔γｌ（ｋ）ｓｌ（ｋ）＋珘γｌ（ｋ）ｃｌ（ｋ）］｝２

（３２）
式中γｌ（ｋ）＝ｔｌａｌ（ｋ），ｃｌ（ｋ）＝ｃｏｓ（ｍｋΔｘｌ＋ｎｋΔｙｌ），ｓｌ（ｋ）
＝ｓｉｎ（ｍｋΔｘｌ＋ｎｋΔｙｌ），珋ｚｌ（ｋ）和珓ｚｌ（ｋ）分别表示 ｚｌ（ｋ）的实
部和虚部，珔γｌ（ｋ）和珘γｌ（ｋ）分别表示γｌ（ｋ）的实部和虚部．

若记ｓｌ１＝珋ｚｌ（１）珋ｚｌ（２） … 珋ｚｌ（Ｄ[ ]）Ｔ，

ｓｌ２＝珓ｚｌ（１）珓ｚｌ（２） … 珓ｚｌ（Ｄ[ ]）Ｔ和

ｓｌ＝ ｓＴｌ１ ｓＴｌ[ ]２ Ｔ，则式（３２）又可改写为
ｇｌ＝ ｓｌ１－ｇｌ１（Θｌ

 

）２
２＋ ｓｌ２－ｇｌ２（Θｌ

 

）２
２

＝
ｓｌ１
ｓｌ

[ ]
２
－
ｇｌ１（Θｌ）
ｇｌ２（Θｌ

[ ]
 


）

２

２
＝ ｓｌ－ｇｌ（Θｌ

 

）２
２ （３３）

式中Θｌ表示二维参数向量Θｌ＝ Δｘｌ Δｙ[ ]ｌ Ｔ，ｇｌ（Θｌ）
＝［ｇＴｌ１（Θｌ） ｇＴｌ２（Θｌ）］Ｔ是关于参数向量Θｌ的非线性
函数向量，其表达式可从式（３２）中获得．于是最小化 ｇｌ

０２５ 电 子 学 报 ２０１０年



的过程可近似认为是求解实的非线性方程组 ｓｌ＝
ｇｌ（Θｌ）的过程，若利用 ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ法进行求解可得其
迭代公式如下

Θ
（ｎ＋１）
ｌ ＝Θ（ｎ）ｌ ＋（Ｇ（ｎ）Ｔｌ Ｇ（ｎ）ｌ ）－１Ｇ（ｎ）Ｔｌ （ｓｌ－ｇｌ（Θ（ｎ）ｌ ））

（３４）

式中 Ｇ（ｎ）ｌ ＝
ｇｌ（Θ）
Θ Θ＝Θ

（ｎ）
ｌ

为非线性函数ｇｌ（·）在Θ（ｎ）ｌ

处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，它可写为

Ｇ（ｎ）ｌ ＝
Ｇ（ｎ）ｌ１
Ｇ（ｎ）ｌ

[ ]
２

（３５）

其中

Ｇ（ｎ）ｌ１（ｋ，１）＝－ｐ１／２ｋｍｋ（珔γｌ（ｋ）ｓｌ（ｋ）＋珘γｌ（ｋ）ｃｌ（ｋ）），

Ｇ（ｎ）ｌ１（ｋ，２）＝－ｐ１／２ｋｎｋ（珔γｌ（ｋ）ｓｌ（ｋ）＋珘γｌ（ｋ）ｃｌ（ｋ）），

Ｇ（ｎ）ｌ２（ｋ，１）＝ｐ１／２ｋｍｋ（珔γｌ（ｋ）ｃｌ（ｋ）－珘γｌ（ｋ）ｓｌ（ｋ）），

Ｇ（ｎ）ｌ２（ｋ，２）＝ｐ１／２ｋｎｋ（珔γｌ（ｋ）ｃｌ（ｋ）－珘γｌ（ｋ）ｓｌ（ｋ）），
ｋ＝１，２，…，













Ｄ
（３６）

由于ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ法需要迭代进行，因此可将第一
种方法得到的近似闭式解（式（３１））作为它的初始解进
行迭代．仿真结果表明，ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ法的参数估计精度
要高于第一种方法，这也是可以直观理解的，因为式（２７）
只有在阵元位置误差扰动很小的条件下才近似相等．因
此，为提高参数估计精度，在下文的仿真中都只采用

ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ法，并且以第一种方法的结果作为初始解．
至此文中已经给出了针对每一个变量（矩阵）的优

化方法，由于算法是迭代进行的，因此还需要给出每一

个变量（矩阵）的初始值．其中矩阵 Ｑ的初值可以选择
单位矩阵Ｉ；Ｃ和Γ的初值也可以选择单位矩阵Ｉ；而在
阵元位置误差扰动较小的条件下，Δｘ和Δｙ的初值可
以设为０；最后矩阵 Ｐ的初值可以根据式（１４）确定．
３．２ 交替迭代算法的基本步骤

下面给出文中算法的全部计算步骤：

步骤１ 初始化：设置ε为一个很小的正数和ｋ＝
０，令 Ｑ＝Ｉ、Ｃ＝Γ＝Ｉ和Δｘ＝Δｙ＝０，利用式（１４）计算
矩阵 Ｐ，利用式（８）计算目标函数 Ｊ０；

步骤２ 利用最新的 Ｃ、Γ、珘Ａ和 Ｐ，根据式（１０）计算
Ｑ；
步骤３ 利用最新的 Ｃ、Γ、珟Ａ和Ｑ，根据式（１４）计

算 Ｐ；
步骤４ 利用最新的Γ、珟Ａ、Ｐ和Ｑ，根据式（２１）计

算 Ｃ；
步骤５ 利用最新的 Ｃ、珟Ａ、Ｐ和Ｑ，根据式（２３）计

算Γ；

步骤６ 利用最新的 Ｃ、Γ、Ｐ和Ｑ，根据式（３４）计
算Δｘｌ和Δｙｌ（ｌ＝２，３，…，Ｍ），从而确定出珟Ａ；

步骤７ 令 ｋ＝ｋ＋１，并计算此时的目标函数 Ｊｋ；
步骤８ 计算Δｋ＝ Ｊｋ－Ｊｋ－１ ，若Δｋ≤ε，则停止

计算；否则转至步骤２．
由于算法的每一步迭代都会使目标函数减少，并

且目标函数总是非负的，所以算法的收敛性是可以保

证的，但能否达到全局最优解尚无有效证明，但是仿真

实验表明，算法能够收敛到较优的解．另一方面，虽然
文中的算法需要交替迭代，但是在优化每个参数时，基

本上可以得到其最优闭式解，只是在估计阵元位置误

差时需要迭代，但由于已经为其提供了一个相对较好

的初始解，因此其迭代次数也是较少的，所以文中算法

的计算量并不很大．此外，文中的算法也可以应用于校
正其中某一种或两种阵列误差参数的情况，此时只需

要忽略不需要考虑的阵列误差参数的校正步骤即可．

４ 参数估计的必要条件

本节将简单讨论参数估计唯一性的必要条件，这

里讨论的参数均是指实参数，下面主要从两个方面进

行讨论．首先根据文献［８］中的方法进行计算，由于矩
阵 Ｒ可由２ＭＤ－Ｄ２＋１个参数确定，其中包括 Ｄ＋１个
实特征值和２（ＭＤ－Ｄ（Ｄ＋１）／２）信号子空间 ＵＳ中的
自由参数，而 Ｒ中未知的参数包括：信源协方差矩阵 Ｐ
中的Ｄ个参数，１个未知的噪声功率，矩阵Γ中的２（Ｍ
－１）个参数，矩阵 Ｃ中的２（Ｎ－１）个参数，Δｘ和Δｙ中
含有的２（Ｍ－１）个参数，因此必须满足
２（ＭＤ－Ｄ（Ｄ＋１）／２）＋Ｄ＋１≥Ｄ＋１＋２（Ｎ－１）

＋４（Ｍ－１）Ｍ≥
Ｄ２＋Ｄ＋２Ｎ－６
２Ｄ－４ 且 Ｄ＞２ （３７）

另一方面，由式（８）确定的独立实方程个数为
２ＭＤ，而其中未知的参数包括：信源协方差矩阵 Ｐ中的
Ｄ个参数，矩阵Γ中的 ２（Ｍ－１）个参数，矩阵 Ｃ中的
２（Ｎ－１）个参数，Δｘ和Δｙ中含有的２（Ｍ－１）个参数，
矩阵 Ｑ中的２（Ｄ２－Ｄ（Ｄ＋１）／２）个自由参数，因此必
须满足

２ＭＤ≥Ｄ＋２（Ｎ－１）＋４（Ｍ－１）＋２（Ｄ２－Ｄ（Ｄ＋１）／２）


Ｍ≥

Ｄ２＋２Ｎ－６
２Ｄ－４ ，当 Ｄ＞２时，

Ｎ＝１， 当 Ｄ＝２
{

时

（３８）

结合式（３７）和式（３８）可得必要条件为

Ｍ≥ｍａｘ
Ｄ２＋Ｄ＋２Ｎ－６
２Ｄ－４ ，

Ｄ２＋２Ｎ－６
２Ｄ{ }－４

＝Ｄ
２＋Ｄ＋２Ｎ－６
２Ｄ－４ ，Ｄ＞２ （３９）

５ 实验结果与分析

５．１ 验证算法有效性的仿真实验

设阵列流型为１２元均匀圆阵，孔径比为１５，现有
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４个校正源同时到达该阵列，其方位间隔为６０°，相应方
位分别为０°、６０°、１２０°和１８０°，信噪比均为１０ｄＢ，快拍数
为５００．图１给出了文中算法的迭代收敛曲线；图２给出
了阵元理想位置、实际位置和估计位置示意图．表１给

出了阵元理想位置、实际位置和估计位置的数值；表２
给出了互耦因子的真实值和估计值（这里仅考虑相邻３
个阵元之间的互耦效应，即 Ｎ＝３）；表３和表４分别给
出了幅度因子和相位误差因子的真实值和估计值．

表１ 阵元理想位置、实际位置和估计位置的数值（单位：λ



）





















坐标 理想值 实际值 估计值 估计偏差 坐标 理想值 实际值 估计值 估计偏差

Ｘ１
Ｘ２
Ｘ３
Ｘ４
Ｘ５
Ｘ６
Ｘ７
Ｘ８
Ｘ９
Ｘ１０
Ｘ１１
Ｘ１２

０．００００
－０．２０１０
－０．７５００
－１．５０００
－２．２５００
－２．７９９０
－３．００００
－２．７９９０
－２．２５００
－１．５０００
－０．７５００
－０．２０１０

０．００００
－０．１２２４
－０．７８７０
－１．４４２９
－２．３２７７
－２．８２５７
－３．０７６２
－２．７４１０
－２．１６６５
－１．５３３６
－０．７０８３
－０．２４７３

０．００００
－０．１２１６
－０．７８４７
－１．４４２１
－２．３２７６
－２．８２４５
－３．０７５６
－２．７３９３
－２．１６４４
－１．５３２０
－０．７０６５
－０．２４８０

０．００００
０．０００８
０．００２３
０．０００８
０．０００１
０．００１２
０．０００６
０．００１７
０．００２１
０．００１６
０．００１８
０．


０００７

Ｙ １

Ｙ ２

Ｙ ３

Ｙ ４

Ｙ ５

Ｙ ６

Ｙ ７

Ｙ ８

Ｙ ９

Ｙ １０

Ｙ １１

Ｙ１２

０．００００
０．７５００
１．２９９０
１．５０００
１．２９９０
０．７５００
０．００００
－０．７５００
－１．２９９０
－１．５０００
－１．２９９０
－０．７５００

０．００００
０．８１５４
１．３５８９
１．５２１９
１．２６２０
０．７０４８
－０．０８７１
－０．７６７４
－１．３３０７
－１．４２９５
－１．２４４４
－０．７６７０

０．００００
０．８１１３
１．３５５８
１．５２１７
１．２５８４
０．７０７１
－０．０９０８
－０．７７１５
－１．３３３４
－１．４３２０
－１．２４６３
－０．７７１２

０．００００
０．００４１
０．００３１
０．０００２
０．００３６
０．００２３
０．００３７
０．００４１
０．００２７
０．００２５
０．００１９
０．００４２

表２ 互耦因子的真实值和估计值

阵元 １ ２ ３
实际值 １．００００ ０．１８３１－０．１７４７ｉ ０．０３２１＋０．０２１８ｉ
估计值 １．００００ ０．１８３２－０．１７２８ｉ ０．０３１８＋０．０２２３ｉ

估计相对误差 ０．００％ ０．７３％ １．５０％

表３ 幅度因子的真实值和估计值

阵元 １ ２ ３ ４ ５ ６
实际值 １．００００ ０．８９７８ １．０５９８ ０．７６２７ １．３２４０ １．２９９９
估计值 １．００００ ０．８９４０ １．０５１２ ０．７６３１ １．３１９１ １．２９３３
估计偏差 ０．００００ ０．００３８ ０．００８６ ０．０００４ ０．００４９ ０．


００６６

阵元 ７ ８ ９ １０ １１ １２

实际值 １．２４５５ ０．８４７７ １．０６７４ ０．７１９０ ０．９４９７ ０．８７８６
估计值 １．２４１２ ０．８４６７ １．０６５２ ０．７１１１ ０．９４５０ ０．８７１０
估计偏差 ０．００４３ ０．００１０ ０．００２２ ０．００７９ ０．００４７ ０．００７６

从图１中可以看出，文中的校正算法可以较好的收
敛，并且具有较快的收敛速度，一般迭代１０次以内即可
基本收敛．从图２以及表 １至表 ４中可以看出，文中的
算法能有效的估计出阵列的互耦因子，阵元幅相误差

和位置误差，并且具有较高的参数估计精度．现假设另
有２个等功率的待测信源同时到达该阵列，其方位角分
别为５０°和１２０°，信噪比均为１０ｄＢ，图３给出了阵列误差
校正前后的空域谱图．

从图３可以看出，阵列误差校正前的谱峰不明显，
此时无法测向，但是对阵列误差进行校正后，可很明显

的在两个信源方位上形成尖锐的谱峰，从而可以进行

测向，这也进一步验证了文中校正算法的有效性．

表４ 相位误差因子的真实值和估计值

阵元 １ ２ ３ ４ ５ ６
实际值（°） ０．００００ －２２．７６３３ ５．３７０４ －１６．４２８７ －６．９２２９ ４．９７９２
估计值（°） ０．００００ －２１．６２６１ ５．８９７８ －１６．０９９０ －５．７８１１ ６．１１４９
估计偏差（°）


０．００００ １．１３７２ ０．５２７４ ０．３２９７ １．１４１８ １．１３５７

阵元 ７ ８ ９ １０ １１ １２
实际值（°） －１４．８９１６ －１２．５７３６ ７．０２５５ －１４．０８３１ １９．４６２６ ２８．９５９８
估计值（°） －１４．２３５６ －１１．７５６６ ８．２０９６ －１２．４９１１ ２０．５１１６ ３０．２８２５
估计偏差（°） ０．６５６０ ０．８１７０ １．１８４１ １．５９２０ １．０４９０ １．３２２７
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５．２ 验证算法参数估计性能的仿真实验

为了进一步验证文中算法的性能，这里将文中的

算法与其它算法进行比较，首先与文献［８］中的算法进
行比较，由于文献［８］中仅考虑了阵列互耦和幅相误差
的校正，因此，为了便于比较，这里不考虑阵元位置误

差，并省略文中算法中关于阵元位置误差的校正环节．
另一方面，虽然文献［８］中的算法是一种自校正方法，
但同样可将其应用于有源校正，只是省略其中关于信

源方位估计这一环节即可，此时需要考虑的优化问题

为［８］

ｍｉｎ
Ｃ，Γ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｃ，Γ∑
Ｄ

ｋ＝１
ＵＨＮＣΓａ（θｋ

 

）２
２ （４０）

上式同样可通过交替迭代的方式进行求解，文献

［８］中已经分别给出了单独优化 Ｃ和Γ时的最优闭式
解．仿真条件基本同图３，只是这里没有阵元位置误差，
并且为了比较两种算法受初始误差影响的大小，这里

把互耦因子增大为 ｃ１＝１，ｃ２＝０２８３１－０２７４７ｉ和 ｃ３＝
００８２１＋００７１８ｉ．图４给出了阵列误差校正前后的空域
谱图．再定义阵列误差矩阵 Ｍ＝ＣΓ的估计相对误差ｅＭ
如下：独立进行２００次实验，设第 ｋ次实验估计的阵列
互耦矩阵和幅相误差矩阵分别为 Ｃ^ｋ和Γ^ｋ，于是阵列误
差矩阵为 Ｍ^ｋ＝Ｃ^ｋ^Γｋ，则 ｅＭ定义为

ｅＭ＝
１
２００∑

２００

ｋ＝１
Ｍ－Ｍ^

 

ｋ
２( )Ｆ  

Ｍ ２槡 Ｆ （４１）

图５给出了阵列误差矩阵估计相对误差随着校正
源信噪比的变化曲线．

从图４中可以看出，当初始互耦矩阵接近真实值
时，文献［８］中的算法可以有效的估计出阵列误差；但
是当初始互耦矩阵设为单位阵时（此时初始误差较

大），文献［８］中的算法已经失效了，而本文的算法则受
其影响较小．另一方面，从图 ５中可以看出，相比文献
［８］中的算法，当信噪比较小时，文中算法的参数估计
精度要略高些，但是当信噪比较大时，文中算法的参数

估计精度又要略差些．此外，从计算量的角度来看，由
于两种算法都是基于交替迭代的思想给出的，只是优

化的目标函数不同，因此两者的计算量相当．
下面再将文中的算法与文献［７］和［１２］中的算法进

行比较，由于它们都是阵元位置误差校正算法，因此为

了便于比较，这里不考虑阵列互耦和幅相误差的影响，

并省略文中算法中关于阵列互耦和幅相误差的校正环

节，其余仿真条件同５．１小节．再定义阵元位置估计的
均方根误差 ｅｒ如下：独立进行２００次实验，设第 ｋ次实
验估计出第ｌ个阵元的Ｘ轴方向和Ｙ轴方向的坐标分
别为 ｘ^ｋｌ和 ｙ^ｋｌ，则 ｅｒ定义为

ｅｒ＝
１
２００

１
Ｍ∑

２００

ｋ＝１
∑
Ｍ

ｌ＝１

（ｘｌ－ｘ^ｋｌ）２＋（ｙｌ－ｙ^ｋｌ）[ ]槡 ２

（４２）
图６给出了阵元位置估计均方根误差随着校正源

信噪比的变化曲线．

从图６中可以看出，本文的算法和文献［１２］中的算
法精度均明显高于文献［７］中的算法，这是因为文献［７］
中的算法进行了一阶Ｔａｙｌｏｒ级数展开，因此在阵元位置
误差不是很小的情况下，其精度不如其余两种，而相比

文献［１２］而言，当信噪比较小时，文中算法的精度要略
高些，但是当信噪比较大时，文中算法的精度仍然要略

差些．此外，从计算量的角度来看，文献［７］中的算法最
少，而其余两种算法稍大．从以上两个仿真结果可知，
文中算法的性能基本上是能够令人满意的．
６ 结论

本文针对均匀圆阵，基于特征结构类方法提出了

一种新的阵列互耦、幅相误差以及阵元位置误差有源

校正算法．该算法以交替迭代的形式给出，其目标函数
参照了文献［１６］中的优化模型，适用于多个校正源同时
存在的情况．此外，文中还给出了阵列误差参数估计唯
一性的必要条件．仿真实验验证了新算法的有效性，并
且该算法还可推广应用于校正某一种或两种阵列误差

参数的情况，其计算量也比较适中，性能也是基本令人

满意的，只是当校正源信噪比较大时，其精度有待进一

步提高，这也是今后需要研究并加以改进的地方．
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