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摘 要： 提出了具有平移不变性的低冗余度解析轮廓波变换．在该变换中圆对称滤波器组首先将图像分解为多
个不同分辨率的细节子带和一个低频子带，再对细节子带进行希尔伯特变换形成二维解析信号．最后用方向滤波器组
对二维解析信号进行分解，实现具有平移不变性多尺度多方向的解析轮廓波变换．解析轮廓波变换基函数的实部和虚
部与Ｇａｂｏｒ小波的实部和虚部类似，符合人眼视觉特性．实验结果表明解析轮廓波变换在图像去噪和压缩传感方面具
有明显优势．
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１ 引言

稀疏表示在图像去噪、图像复原、图像修复、超分辩

率及压缩传感等反问题求解中具有至关重要的作

用［１，２］．小波变换是最常用的稀疏表示方法，它对具有
点奇异性信号提供最稀疏表示．而对于二维图像信号，
其奇异性主要是由边缘和轮廓产生．由于常用的二维小
波是由两个一维正交小波的张量积形成，其方向选择性

非常有限（只有水平、垂直、对角线三个方向），它不能以

最稀疏的方式表示图像的轮廓及边缘信息，小波不是表

示图像的最优基［３］，这就使得小波变换在处理二维图像

时表现出一定的局限性．为此近年来人们提出了一系列
多尺度几何分析方法（ＭｕｌｔｉｓｃａｌｅＧｅｏｍｅｔｒｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ，

ＭＧＡ）．目前人们提出的 ＭＧＡ可分为两大类：与图像内
容自适应的 ＭＧＡ和与图像内容无关的 ＭＧＡ．自适应
ＭＧＡ包括 ｗｅｄｇｅｌｅｔ、ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｌｅｔ、ｂａｎｄｅｌｅｔ和 ｇｒｏｕｐｌｅｔ［３］等，
它们的基函数随图像内容变化，适用于图像压缩．自适
应ＭＧＡ的缺陷是不具备平移不变性．另外一类与图像
内容无关的 ＭＧＡ主要包括 ｒｉｄｇｅｌｅｔ、ｃｕｒｖｅｌｅｔ［４］、ｃｏｎ
ｔｏｕｒｌｅｔ［５］和ｓｈｅａｒｌｅｔ［６］．Ｒｉｄｇｅｌｅｔ变换是表示具有直线边缘
图像的最优基，ｃｕｒｖｅｌｅｔ是脊波的推广，它结合了分块
ｒｉｄｇｅｌｅｔ变换和子带分解算法，具有良好的空域和频域局
部性及非线性逼近性能，是表示具有二阶可微的平滑曲

线边缘图像的最优基．借鉴 ｃｕｒｖｅｌｅｔ的思想，Ｄｏ等提出
了一种低冗余度多分辨率多方向图像变换，即轮廓波变

换（ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ），它继承了 ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换的诸多优
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点，而冗余度远低于 ｃｕｒｖｅｌｅｔ．Ｓｈｅａｒｌｅｔ变换具有与 ｃｏｎ
ｔｏｕｒｌｅｔ类似的频带划分，它由拉普拉斯塔式分解和剪切
滤波器组实现．轮廓波变换存在的明显不足是它的基
函数正则性低，存在频谱混淆现象，从而削弱了频域局

部性和方向选择性．针对轮廓波变换的缺陷，文献［７，８］
利用圆周对称多分辨率分解和方向滤波器组构造了频

域圆对称轮廓波变换，它消除了 ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换存在的
频谱混淆现象，具有更好的频域局部性，稀疏性比 ｃｏｎ
ｔｏｕｒｌｅｔ更强．Ｃｕｒｖｅｌｅｔ、ｓｈｅａｒｌｅｔ和 ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ本身都不具备
平移不变性，而平移不变性的稀疏变换对解决图像反

问题具有重要意义，它们在图像去噪、图像复原、图像

修复、超分辩率及压缩传感等方面的性能均优于平移

变化的稀疏变换．为获得平移不变性，文献［９］利用非
抽样拉普拉斯塔式分解和非抽样方向滤波器组构造了

冗余度为１＋∑
Ｊ

ｊ＝１
２ｌｊ（ｌｊ为第ｊ尺度方向滤波级数）的非

抽样轮廓波变换（ＮｏｎＳｕｂｓａｍｐｌｅｄＣｏｎｔｏｕｒｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍ，
ＮＳＣＴ）；文献［１０］利用四个不同的拉普拉斯塔式分解和
非抽样方向滤波器组构造了一种平移不变轮廓波变换

（ＴｒａｎｓｌａｔｉｏｎＩｎｖａｒｉａｎｔＣｏｎｔｏｕｒｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＴＩＣＴ），冗余度
比ＮＳＣＴ更高，约为ＮＳＣＴ的四倍；文献［１１］利用非抽样
拉普拉斯塔式分解和剪切滤波器组构造了冗余度与

ＮＳＣＴ相同的非抽样ｓｈｅａｒｌｅｔ变换（ＮｏｎＳｕｂｓａｍｐｌｅｄＳｈｅａｒｌｅｔ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＮＳＳＴ）．

为降低平移不变轮廓波变换的冗余度，本文在文

献［７，８］的基础上利用二维希尔伯特变换（２ＤＨｉｌｂｅｒｔ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）构造了一种低冗余度且具有平移不变性的解
析轮廓波变换（ＡｎａｌｙｔｉｃＣｏｎｔｏｕｒｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＡＣＴ），并将
ＡＣＴ应用于图像去噪和压缩传感，获得了良好效果．

２ 圆对称轮廓波变换

轮廓波变换能够稀疏表示具有二阶可微的平滑曲

线边缘图像，它由拉普拉斯塔式分解和方向滤波器组

（ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｆｉｌｔｅｒｂａｎｋｓ，ＤＦＢ）实现．拉普拉斯塔式分解把
原始图像分解为低频子带和高频子带，高频子带再经

过方向滤波器组分解为２ｉ个方向子带．在实现轮廓波
变换时，拉普拉斯塔式分解中的低通和高通滤波器的

带宽大于π／２，根据多抽样率理论，对滤波后的图像进
行隔行隔列下抽样会产生频谱混淆，因此低频和高频

子带均有频谱混淆现象．而各方向子带是由高频子带
经过ＤＦＢ形成，这意味着方向子带也同样存在频谱混
淆现象．为去除轮廓波变换的频谱混淆现象，增强它的
方向选择性，文献［７］中利用遗传算法设计了符合完全
重构条件的圆对称滤波器组来实现圆对称轮廓波变

换．由于滤波器组中的低通滤波器带宽小于π／２，因此
它能有效去除塔式分解中低频和高频子带的频谱混淆

现象．文献［８］对文献［７］进行改进，它对塔式分解中频
率最高的子带进行细分，提高了圆对称轮廓波变换的

稀疏性．图１是文献［８］设计的第二类圆对称轮廓波变
换的原理图及其频带划分，其冗余度为２３３．

３ 解析轮廓波变换

从图１可看出，塔式分解的前两级由于没有下抽样
操作，因此前两级高频子带是平移不变的．从第三级开
始需要对低频子带进行隔行隔列下抽样操作，根据多分

辨率抽样的基本关系可得出低频子带 ｙ３的频域表达式：

Ｙ３（ω）＝
１
４Ｘ１（Ｍ

－Ｔ
ω）Ｌｏ（Ｍ－Ｔω）

＋１４∑
３

ｉ＝１
Ｘ１（Ｍ－Ｔω－πｉ）Ｌｏ（Ｍ－Ｔω－πｉ） （１）

式中 Ｙ３（ω）为 ｙ３（ｎ）的傅立叶变换，ｎ＝（ｎ１，ｎ２）Ｔ，Ｍ－Ｔ

＝（ＭＴ）－１＝
１／２ ０
０ １／[ ]２，π１＝（π，０）Ｔ，π２＝（０，π）Ｔ，π３

＝（π，π）Ｔ，ω＝（ω１，ω２）Ｔ．由于 Ｌｏ的频域支撑区是半径
小于π／２的圆形区域，式（１）中后三项已移到［－π，π］２

之外的区域，因此式（１）可以简化为：

Ｙ３（ω）＝
１
４Ｘ１（ω／２）Ｌｏ（ω／２） （２）

对 ｘ（ｎ）进行平移 ｎ０得 ｘ′（ｎ）＝ｘ（ｎ－ｎ０），ｘ′１（ｎ）＝
ｘ１（ｎ－ｎ０），子带 ｙ３的频域表达式变为：

Ｙ′３（ω）＝
１
４Ｘ１（ω／２）Ｌｏ（ω／２）ｅ

－ｊω
Ｔｎ０／２ （３）

对式（２）和式（３）进行傅立叶逆变换得：ｙ′３（ｎ）＝
ｙ３（ｎ－ｎ０／２），即子带 ｙ３具有平移不变性，图像像素的
平移对应变换系数的平移．用同样的方法可证明子带
ｙ４，ｙ５，…，ｙＪ也具有平移不变性．这表明尽管塔式分解
中存在下抽样操作，但由于低通滤波器的带宽小于π／２，
圆对称轮廓波变换中的塔式分解具有平移不变性．另一
方面由于ＤＦＢ本身存在下抽样操作并且各方向子带对
应的等效滤波器是非严格带限的，ＤＦＢ不具备平移不变
性，从而使得圆对称轮廓波变换也不具备平移不变性．

对圆对称轮廓波变换进行改进使其具有平移不变

性最简便的方法是按照与 ＮＳＣＴ同样的方式将图 １中
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的ＤＦＢ换成非抽样方向滤波器组，但其代价是冗余度
太高．另一种方式是将ＤＦＢ换成复数方向滤波器组［１１］，
即与双树复数小波类似，设计两个并行的方向滤波器

组，后一组ＤＦＢ的冲击响应近似为前一组ＤＦＢ平移１／２
后形成．这种方法的缺点是 ＤＦＢ的设计过程复杂，并且
不能满足线性相位条件．本文的设计方法是直接构造
二维解析信号，利用文献［８］设计的具有线性相位的
ＤＦＢ对二维解析信号进行方向分解以获得平移不变性．
该方法的优点是保持了原来 ＤＦＢ的线性相位特性，并
且无需设计新的ＤＦＢ．

二维信号 ｘ（ｎ）对应的解析信号 ｘａ（ｎ）定义为：
ｘａ（ｎ）＝ｘ（ｎ）＋ｊ珓ｘ（ｎ） （４）

式中ｊ２＝－１，珓ｘ（ｎ）为 ｘ（ｎ）的二维Ｈｉｌｂｅｒｔ变换：
珓ｘ（ｎ）＝ＨＴ（ｘ（ｎ）） （５）

二维Ｈｉｌｂｅｒｔ变换可在频域用二维ＦＦＴ实现：

珓ｘ（ｎ）＝ＦＦＴ－１２ （Ｈｔ（ω）ＦＦＴ２（ｘ（ｎ））） （６）
式中 Ｈｔ（ω）为二维 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换的频域模板．需要注意
的是二维信号的 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换与一维信号不同，它的定
义不是唯一的，即 Ｈｔ（ω）有多种选择，本文选用文献
［１２］设计的模板实现二维Ｈｉｌｂｅｒｔ变换．

解析信号 ｘａ（ｎ）的的频谱在上半平面上为 Ｘ（ω）
的两倍，在下半平面上为０，即：

Ｘａ（ω）＝
２Ｘ（ω）， ω２≥０，｜ω１｜＋｜ω２｜≠０
０，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（７）

由于扇形滤波器组（Ｆａｎｆｉｌｔｅｒｂａｎｋ，ＦＦＢ）是 ＤＦＢ的
基本组成单元［５］，如果能证明解析信号通过 ＦＦＢ是平
移不变的，则解析信号通过 ＤＦＢ进行方向分解也具有
平移不变性．

图２给出了扇形滤波器组的原理图，图中 Ｑ为菱
形抽样矩阵：

Ｑ＝
１ －１[ ]１ １

（８）

图２将二维解析信号 ｘａ（ｎ）分解为垂直子带ｙ０（ｎ）
和水平子带 ｙ１（ｎ），根据多分辨率抽样的基本关系可以
获得 ｙ０（ｎ）的频域表达式：

Ｙ０（ω）＝
１
２∑

１

ｉ＝０
Ｈ０（ωＱｉ）Ｘａ（ωＱｉ） （９）

式中ωＱｉ＝Ｑ－Ｔ（ω －２πｋｉ），ｋ０＝（０，０）Ｔ，ｋ１＝（１，０）Ｔ，

Ｑ－Ｔ表示矩阵 Ｑ求逆后的转置：

Ｑ－Ｔ＝
１／２ －１／２
１／２ １／[ ]２ （１０）

将ωＱｉ代入式（９）得：

Ｙ０（ω）＝
１
２Ｈ０（Ｑ

－Ｔ
ω）Ｘａ（Ｑ－Ｔω）

＋１２Ｈ０（Ｑ
－Ｔ
ω－（π，π）Ｔ）

·Ｘａ（Ｑ－Ｔω－（π，π）Ｔ） （１１）
由于 Ｘａ（ω）在第三和第四象限的值为０，并且傅立

叶变换在ω１和ω２两个方向上均具有２π周期特性，因
此式（１１）的后一项已经移到［－π，π］２之外的区域，将
式（７）代入式（１１）得：

Ｙ０（ω）＝Ｈ０（Ｑ－Ｔω）Ｘ（Ｑ－Ｔω） （１２）
对 ｘ（ｎ）平移 ｎ０，此时 Ｙ０（ω）变为：

Ｙ′０（ω）＝Ｈ０（Ｑ－Ｔω）Ｘ（Ｑ－Ｔω）ｅ－ｊω
ＴＱ－１ｎ０ （１３）

分别对式（１２）和式（１３）进行傅立叶逆变换得到以下关
系：

ｙ′０（ｎ）＝ｙ０（ｎ－Ｑ－１ｎ０） （１４）
按照同样的方式可证明：

ｙ′１（ｎ）＝ｙ１（ｎ－Ｑ－１ｎ０） （１５）
式（１４）、（１５）表明解析信号通过 ＦＦＢ是平移不变

的，而 ＦＦＢ是ＤＦＢ的基本单元，因此解析信号通过 ＤＦＢ
也是平移不变的．在本节的开始已经证明了圆对称塔
式分解具有平移不变性，因此将圆对称塔式分解中每

一个高频子带经过二维 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换后形成解析信号的
虚部，而原有的高频子带是解析信号的实部，对实部和

虚部分别通过ＤＦＢ进行方向分解实现具有平移不变性
的多分辨率多方向分解，本文称这种分解为解析轮廓

波变换．图 ３给出了解析轮廓波变换的原理图，图中
２ＤＨＴ代表二维 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换．解析轮廓波变换的每一个
方向子带均有实部和虚部两部分，其冗余度是圆对称

轮廓波变换的两倍（即 ４６６），远小于 ＴＩＣＴ、ＮＳＣＴ和
ＮＳＳＴ的冗余度．
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解析轮廓波逆变换可用与图３对称的方式获得，只
是下抽样操作应换成上抽样，Ｈｉｌｂｅｒｔ变换用其逆变换代
替．需要说明的是二维信号经过 Ｈｉｔｂｅｒｔ变换和逆变换
并不能完全重构原始信号，它们相差一个直流分量．但
由于在图 ３中的二维 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换是放在高通滤波器
后，高通滤波后的信号本身就没有直流分量，因此二维

Ｈｉｌｂｅｒｔ变换不会产生额外的重构误差，解析轮廓波的重
构精度与圆对称轮廓波相同．

图４列出了解析轮廓波在其中一个尺度和一个方
向上的基函数．从图中可以看出，基函数的实部和虚部
与Ｇａｂｏｒ小波的实部和虚部波形类似，实部的波峰对应
虚部的过零点，即两者的相位相差π／２．从图４（ｆ）可知
复数基函数的频谱在下半平面为０（即为解析信号），和
前面的理论分析结果相符．另外从图４也可看出解析轮
廓波比轮廓波、ｃｕｒｖｅｌｅｔ、ｓｈｅａｒｌｅｔ和圆对称轮廓波更加符
合人眼视觉特性．由视觉神经生理学的基本原理可知，
大脑视觉皮层中 Ｖ１区的简单细胞感受野可用０°和９０°
两种相位的Ｇａｂｏｒ小波来逼近，它们分别对屋脊形和阶
梯形的特定方向边缘有最优响应．轮廓波、ｃｕｒｖｅｌｅｔ、
ｓｈｅａｒｌｅｔ和圆对称轮廓波仅能仿真感受野相位为０°的简
单细胞，而解析轮廓波能比它们更全面地描述简单细

胞感受野特性．

为便于后文和文献［１１］中构造的冗余度为３６６的
复数方向塔式分解（ｓｈｉｆｔａｂｌｅｃｏｍｐｌｅｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｐｙｒａｍｉｄ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＰＤＴＤＦＢ）进行比较，本文对 ＡＣＴ进行适当
改造，使其冗余度与 ＰＤＴＤＦＢ一致．由于自然图像在
ＡＣＴ的最高频子带的能量分布相对较少（最高频子带对
应图１中ＡＣＴ中频带分割中最外圈），因此对最高频子
带可以不进行方向分解，或者只对其实部进行方向分

解．这两种方案的冗余度均比上节构造的 ＡＣＴ少１，与
ＰＤＴＤＦＢ相同．为便于后文描述，本文将这两种变换称
为第一类和第二类低冗余度 ＡＣＴ（简写为 ＬＡＣＴ１和
ＬＡＣＴ２）．

４ 解析轮廓波变换的稀疏性

到目前为止稀疏性度量还没有统一标准，但人们

通常利用硬阈值图像去噪效果来间接衡量图像变换的

稀疏性和能量聚集性［４～６，９～１１］．由于图像经稀疏变换后
大部分有用信息集中在少量的变换系数中，如果图像

变换的稀疏性强，则对变换系数进行硬阈值处理后保

留的有用信息多，图像去噪后的峰值信噪比（ＰＳＮＲ）高．
在实验中选用 Ｌｅｎａ、Ｂａｒｂａｒａ和 Ｐｅｐｐｅｒｓ三幅标准灰度图
像作为测试图像（本文所有测试图像均从 ｈｔｔｐ：／／ｄｅｃ
ｓａｉ．ｕｇｒ．ｅｓ／～ｊａｖｉｅｒ／ｄｅｎｏｉｓｅ／获得），图像大小为 ５１２×
５１２．测试图像迭加零均值，均方差分别为 １０、２０、５０三
种不同强度的白噪声．硬阈值去噪中的阈值选取与文
献［９］一致．表１列出了不同稀疏变换进行硬阈值去噪
后的ＰＳＮＲ值．表中“－”表示文献［１０］中没有给出 ＴＩＣＴ
在噪声强度为５０时的 ＰＳＮＲ值．

表１ 六种不同稀疏变换去噪效果比较

（表中的数值是ＰＳＮＲ值，单位为ｄＢ）

Ｉｍａｇｅ σ １０ ２０ ５０

Ｌｅｎａ

ＴＩＣＴ ３４．８９ ３１．７５ —

ＮＳＣＴ ３４．６９ ３２．０３ ２８．１０
ＡＣＴ ３４．６９ ３１．７６ ２７．４８
ＰＤＴＤＦＢ ３３．６０ ３０．８３ ２６．３９
ＬＡＣＴ１ ３４．６６ ３１．７５ ２７．４６
ＬＡＣＴ２ ３４．６８ ３１．７５ ２７．４７

Ｂａｒｂａｒａ

ＴＩＣＴ ３３．４９ ２９．５３ —

ＮＳＣＴ ３３．０１ ２９．４１ ２４．７９
ＡＣＴ ３２．７９ ２９．４６ ２５．０６
ＰＤＴＤＦＢ ３１．１２ ２８．０６ ２４．３１
ＬＡＣＴ１ ３１．６８ ２８．５９ ２４．８８
ＬＡＣＴ２ ３２．６６ ２９．３７ ２５．０２

Ｐｅｐｐｅｒｓ

ＴＩＣＴ ３４．００ ３１．１５ —

ＮＳＣＴ ３３．８１ ３１．６０ ２７．８２
ＡＣＴ ３３．４４ ３１．１５ ２７．０７
ＰＤＴＤＦＢ ３２．５９ ３０．００ ２６．０９
ＬＡＣＴ１ ３３．２４ ３０．９２ ２７．０３
ＬＡＣＴ２ ３３．３８ ３１．１３ ２７．０５

从表 １可以
看出，ＴＩＣＴ、ＮＳＣＴ、
ＡＣＴ三者相比，当
噪 声 强 度 低 时

（均方差为 １０）
ＴＩＣＴ获得最高的
ＰＳＮＲ．当噪声均
方差为 ２０和 ５０
时，对于纹理细

节丰富的 Ｂａｒｂａｒａ
图像，本文构造

的 ＡＣＴ获得最高
ＰＳＮＲ；而 对 于

Ｌｅｎａ和 Ｐｅｐｐｅｒｓ图
像，ＮＳＣＴ的 ＰＳＮＲ
最 高．ＮＳＣＴ 的
ＰＳＮＲ平 均值比
ＡＣＴ高０２６ｄＢ，但
ＡＣＴ的冗余度仅约为 ＮＳＣＴ十分之一．对三种相同冗余
度的ＰＤＴＤＦＢ、ＬＡＣＴ１和ＬＡＣＴ２进行比较，三幅图像在三
种不同噪声强度下 ＬＡＣＴ２均获得了最高的 ＰＳＮＲ，
ＬＡＣＴ２的 ＰＳＮＲ的平均值比 ＬＡＣＴ１、ＰＤＴＤＦＢ分别高
０２６ｄＢ和１０６ｄＢ．ＬＡＣＴ１与ＬＡＣＴ２两者比较，对于纹理
和边缘信息相对较少的Ｌｅｎａ图像，两者性能非常接近，
而对于纹理边缘信息较多的 Ｂａｒｂａｒａ和 Ｐｅｐｐｅｒｓ图像，
ＬＡＣＴ２的性能明显高于对最高频子带不进行方向分解
的ＬＡＣＴ１．ＡＣＴ与ＬＡＣＴ２相比，前者的ＰＳＮＲ平均值仅比
后者高００４ｄＢ．以上实验结果表明 ＡＣＴ和 ＬＡＣＴ２的稀
疏性略低于高冗余度的 ＮＳＣＴ，但明显高于相同冗余度
的ＰＤＴＤＦＢ．由于 ＡＣＴ和 ＬＡＣＴ２的性能相近，而 ＬＡＣＴ２
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的冗余度比ＡＣＴ低１，因此在实际应用中可以考虑选择
ＬＡＣＴ２．

５ 基于解析轮廓波变换的压缩传感

压缩传感理论是近年来信息处理领域的重大突

破，它将传感和压缩合并为一个环节，是对传统抽样理

论的重大发展［１，２，１３，１４］．传统的成像设备是先用大量的
光学微传感器（如ＣＭＯＳ）采集大量的像素，再对采集的
图像进行压缩以利于存储和传输．而压缩传感利用图
像表示的稀疏先验知识，能从远小于奈奎斯特抽样率

的抽样点中重构图像，从而极大地减小成像设备的复

杂度，提高成像设备的分辨率．理论分析结果表明［１］，
只要投影基函数和图像稀疏表示基函数不相干，则利

用自然图像稀疏表示的先验知识仅需要 Ｏ（ＫｌｏｇＭ）个
抽样点就可以重构像素数为 Ｍ的ＫＳｐａｒｓｅ图像（Ｋ
Ｍ，ＫＳｐａｒｓｅ表示图像可用 Ｋ个基函数逼近）．在压缩传
感系统中，一个抽样点代表一个投影值．在实际应用中
经常应用随机向量作为投影基，这样可以保证它和图

像稀疏表示的基函数不相干．
在压缩传感系统中可通过求解下列优化问题从抽

样点中重构图像：

α^＝ａｒｇｍｉｎ｛

 

α ０＋λ ΦΨα－
 

ｙ２
２｝ （１６）

式中α为稀疏变换系数组成的向量，

 

α ０为α的ｌ０范
数，Φ为投影矩阵，Ψ的每一列对应稀疏变换的一个基

函数．在本文中Ψ为解析轮廓波基函数构成的矩阵．实
际计算时并不需要知道Ψ 的显式表示，Ψα可通过解

析轮廓波逆变换实现．投影算子Φ 在实际应用时可通
过数字微反射阵列（ｄｉｇｉｔａｌｍｉｃｒｏｍｉｒｒｏｒｄｅｖｉｃｅ，ＤＭＤ）实
现［１４］．在实验仿真时可用 ＰＤＣＴ（Ｐｅｒｍｕｔｅｄｄｉｓｃｒｅｔｅｃｏｓｉｎｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）算法实现．由于式（１６）是典型的 ＮＰＨａｒｄ优化
问题，人们常用 ｌ１范数代替 ｌ０范数将其转化为凸集优
化问题［１，２］．本文采用另外一种方法：迭代硬阈值法（Ｉｔ
ｅｒａｔｅｄｈａｒｄｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＩＨＴ）求解式（１６）的近似解［１５］．对
于非正交变换，ＩＨＴ算法的重构性能要优于 ｌ１范数凸
集优化算法．为进一步提高图像重构质量，本文将图像
梯度的稀疏性结合到图像重构中．图像梯度的稀疏性
用全变差（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ）来衡量．每次迭代过程中硬阈
值处理后用梯度下降法调整全变差，使图像的全变差

减小．求出最优解α^后，对α^进行解析轮廓波逆变换获
得重构图像．

在压缩传感系统中，图像的稀疏表示是影响图像

重构质量的关键因素．图像表示越稀疏，则重构造图像
所需要的抽样点越少．在抽样点数相同的情况下，图像
表示越稀疏则重构图像的质量越高．目前绝大部分压
缩传感文献中应用正交或双正交小波进行图像稀疏表

示，只有少量的文献利用非正交冗余变换作为图像重

构的稀疏表示方法［１６］．文献［１６］提出的基于块匹配三
维变换（ｂｌｏｃｋｍａｔｃｈｉｎｇ３Ｄｔｒａｎｓｆｏｒｍｓｈｒｉｎｋａｇｅ，ＢＭ３Ｄ）迭代
收缩的图像重构算法是目前已公开发表文献中性能最

优秀的算法之一．ＢＭ３Ｄ的缺陷是计算复杂度高，它本
质上是一种三维处理算法．ＢＭ３Ｄ算法首先要在图像中
寻找与当前正在处理像素邻域相似的图像块，并将这

些图像块重新排列为３Ｄ数据后进行稀疏变换，对变换
系数进行３Ｄ硬阈值处理后再进行 ３Ｄ维纳滤波，最后
进行３Ｄ逆变换获得处理结果．ＬＡＣＴ２的计算复杂度比
ＢＭ３Ｄ小，其运算时间约为 ＢＭ３Ｄ的１／２．表２给出了利
用９／７Ｗａｖｅｌｅｔ、ＢＭ３Ｄ和基于 ＬＡＣＴ２的压缩传感图像重
构质量的比较．为了使这三种方法有可比性，三种方法
在重构图像时均加入梯度稀疏性约束条件，用梯度下

降法调整全变差，迭代次数均为９０．在实验仿真时试验
了１０％、２０％、３０％和 ４０％四个不同的抽样率（抽样点
数／像素数），选用 Ｌｅｎａ、Ｂａｒｂａｒａ、Ｐｅｐｐｅｒｓ和 Ｆｉｎｇｅｒｐｒｉｎｔ四
幅标准图像作为测试图像，图像大小为５１２×５１２．从表
２可以看出，基于 ＢＭ３Ｄ和ＬＡＣＴ２的图像重构算法都明
显优于Ｗａｖｅｌｅｔ．对于 Ｌｅｎａ和 Ｐｅｐｐｅｒｓ图像，当抽样率为
２０％时，利用ＬＡＣＴ２对Ｌｅｎａ图像进行重构时的ＰＳＮＲ略
高于 ＢＭ３Ｄ，在其它情况下 ＢＭ３Ｄ获得最高的 ＰＳＮＲ；对
于Ｌｅｎａ和Ｐｅｐｐｅｒｓ图像，ＢＭ３Ｄ的ＰＳＮＲ均值比ＬＡＣＴ２分
别高 ００８ｄＢ和 ０５６ｄＢ．而对于纹理丰富的 Ｂａｒｂａｒａ和
Ｆｉｎｇｅｒｐｒｉｎｔ图像，ＬＡＣＴ２获得最高的 ＰＳＮＲ，其 ＰＳＮＲ均值
比ＢＭ３Ｄ分别高０８８ｄＢ和 ０９６ｄＢ．四幅图像在四种抽
样率下进行重构，ＬＡＣＴ２的 ＰＳＮＲ均值比 ＢＭ３Ｄ高
０３ｄＢ．图５给出了三种方法在抽样率为３０％对 Ｂａｒｂａｒａ
图像重构结果．从图中可以看出基于ＢＭ３Ｄ和ＬＡＣＴ２的
图像重构质量均明显高于 Ｗａｖｅｌｅｔ．和 ＢＭ３Ｄ相比，
ＬＡＣＴ２的图像重构结果视觉效果更佳，细节更清楚．这
个实验也进一步验证了图像表示的稀疏性对压缩传感

重构图像质量的重要性．
表２ 压缩传感图像重构质量的比较

（表中的数值是ＰＳＮＲ值，单位为ｄＢ）

Ｉｍａｇｅ 抽样率 １０％ ２０％ ３０％ ４０％

Ｌｅｎａ
Ｗａｖｅｌｅｔ ２９．６１ ３２．８８ ３４．８０ ３６．１８
ＢＭ３Ｄ ３０．９０ ３４．１６ ３６．１１ ３７．６０
ＬＡＣＴ２ ３０．７７ ３４．２０ ３６．０８ ３７．３９

Ｂａｒｂａｒａ
Ｗａｖｅｌｅｔ ２２．６７ ２４．６５ ２７．０２ ２９．４３
ＢＭ３Ｄ ２３．３７ ２５．９１ ２８．５９ ３１．４２
ＬＡＣＴ２ ２３．５１ ２６．５７ ２９．８４ ３２．８７

Ｐｅｐｐｅｒｓ
Ｗａｖｅｌｅｔ ２９．５６ ３２．７６ ３４．１２ ３５．０８
ＢＭ３Ｄ ３０．９３ ３３．８６ ３５．２０ ３６．２１
ＬＡＣＴ２ ３０．１９ ３３．３８ ３４．７３ ３５．６６

Ｆｉｎｇｅｒｐｒｉｎｔ
Ｗａｖｅｌｅｔ １９．８８ ２３．７４ ２６．３９ ２８．３２
ＢＭ３Ｄ ２０．２７ ２４．２６ ２７．３７ ３０．０８
ＬＡＣＴ２ ２１．１２ ２５．５２ ２８．４３ ３０．７７
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６ 结论

为实现具有平移不变性的多尺度多方向稀疏图像

表示，本文提出了由二维 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换和圆对称轮廓波
变换构造的低冗余度解析轮廓波变换．解析轮廓波基
函数的实部和虚部与 Ｇａｂｏｒ小波的实部和虚部波形类
似，它能有效描述大脑视觉皮层中 Ｖ１区中相位为０°和
９０°两种相位的简单细胞感受野特性．文中给出了解析
轮廓波变换在硬阈值去噪和压缩传感方面的应用实

例，并取得了良好的效果．除图像去噪和压缩传感外，
解析轮廓波变换有望在图像超分辨率、图像复原和修

复等需要高性能图像稀疏表示的领域得到应用．
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