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摘 要： 连续域分布估计算法一般假设数据服从高斯分布，而且大多采用了单峰的概率模型，但是对于一些复

杂的优化问题，单峰的高斯分布模型不能有效地描述解在空间的分布．本文提出一种基于序贯重点采样粒子滤波的分
布估计算法，采用带权粒子描述优选集样本服从的概率分布并从中采样得到下一代种群，不需要假设样本服从高斯分

布，并且算法采用的概率模型是多峰的．仿真实验结果验证了本文方法的正确性和有效性．
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１ 引言

分布估计算法（ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＥＤＡ）是一种新兴的智能随机优化算法，基本思路是从
种群中选出一部分较好的样本，估计这些优选样本服从

的概率分布，然后利用这个概率分布产生下一代样本，

重复此过程直到满足算法结束条件［１］．ＥＤＡ相对于传统
进化算法有更强的理论基础，已成为当前进化计算的研

究热点，并在众多领域得到了成功应用［２，３］．
绝大部分实际问题中变量之间存在强耦合关系，这

类问题的优化需要使用高阶分布估计算法．在连续域，
目前解决这类问题较常采用的算法，例如 ＥＧＮＡｅｅ，ＥＧ
ＮＡＢＧｅ［４］，需要构造高斯网络，而构造高斯网络本身是

ＮＰｈａｒｄ问题；使用 ＥＤＡ解决连续域优化问题，目前普
遍做法是假设样本服从正态分布，现有连续域 ＥＤＡ算
法一般都采用单峰的高斯概率模型．对于一些复杂优化
问题，单峰的高斯分布模型不能有效地描述解在空间的

分布［２］．在解决多峰问题上，文献［５］提出一种基于混合
高斯分布和高斯核函数的分布估计算法 ＩＤＥＡ［５］，但这
种算法没有充分考虑变量之间的关系．

针对以上问题，本文提出一种基于序贯重点采样

（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＩｍｐｏｒｔａｎｃｅＳａｍｐｌｉｎｇ，ＳＩＳ）粒子滤波（Ｐａｒｔｉｃｌｅ
Ｆｉｌｔｅｒｓ，ＰＦ）的分布估计算法（ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＡｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｓｂａｓｅｄｏｎＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒｓ，ＰＦＥＤＡ）．ＰＦＥＤＡ不需要
假设样本服从高斯分布，并且算法采用的概率模型是多

峰的．
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观察粒子滤波与分布估计算法之间的相似性，如

果将粒子滤波从后验分布采样过程看作是从概率分布

产生下一代样本，将后验分布样本权重更新过程看作

分布估计，就可以给出基于粒子滤波的分布估计算法．

２ 基于序贯重点采样粒子滤波的分布估计
算法

２．１ 概率模型

２．１．１ 概率模型描述

利用序贯重点采样粒子滤波［６］，能够得到优选集

样本所服从的用带权样本表示的概率分布．
首先给出符号定义，ＥＤＡ某一代中优选样本集为

Ｃ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），ｍ＝ｎｒ，群体规模为 ｎ，ｒ为选择比
例，ｆ＝（ｆ１，ｆ２，…，ｆｎ）为各样本适应值，ｆｇ为历史最优
适应值．优选集中每个样本对应粒子滤波中一个粒子，
初始化各样本权重 ｗｉｔ＝１／ｍ，ｉ＝１，２，…，ｍ；ｔ＝１，２，
…，Ｔ表示第ｔ次粒子滤波迭代，Ｔ是常量，表示粒子滤
波的最大迭代次数．

概率模型的基本思路是将当前代优选样本集作为

粒子滤波 ｔ＝０时刻先验概率产生的粒子，并赋予相同
权重．ｔ＝１时刻，得到观测值 ｆｇ，根据 ｆｇ和粒子的适应
值更新各粒子权重，这样带权重粒子集就可以作为后

验分布的近似．然后构造此后验分布的重点密度并采
样 ｎ个粒子，计算 ｆ并更新ｆｇ，令 ｔ＝ｔ＋１进入下一次
迭代过程．重复这个过程直到 ｔ＞Ｔ，得到了带权重粒子
表示的近似的后验分布．本文主要研究了 Ｔ＝１情况
下，粒子滤波多次迭代过程对进化过程的影响是我们

的进一步研究内容．
粒子滤波中重点密度 ｑ（ｘ０：ｔ｜ｙ１：ｔ）选择关键是合理

选择 ｑ（ｘｔ｜ｘｔ－１，ｙｔ），文献［７］提出 ｑ（ｘｔ｜ｘｔ－１，ｙｔ）的最优
选择方法［７］，但该方法中权值更新公式中的积分式一

般无法求解，所以一般选择重点密度为先验密度，即

ｐ（ｘｉｔ｜ｘｉｔ－１）＝ｑ（ｘｉｔ｜ｘｉｔ－１，ｙｔ）．权值更新公式变为
ｗｉｔ∝ｗｉｔ－１ｐ（ｙｔ｜ｘｉｔ） （１）

ｐ（ｙｔ｜ｘｉｔ）为动态模型的似然概率，在这里它的含义是：
如果确定真实状态为 ｘｉｔ，能够观测到 ｙｔ及其位置的概
率．从其含义可以看出，ｐ（ｙｔ｜ｘｉｔ）应该随着对应粒子适
应值与历史最优之间距离增大而减小．另外，考虑到在
算法进化的不同阶段，群体中样本的差异程度不同（初

期差异大，末期差异小），相同的距离在进化的不同阶

段对应的概率应该是不同的，从而达到进化初期增加

种群多样性，进化末期增加算法局部寻优性的目的．所
以我们采用式（２）计算 ｐ（ｙｔ｜ｘｉｔ）．

ｐ（ｙｔ｜ｘｉｔ）＝ｅ（－
１
２λ
２Ｄｉ） （２）

Ｄｍａｘ＝ｍａｘ（｜ｆｉ－ｆｊ｜），ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，表示粒子

适应值 ｆｉ与历史最优ｆｇ的距离；λ是一个随进化代数
变化的值，用来控制进化过程中的种群多样性，进化初

期λ取较大的值，可以使各粒子权重差异变小从而增

加多样性，进化后期减小λ，增加局部寻优性．
２．１．２ λ初始值

从式（２）可以看出，给定λ，Ｄｉ如果大于某个值，ｐ
（ｙｔ｜ｘｉｔ）就会是一个非常接近零的值，使距离历史最优
点较远的粒子权重更新后几乎为０，以至于变量取值范
围内某些区域会由于权值太小而失去被搜索机会．

记适应值函数在确定定义域情况下的值域最大跨

度 Ｄｍａｘ，设定一个不被忽略的最小概率 ｐｍｉｎ（ｙｔ｜ｘｉｔ），根
据式（２）就可以求得λ的初始值

λｉｎｉｔ＝ －
Ｄｍａｘ

２ｌｇ（ｐｍｉｎ（ｙｔ｜ｘｉｔ槡 ））
（３）

这个初始值能够保证取值范围内的所有点，利用

式（２）计算得到的权重都大于 ｐｍｉｎ（ｙｔ｜ｘｉｔ）．ｐｍｉｎ（ｙｔ｜ｘｉｔ）
可以根据具体优化问题的群体规模参数设定为一个较

小的值，例如００００１，Ｄｍａｘ使用初始种群中各样本适应
值之间的最大距离来近似，也就是 Ｄｍａｘ＝ｍａｘ（｜ｆｉ－
ｆｊ｜），ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ．
２．１．３ λ变化曲线

λ对使用式（２）计算权重有以下影响，较大的λ对
权重有一个“压缩”的作用，能够减小优选集各样本权

重之间的差距；较小的λ对权重有一个“拉伸”作用，能

够扩大优选集各样本权重之间的差距．
式（４）是λ的计算公式．

λ＝λｉｎｉｔ×（１－
ｇ
ｇｍａｘ
） （４）

其中，λｉｎｉｔ是λ初始值，ｇｍａｘ是算法的最大代数，ｇ是当
前代数．λ采用这种变化曲线，可以提高进化前期的种
群多样性，并增强进化后期的局部寻优性能．
２．１．４ 估计样本优选集分布的算法描述

算法１ 估计样本优选集分布：

（１）优选集中各样本作为粒子滤波 ｔ＝０时刻，即初
始先验分布采样得到粒子，并将各粒子权值设置为

１／ｍ，ｗｉ０＝１／ｍ，ｉ＝１，２，…，ｍ，ｍ为优选集大小；
（２）ｔ＝１，用式（１）更新 ｗｉｔ，ｉ＝１，２，…，ｍ，归一化权

重；∑
ｍ

ｉ＝１
ｗｉｔδ（ｘ０∶ｔ－ｘｉ０∶ｔ）为服从的概率分布．

２．２ 采样

２．２．１ 采样方法描述

从带权粒子表示的概率分布上采样，我们采用根

据粒子权重轮盘赌选择粒子，然后在粒子附近采样的

方法．ＰＦＥＤＡ中以该粒子为均值构造多元正态分布，这
样既满足了以上要求还可以增加种群的多样性．
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２．２．２ 粒子附近采样的方法

轮盘赌选择一个粒子，以该粒子为均值构造变量

不相关的多元正态分布，从该分布上采样得到一个样

本．因为变量不相关，所以采样可以通过从 Ｎ（μｉ，σ
２），ｉ

＝１，２，…，ｄ单独采样各分量获得．μｉ表示粒子第ｉ个
分量的值，ｄ是样本维数，σ控制粒子附近采样得到样
本的分布范围，式（５）是σ的计算公式．

σ＝（ｘｉｍａｘ－ｘｉｍｉｎ）
ｇｍａｘ－ｇ
ｇｍａｘ

（５）

ｘｉｍａｘ，ｘｉｍｉｎ表示分量的取值范围上下限，ｇｍａｘ为最大代数，
ｇ是当前代数．
２．２．３ 采样算法描述

算法２ 带权粒子表示的概率分布采样

（１）有放回地轮盘赌方法根据粒子权重选择粒子；
（２）从 Ｎ（μｉ，σ

２），ｉ＝１，２，…，ｄ单独采样各分量，
组合各分量得到样本．
２．３ 基于粒子滤波的分布估计算法

在以上描述的基础上，给出ＰＦＥＤＡ算法描述．
算法３ ＰＦＥＤＡ完整算法
（１）初始化第一代群体；
（２）对 ｉ＝１，２，…，ｎ，采样 ｘｉ０～ｐ（ｘ０），其中 ｐ（ｘ０）

为均匀分布，ｎ为群体大小，并计算各样本适应值；
（３）在群体中得到适应值好的样本优选集；
（４）使用算法１估计优选集的概率分布；
（５）执行算法２ｎ次得到下一代种群并计算适应值；
（６）算法若达到结束条件，结束算法；否则转到（３）．

２．４ 算法时间复杂度

经过分析，算法一次迭代的时间复杂度为 Ｏ（ｎ２），
ｎ是问题的维数．现有的两类连续域 ＥＤＡ算法中，对于
构造高斯网络的算法，构造高斯网络本身是一个 ＮＰ
ｈａｒｄ问题，并且在高斯网络上采样的时间复杂性至少是
Ｏ（ｎ２）；直接使用参数估计方法估计高阶正态分布的算
法，估计样本分布的时间复杂度不高，但是采样算法时

间复杂度至少也是 Ｏ（ｎ２）．所以 ＰＦＥＤＡ一次迭代时间
复杂度与现有算法在相同水平或更好．对于算法停时
问题，我们将在现有研究成果［８，９］基础上做进一步研

究，并在后续的论文中公布研究结果．

３ 实验结果及分析

３．１ 测试函数

本文使用４个测试函数进行１００次独立实验．

ｆ１（Ｘ）＝∑
５

ｉ＝１
［ｉｃｏｓ（（ｉ－１）ｘ１＋ｉ）］∑

５

ｊ＝１
［ｊｃｏｓ（（ｊ＋１）ｘ２＋ｊ）］

＋（ｘ１＋１．４２５１３）２＋（ｘ２＋０．８００３２）２，
ｘ１，ｘ２∈［－１０，１０］

ｆ２（Ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘ２ｉ－ｃｏｓ（２πｘｉ）＋１），

－５．１２≤ｘｉ≤５．１２

ｆ３（Ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（（ｘ１－ｘ１ｉ）２＋（ｘｉ－１）２），

－１０≤ｘｉ≤１０

ｆ４（Ｘ）＝
１

４０００ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ（
ｘｉ
槡ｉ
）＋１，

－６００≤ｘｉ≤６００
各测试函数的最优解如下：

ｆ１（１．３０６８，１．４２４８）＝１７６．１３７５；ｆ２（０，０，…，０）＝０，
ｆ３（１，１，…，１）＝０；ｆ４（０，０，…，０）＝０．

３．２ 实验测试数据

种群规模：ｆ１，１００；其他，５００；选择比例０２．
表１和表２是１００次独立实验的统计数据．表２中

均值１和标准差１为１００次实验的最优适应值均值和
标准差，均值２和标准差２是１００次实验中收敛到最优
的最优适应值均值及标准差．所有实验中，算法均收敛
到全局最优或局部最优．在 ＣＰＵ为 Ｃｏｒｅ２Ｔ９４００的笔记
本电脑上求解上述 ４个测试函数的平均计算时间为：
ｆ１，０．２８０４ｓ；ｆ２，１１．７８２６ｓ；ｆ３，３．９９６９ｓ；ｆ４，３６．１３６７ｓ．

表１ 实验结果

维数 找到全局最优次数 平均代数

ｆ１ ２ ９８ １０１．４６
ｆ２ １０ ７４ ３３８．２３
ｆ３ １０ １００ １０７．３１
ｆ４ １０ ２６ ８２６．６１

表２ 优化结果统计数据

均值１ 标准差１ 均值２ 标准差２
ｆ１ －１７６．１３６８ ０．００５３ －１７６．１３７５５７ ６．４５×１０－５
ｆ２ ０．３９６６ ０．６７５１ ２．４４×１０－４ ７．０２×１０－５
ｆ３ ２．４６×１０－４ ９．４３×１０－５ ２．４６×１０－４ ９．４３×１０－５
ｆ４ ０．００１０８ ０．００８８ １．１０×１０－４ ２．２９×１０－５

３．３ 与其他连续域分布估计算法的性能比较

文献［４］给出 ＥＧＮＡｅｅ及 ＥＧＮＡＢＤｅ测试数据，选用相
同种群规模及停止条件测试ＰＦＥＤＡ．表３是实验数据对
比．对于 ｆ３，ＰＦＥＤＡ１００次实验全部全局收敛，最优值均
值精度很高，适应值函数评价次数均值较少．ｆ４收敛到
全局最优、适应值函数评价次数均值不如其他两种算

法，但最优值均值更接近全局最优．对大部分测试函数
算法很快收敛，减少适应值函数评价次数．

表３ 与其他连续域分布估计算法的性能比较

ＰＦＥＤＡ ＥＧＮＡｅｅ ＥＧＮＡＢＤｅ

ｆ３

全局最优次数 １００ ０ ０
测试函数评价次数均值 ７２３６０ １２８２５６ １２６３５７

最优值均值 １．９２×１０－５ ０．０９９１４ ０．０２５０

ｆ４

全局最优次数 ２１ ６６ ５７
测试函数评价次数均值 ２７５５４０ ２２３８２０ ２３８７２８

最优值均值 ０．００２１３ ０．００８１５７ ０．０１２６０５
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３．４ 算法性能分析

图１和图 ２是 ｆ２和 ｆ４一次典型实验进化过程曲
线，横轴为进化代数，纵轴为适应值，实线、虚线分别表

示群体适应值均值和历史最优适应值随代数的进化轨

迹．ｆ４变量取值范围较大，所以值域范围大，从图２中不
容易看出适应值的变化．图３为测试函数 ｆ４变量取值

范围［－１０，１０］的曲线，能够更好地观察进化过程细节．
从图３中可以明显看出，接近收敛时种群适应值均

值加速收敛到最优．图１和图２也有类似特性，但是由
于纵轴比例较大，并不是很明显．式（２）可以说明这种
现象，λ随进化过程逐渐变小，进化初期较大的λ保证

种群多样性，进化末期较小的λ保证局部寻优性．

４ 结论

目前连续域分布估计算法大都假设数据服从高斯

分布，而且大多采用了单峰的概率模型，对于复杂优化

问题，单峰的高斯分布模型不能有效地描述解在空间

的分布．针对这些问题，本文提出一种基于序贯重点采
样粒子滤波的分布估计算法，采用带权粒子描述样本

服从的概率分布并从中采样得到下一代种群，不需要

假设样本服从高斯分布，并且算法所使用的概率模型

是多峰的．仿真结果表明本文算法思路可行．
下一步研究工作是进一步增强算法的全局寻优性

能，并增强显式变量相关性因素的考虑．粒子滤波多次
迭代过程对进化过程的影响以及针对测试函数 ｆ４这类
特殊优化问题的算法改进也是我们后续研究内容．
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