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摘 要： 针对脉冲束六维非线性动力学方程被积函数的不可积性，首先将方程的被积函数展为自变量的 Ｔａｙｌｏｒ
级数，通过直接积分获得方程关于自变量的一般级数解，然后进一步将自变量各阶项的系数对初值作 Ｔａｙｌｏｒ展开，从
而获得方程关于自变量及初值的级数解．对于脉冲束中任意粒子相对于参考粒子的相对运动动力学方程的求解问题，
在方程的被积函数展为自变量的Ｔａｙｌｏｒ级数的基础上，将自变量的各阶项的系数进一步相对于参考粒子展开，得到了
相对运动方程，经直接积分获得了方程关于自变量及相对运动初值的级数解．
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１ 引言

脉冲束的加速、传输和储存过程既包含横向运动又

包含纵向运动以及横向、纵向运动之间的耦合作用，是

一个典型的六维非线性动力学问题．在六维非线性束流
动力学发展的过程中，Ｋ．Ｌ．Ｂｒｏｗｎ利用带电粒子在静磁
场中动量守恒定律，建立了｛ｘ，ｘ′，ｙ，ｙ′，ｓ，δ｝六维传输
理论，并求得了二阶近似解［１］，文献［２］建立了｛ｘ，ｘ′，
ｙ，ｙ′，ｚ，ｚ′｝六维非线性动力学方程．为了直接描述脉冲
宽度的变化规律，文献［３～５］直接从带电粒子的相对论
运动方程出发经变量变换导出了严格的｛ｘ，ｘ′，ｙ，ｙ′，ｔ，
ｔ′｝及其他形式的六维非线性动力学方程，并对各种六
维理论进行了评论，但没有给出非线性解．文献［６～１０］

利用直接试探法和积分方程法求得了六维非线性动力

学方程的任意阶近似解，建立了相空间非线性正向传输

理论，并成功地用于传输系统高阶象差计算．但是，由于
该理论中任意阶象差系数的表达式是以自变量的积分

形式出现的，因此当被积函数对自变量呈非线性时，仍

可能出现不可积性．
由上述可见，求解脉冲束六维非线性动力学方程普

适的任意阶近似解仍是一个尚待进一步研究的课题．为
了彻底克服由非线性引起的不可积性，本文采取将方程

的被积函数展为自变量 Ｔａｙｌｏｒ级数而后直接积分的方
法进行求解，从而获得了原方程及相对运动方程关于自

变量及初值的无穷级数解析解．
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２ ｛Ｘ，Ｘ′，Ｙ，Ｙ′，ｔ，ｔ′｝六维非线性动力学方
程关于自变量及初值的级数解

为讨论方便起见，从具体的六维相空间状态方程

出发，假定实空间选择直角坐标系（Ｘ，Ｙ，Ｚ），Ｚ轴与系
统轴线重合，并且脉冲束团沿 Ｚ轴方向运动，选择 Ｚ为
自变量，则脉冲束中任意粒子在｛Ｘ，Ｘ′，Ｙ，Ｙ′，ｔ，ｔ′｝六
维相空间中的相对论性非线性动力学方程为［３～５］：

ｄＸ
ｄＺ＝Ｘ′

ｄＸ′
ｄＺ＝（ＦＸ－Ｘ′ＦＺ）ｔ′

２／ｍ

ｄＹ
ｄＺ＝Ｙ′

ｄＹ′
ｄＺ＝（ＦＹ－Ｙ′ＦＺ）ｔ′

２／ｍ

ｄｔ
ｄＺ＝ｔ′

ｄｔ′
ｄＺ＝－｛ＦＺ－γ

２［Ｘ′（ＦＸ－Ｘ′ＦＺ）＋Ｙ′（ＦＹ－Ｙ′ＦＺ）］／

Ｃ２ｔ′２｝ｔ′３／γ３





















ｍ
（１）

式中，ｔ为带电粒子的飞行时间，ＦＸ、ＦＹ、ＦＺ为粒子所受
作用力的三个分量，在电磁场中其一般表达式为：

ＦＸ＝ｑ｛ＥＸ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）
＋［ＢＺ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）Ｙ′－ＢＹ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）］／ｔ′｝

ＦＹ＝ｑ｛ＥＹ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）
＋［ＢＸ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）－ＢＺ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）Ｘ′］／ｔ′｝

ＦＺ＝ｑ｛ＥＺ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）
＋［ＢＹ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）Ｘ′－ＢＸ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｔ）Ｙ′］／ｔ′















｝

（２）
其中，ｑ为粒子的电荷量，Ｅ为电场强度，Ｂ为磁场强
度，ｍ为粒子的质量，在相对论情况下其表达式为
ｍ＝γｍ０

γ＝１ １－β槡 ２

β＝
Ｘ′( )ｔ′

２
＋ Ｙ′( )ｔ′

２
＋ １( )ｔ′槡

２
Ｃ＝ Ｘ′２＋Ｙ′２槡 ＋１









 Ｃｔ′

（３）
ｍ０为粒子的静止质量，Ｃ为光在真空中的速度．
为了讨论方便起见，我们令 Ｘ^１＝Ｘ，^Ｘ２＝Ｘ′，^Ｘ３＝

Ｙ，^Ｘ４＝Ｙ′，^Ｘ５＝ｔ，^Ｘ６＝ｔ′，则方程（１）可以概括为如下
形式：

ｄ^Ｘｉ（Ｚ）
ｄＺ ＝ｆｉ（^Ｘ（Ｚ），Ｚ），ｉ＝１，２，…，６ （４）

写为向量形式为：

ｄ^Ｘ（Ｚ）
ｄＺ ＝ｆ（^Ｘ（Ｚ），Ｚ） （５）

式中，^Ｘ（Ｚ）＝（^Ｘ１（Ｚ），^Ｘ２（Ｚ），…，^Ｘ６（Ｚ））Ｔ为六维状
态向量，ｆ＝（ｆ１，ｆ２，…ｆ６）Ｔ．

现求解脉冲束六维非线性动力学方程，为了获得

紧凑而简洁的结果，我们求解方程（５）．为此，我们假设
系统于广义相空间（Ｚ，^Ｘ（Ｚ））中的初始状态为（Ｚ＝０，
Ｘ^（０）），ｆ（Ｚ，^Ｘ（Ｚ））对自变量 Ｚ的任意阶导数存在且
有界，则可在（Ｚ＝０，^Ｘ（０））处将 ｆ（Ｚ，^Ｘ（Ｚ））展为自变
量 Ｚ收敛的Ｔａｙｌｏｒ级数［１１］：

ｆ（Ｚ，^Ｘ（Ｚ））＝∑
∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｆ

（ｎ）（^Ｘ（０））Ｚｎ （６）

将式（６）代入式（５），则有：
ｄ^Ｘ（Ｚ）
ｄＺ ＝∑

∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｆ

（ｎ）（^Ｘ（０））Ｚｎ （７）

方程（７）两边同乘以 ｄＺ，从 ０～Ｚ积分，则得方程关于
自变量的无穷级数解为：

Ｘ^（Ｚ）＝Ｘ^（０）＋∑
∞

ｎ＝０

１
（ｎ＋１）！ｆ

（ｎ）（^Ｘ（０））Ｚｎ＋１（８）

式中，ｆ（ｎ）（^Ｘ（０））为 ｆ（Ｚ，^Ｘ（Ｚ））在初态（Ｚ＝０，^Ｘ（０））
处关于自变量 Ｚ的ｎ阶导数，当 ｎ取不同值时的具体
表达式分别为：

ｆ（０）（^Ｘ（０））＝ｆ（^Ｘ（Ｚ），Ｚ） Ｚ＝０
Ｘ^（０）
＝ｆ（^Ｘ（０））

ｆ（１）（^Ｘ（０））＝ ｆ
[ ]Ｚ Ｚ＝０

Ｘ^（０）
＋∑

Ｎ

ｉ＝１

ｆ
Ｘ^ｉ
·
ｄ^Ｘｉ
ｄ[ ]Ｚ Ｚ＝０

Ｘ^（０）

＝ ｆ
[ ]Ｚ Ｚ＝０

Ｘ^（０）
＋∑

Ｎ

ｉ＝１

ｆ
Ｘ^ｉ
ｆ[ ]ｉ Ｚ＝０
Ｘ^（０）

ｆ（２）（^Ｘ（０））＝ ｆ
（１）

[ ]Ｚ Ｚ＝０
Ｘ^（０）
＋∑

Ｎ

ｉ＝１

ｆ（１）

Ｘ^ｉ
·ｆ[ ]ｉ Ｚ＝０

Ｘ^（０）

…

ｆ（ｎ）（^Ｘ（０））＝ ｆ
（ｎ－１）

[ ]Ｚ Ｚ＝０
Ｘ^（０）
＋∑

Ｎ

ｉ＝１

ｆ（ｎ－１）

Ｘ^ｉ
·ｆ[ ]ｉ Ｚ＝０

Ｘ^（０





















）

（９）
在实际理论计算中，往往需了解初值各阶项对解的

影响，为此需进一步将方程的解式（８）展为初值的级数
形式．为此，设 Ｄ是Ｒ中的一个开集，如果 ｆ（ｎ）（^Ｘ（０））

∈Ｃ∞（Ｄ），［０，０＋Ｘ^（０）］Ｄ，则可将 ｆ（ｎ）（^Ｘ（０））在
Ｘ^（０）＝０处展为 Ｘ^（０）的 Ｔａｙｌｏｒ级数［１１］：

ｆ（ｎ）（^Ｘ（０））＝∑
∞

｜α｜＝０

１
α！
αｆ（ｎ）（０）^Ｘα（０） （１０）

式中，α１，α２，…，αＮ是非负整数，α＝（α１，α２，…，αＮ）为
以α１，α２，…，αＮ为分量的一个重指标，｜α｜＝α１＋α２＋
…＋αＮ，α！＝α１！α２！…αＮ！，^Ｘα（０）＝Ｘ^α１１（０）^Ｘα２２（０）…

Ｘ^αＮＮ（０），α＝ ｜α｜

Ｘ^α１１（０）Ｘ^α２２（０）…Ｘ^αＮＮ（０）
，Ｎ＝６．

将式（１０）代入式（８），则方程的解式（８）可改写为如
下形式：
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Ｘ^（Ｚ）＝Ｘ^（０）＋∑
∞

ｎ＝０

Ｚｎ＋１
（ｎ＋１）！∑

∞

｜α｜＝０

１
α！
αｆ（ｎ）（０）^Ｘα（０）

（１１）
由于 ｎ和｜α｜求和独立无关，故上式又可整理为如下形
式：

Ｘ^（Ｚ）＝Ｘ^（０）＋∑
∞

｜α｜＝０
∑
∞

ｎ＝０

Ｚｎ＋１

α！（ｎ＋１）！
αｆ（ｎ）（０）^Ｘα（０）

（１２）
式（１１）及式（１２）即为脉冲束六维非线性动力学方程关
于自变量 Ｚ及初值Ｘ（０）的无穷级数解．显然，式（８）便
于轨迹计算，而式（１１）及式（１２）便于分析各阶初值项对
轨迹的影响．

３ 相对参考粒子的六维非线性动力学方程
的无穷级数解

对于脉冲束来说，更有意义的是任意粒子相对于

参考粒子的相对运动，下面我们首先建立相对运动的

动力学方程，而后直接积分求其解．
设系统的初始状态为（Ｚ＝０，^Ｘ（０）），参考粒子的

初态为（Ｚ＝０，^ＸＣ（０）），则脉冲束中任意粒子与参考粒
子的动力学方程分别为：

ｄ^Ｘ（Ｚ）
ｄＺ ＝ｆ（Ｚ，^Ｘ（Ｚ）） （１３）

ｄ^ＸＣ（Ｚ）
ｄＺ ＝ｆ（Ｚ，^ＸＣ（Ｚ）） （１４）

将式（１３）和式（１４）的右端分别在（Ｚ＝０，^Ｘ（０））及（Ｚ＝
０，^ＸＣ（０））处展为自变量的 Ｔａｙｌｏｒ级数，则上述方程变为
如下形式：

ｄ^Ｘ（Ｚ）
ｄＺ ＝∑

∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｆ

（ｎ）（^Ｘ（０））Ｚｎ （１５）

ｄ^ＸＣ（Ｚ）
ｄＺ ＝∑

∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｆ

（ｎ）（^ＸＣ（０））Ｚｎ （１６）

将式（１５）中的 ｆ（ｎ）（^Ｘ（０））相对于参考粒子的初值
Ｘ^Ｃ（０）作Ｔａｙｌｏｒ展开，有：

ｆ（ｎ）（^Ｘ（０））＝∑
∞

｜α｜＝０

１
α！
αｆ（ｎ）（^ＸＣ（０））ｘα（０）

＝ｆ（ｎ）（^ＸＣ（０））＋∑
∞

｜α｜＝１

１
α！
αｆ（ｎ）（^ＸＣ（０））ｘα（０）

（１７）
式中，ｘ（０）＝Ｘ^（０）－Ｘ^Ｃ（０），其他符号定义与前面相
同．

将式（１７）代入到式（１５），则有：

ｄ^Ｘ（Ｚ）
ｄＺ ＝∑

∞

ｎ＝０

Ｚｎ
ｎ！ｆ

（ｎ）（^ＸＣ（０））

＋∑
∞

｜α｜＝１
∑
∞

ｎ＝０

Ｚｎ

α！（ｎ＋１）！
αｆ（ｎ）（^ＸＣ（０））ｘα（０）

利用式（１６），经整理，则有：

ｄｘ（Ｚ）
ｄＺ ＝∑

∞

｜α｜＝１
∑
∞

ｎ＝０

Ｚｎ

α！（ｎ＋１）！
αｆ（ｎ）（^ＸＣ（０））ｘα（０）

（１８）
式中，ｘ（Ｚ）＝Ｘ^（Ｚ）－Ｘ^Ｃ（Ｚ）为相对运动向量．
式（１８）即为级数形式的相对运动非线性六维动力学方
程，并可直接积分求解．式（１８）两边同乘以 ｄＺ，从０～Ｚ
对Ｚ积分，则得：

ｘ（Ｚ）＝ｘ（０）＋∑
∞

｜α｜＝１
∑
∞

ｎ＝０

Ｚｎ＋１

α！（ｎ＋１）！
αｆ（ｎ）（^ＸＣ（０））ｘα（０）

（１９）
式（１９）即为脉冲束六维非线性相对运动动力学方程普
适、规范、统一而简洁的无穷级数解，只要知道粒子的

动力学方程及初值 Ｘ^（０）和 Ｘ^Ｃ（０）即可由式（１９）求得任
意阶近似解．显然，将式（１２）直接相对参考粒子的初态
展开也可直接得到式（１９）．

如果系统的初态是（Ｚｋ，^Ｘ（ｋ））及（Ｚｋ，^ＸＣ（ｋ）），则
式（１９）可改写为如下形式：

ｘ（Ｚ）＝ｘ（ｋ）＋∑
∞

｜α｜＝１
∑
∞

ｎ＝０

ｌｎ＋１

α！（ｎ＋１）！
αｆ（ｎ）（^ＸＣ（ｋ））ｘα（ｋ）

（２０）
式中，ｌ＝Ｚ－Ｚｋ．

４ 解的收敛性证明

现证明脉冲束六维非线性动力学方程解的收敛

性，为此，我们只需证明解式（８）的分量收敛即可．由式
（８）可知：

Ｘ^ｉ（Ｚ）＝Ｘ^ｉ（０）＋∑
∞

ｎ＝０

１
（ｎ＋１）！ｆ

（ｎ）
ｉ （^Ｘ（０））Ｚｎ＋１

（２１）
欲证式（２１）收敛，只需证明下式

Ｘ^ｉ（Ｚ）－Ｘ^ｉ（０）＝∑
∞

ｎ＝０

１
（ｎ＋１）！ｆ

（ｎ）
ｉ （^Ｘ（０））Ｚｎ＋１

（２２）
收敛即可．为此，我们作如下假定［１２］：

设 ｆｉ（Ｚ，^Ｘ（Ｚ））在区域 Ｒ：｜Ｚ－０｜≤ａ，｜^Ｘｉ（Ｚ）－
Ｘ^ｉ（０）｜≤ｂｉ，（ｉ＝１，２，…，６）中连续且在区间 Ｉ＝［Ｚ－

ｈ，Ｚ＋ｈ］（式中常数 ｈ＝ｍｉｎ｛ａ，ｄＭ｝，Ｍ＞｜ｆｉ（Ｚ０，

Ｘ^（Ｚ０））｜，ｄ＝ｍｉｎ｛ｂｉ｝）中具有任意多次导数且有界，即
｜ｆ（ｎ）ｉ （Ｚ，^Ｘ（Ｚ））｜≤Ｈ，Ｚ∈Ｉ，ｎ＞Ｎ．
根据上述假设及式（２２），有

Ｘ^ｉ（Ｚ）－Ｘ^ｉ（０）≤∑
∞

ｎ＝０

１
（ｎ＋１）！ｆ

（ｎ）
ｉ （^Ｘ（０））Ｚｎ＋１

≤Ｈ∑
∞

ｎ＝０

ａｎ＋１
（ｎ＋１）！

因为式中

∑
∞

ｎ＝０

ａｎ＋１
（ｎ＋１）！＝ａ＋

ａ２
２！＋

ａ３
３！＋…＋

ａｎ＋１
（ｎ＋１）！＋…
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＝［１＋ａ＋ａ
２

２！＋
ａ３
３！＋…＋

ａｎ＋１
（ｎ＋１）！］－１

＝ｅａ－１
所以有：

Ｘ^ｉ（Ｚ）－Ｘ^ｉ（０）≤Ｈ（ｅａ－１） （２３）
由此得出结论，在上述假设下，脉冲束六维非线性

动力学方程的无穷级数解式（８）收敛且一致收敛，而本
文中获得的其他形式的解均是由此解派生的，因此也

是收敛且一致收敛的．

５ 结论

由本文以上讨论可见，通过将被积函数展为自变

量的Ｔａｙｌｏｒ级数而后直接积分是求解非线性动态系统
状态（相空间）方程最简洁的方法．本文所得结果虽然
是从具体的相空间状态方程出发，但其形式解具有普

适性，因而为计算脉冲束单粒子状态非线性传输及整

体非线性逆向传输提供了统一而简洁的理论基础．
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