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摘 要： 现有的贪婪迭代类压缩感知重构算法均基于最小二乘对信号进行波形估计，未考虑到可能将量测噪声

引入信号估计的情况．针对以上不足，提出了一种基于线性Ｋａｌｍａｎ滤波的压缩感知弱匹配去噪重构算法．该算法不需
已知稀疏度先验，通过引入Ｋａｌｍａｎ滤波，在最小均方误差准则下，每次迭代都获得最佳信号估计；并以弱匹配的方式
同时筛选出有效的原子，并剔除冗余原子进而重构原信号．新算法继承了现有贪婪迭代类算法的有效性，同时避免了
因噪声干扰或稀疏度未知导致的重构失败．理论分析和实验表明，新算法在同等条件下，重构性能优于现有典型贪婪
迭代类算法，且其运算时间低于ＢＰＤＮ算法和同类的ＫＦＣＳ算法．
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１ 引言

近年来，压缩感知［１～３］（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论
的出现引发了信号采集处理领域的广泛关注，其指出可

远低于Ｎｙｑｕｉｓｔ频率对信号进行随机观测，革命性地将
数据采集与压缩同时进行，实现从信号采样到信息采样

的转变．这样“少采样，巧计算”的ＣＳ技术重点都落在了
如何从仅有的少量观测数据中最大程度地恢复原信号

上．
现有压缩感知重构算法均可归为三大类：（１）凸松

弛法：将信号稀疏度约束优化等非凸问题转化为凸优化

问题来处理．如基追踪（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）算法［４］，内点
法［５］，梯度投影法［６］等；（２）贪婪追踪算法：通过迭代的
手段，每次选取一个局部最优解来逐步逼近原信号．如
正交匹配追踪［７］（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ），子空
间追踪［８］（ＳｕｂｓｐａｃｅＰｕｒｓｕｉｔ，ＳＰ），压缩采样匹配追踪［９］

（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳａｍｐｌｉｎｇＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＣｏＳａＭＰ），稀疏度
自适应匹配追踪［１０］（ＳｐａｒｓｉｔｙＡｄａｐｔｉｖｅＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，
ＳＡＭＰ），正则化的自适应匹配追踪算法［１１］（Ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ
ＡｄａｐｔｉｖｅＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＲＡＭＰ），回溯自适应 ＯＭＰ［１２］

（ＢａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇｂａｓｅｄＡｄａｐｔｉｖｅＯＭＰ，ＢＡＯＭＰ）等等；（３）组合
算法：这类算法要求对信号高度结构化地采样，经由分
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组测试快速恢复支撑．由于凸优化算法复杂度普遍较
大，而匹配追踪类贪婪算法因其实现简单受到了广泛

的重视．现有贪婪算法中均采用最小二乘来求取每次
迭代的信号估计，该方法在未知任何信号先验的情况

下能够取得良好的效果．然而，该方法未考虑实际环境
下存在的噪声对信号估计的影响；再者，部分回溯贪婪

算法如 ＳＰ、ＣｏＳａＭＰ等假设信号稀疏度已知，而实际情
况下，信号稀疏度可能时变且难以确知．

２００８年ＮａｍｒａｔａＶａｓｗａｎｉ［１３］首次将 Ｋａｌｍａｎ滤波应用
于压缩感知，着重研究稀疏模式变化缓慢的稀疏信号

序列，且将其支撑集的变化规律作为先验，并据此建立

状态方程，提出了 ＫＦＣＳ（ＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒｅｄＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ
Ｓｅｎｓｉｎｇ）算法．该算法性能较好但是复杂度较高．Ａｖｉｓｈｙ
Ｃａｒｍｉ［１４］另辟蹊径，利用伪量测（ＰｓｅｕｄｏＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ，ＰＭ）
将信号ｐ（０＜ｐ≤１）范数约束在一个常区间内．由于ｐ
范数无法约束支撑集的势，因此重构信号尽管在欧氏

距离上逼近原信号，但存在信号能量被分散至整个空

间的情况，且容易面临与 ＢＰ重构一致的稀疏系数尺度
搬移现象，进而产生人工效应，如一维信号出现高频振

荡等．
立足于贪婪迭代，本文提出了卡尔曼滤波匹配追

踪（ＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒｅｄＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＫＦＭＰ）算法，利用
Ｋａｌｍａｎ滤波得到信号在每次迭代下的最优估计，通过
弱匹配约束信号的稀疏度，从而在稀疏度未知且有噪

声污染的条件下重构原信号．仿真结果表明：在相同实
验条件下，与传统贪婪算法相比该算法抗噪声能力更

强，重构信噪比更大．尽管算法复杂度比ＯＭＰ等算法复
杂度有所增加，但其运算时间仍低于 ＢＰＤＮ等典型凸优
化算法和与之同类的ＫＦＣＳ算法．

２ 卡尔曼滤波匹配追踪算法

２１ 问题描述

假设长度为 Ｎ的信号ｘ是Ｋ项稀疏的，若用一个
非自适应感知矩阵Φ：Ｍ×Ｎ对信号ｘ进行观测，进而
得到观测值向量 ｙ：Ｍ×１，

ｙ＝Φｘ＋ｅ （１）
定义１ 若信号 ｘ∈ＲＲＮ在时域或某变换域的变换

系数呈幂指数规律衰减，即将 ｘ元素从大到小排序后：
｜ｘ１｜｜ｘ２｜…｜ｘＮ｜，存在 Ｃｒ，ｒ满足：

｜ｘｋ｜≤Ｃｒ·ｋ－ｒ （２）
其中 ｒ１，Ｃｒ为常数，则将 ｘ称为可压缩信号（ｃｏｍｐｒｅｓｓ
ｉｂｌｅｓｉｇｎａｌ）．例如，已有研究表明分段光滑信号的小波系
数满足该模型．ｋ＝１时，｜ｘ１｜＝‖ｘ‖∞ ＝ｍａｘ

ｉ∈［１，Ｎ］
｜ｘｉ｜，因

此 Ｃｒ＝‖ｘ‖∞满足定义，本文将信号 ｘ中幅值大于

μ‖ｘ‖∞（μ∈（０，１］）的元素所构成子集的势 Ｋ定义为

可压缩信号 ｘ的稀疏度．
ＤｒｏｒＢａｒｏｎ等［１５］证明，若 Ｍ２Ｋ，则可经由求解一

个０范数优化问题重构信号；若 Ｋ＜Ｍ＜２Ｋ，则有部分
信号不能被重构．这是一个理想条件，因为求解０范数
优化属于非多项式复杂度问题（即 ＮＰ难问题），实际中
要保证重构往往采用其它等效方法并需要增加观测

数．所以本文假设 Ｍ２Ｋ．
假设式（１）中噪声向量 ｅ服从高斯分布Ｎ（０，σ２ｅＩ）

（Ｉ为单位阵）．以贪婪算法中典型的 ＳＰ为例说明．由于
每次迭代中算法均在最小误差平方和（即‖ｙ－Φｘ^‖２２
最小）准则下，以最小二乘法得到信号估计 ｘ^，且以稀疏
度真实值 Ｋ作为约束，因此算法实际求解的问题是：

ｍｉｎ‖ｙ－Φｘ^‖２ ｓ．ｔ．‖ｘ‖０＝Ｋ （３）
其中，‖·‖０表示矢量０范数即信号支撑集的势．其它
贪婪算法稀疏度约束条件各有不同，但目标函数与此

一致．随着迭代的进行，误差平方和最终趋于０，即Φｘ^
趋于ｙ，对照式（１）可知，此时噪声 ｅ完全被引入到信号
估计 ｘ^中，原信号不可能被精确重构．因此，为减小噪
声的干扰，目标函数应选为信号估计均方误差最小，等

效为ｍｉｎ‖ｘ－ｘ^‖２．在噪声分布已知的条件下，考虑引
入Ｋａｌｍａｎ滤波．

在讨论具体重构算法之前，还需要讨论分析有限

等距性质［１６］（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ），它是重建
信号的重要基础，其定义为：若对所有 Ｋ项稀疏信号ｘ，
矩Φ∈ＲＲＭ×Ｎ都满足式（４）

（１－δＫ）‖ｘ‖２２≤‖Φｘ‖２２≤（１＋δＫ）‖ｘ‖２２ （４）
其中 Ｋ≤Ｍ，０＜δＫ＜１，则称Φ 满足参数为（Ｋ，δＫ）的
ＲＩＰ性质．δＫ具有单调性，对任意两个整数 Ｋ≤Ｋ′，则有

δＫ≤δＫ′．
引理１［９］（列近似正交性质） 设矩阵Φ∈ＲＲＭ×Ｎ

满足参数为（Ｋ，δＫ）的ＲＩＰ性质，索引集 Ｔ的势为Ｋ，对
于任意的 ｘ∈ＲＲＮ

‖ΦＴＴΦＴｘ‖２≤（１＋δＫ）‖ｘ‖２
‖ΦＴＴΦＴｘ‖２（１－δＫ）‖ｘ‖２

‖（ΦＴＴΦＴ）－１ｘ‖２≤
１

１－δＫ‖
ｘ‖２

‖（ΦＴＴΦＴ）－１ｘ‖２
１

１＋δＫ‖
ｘ‖２

成立，其中ΦＴ代表以Ｔ为索引的Φ 中的列构成的Φ
的子集．
２２ 滤波方程组

现有结论表明［１７］，在最小均方误差准则下，Ｋａｌｍａｎ
滤波作用于给定有用信号与加性噪声的混合信号后，

能够将信号与噪声最佳分离．首先量测方程已由式（１）
给出．
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将信号 ｘ看做是一组不随时间转移的状态构成的
矢量，若从目标跟踪的角度来看，其物理意义为一个静

止点的状态矢量．即
ｘ＝ｘ（ｎ）＝ｘ（ｎ－１） （５）

则式（５）给出了状态方程．在确定量测方程与状态方程
后，给出适用于该模型的卡尔曼方程组：

信号估计

ｘ^（ｎ）＝ｘ^（ｎ－１）＋Ｋ（ｎ）［ｙ－Φｘ^（ｎ－１）］ （６）
滤波增益

Ｋ（ｎ）＝Ｐ（ｎ｜ｎ－１）ΦＴ［ΦＰ（ｎ｜ｎ－１）ΦＴ＋σ２ｅＩ］－１

（７）
一步预测均方误差

Ｐ（ｎ｜ｎ－１）＝Ｐ（ｎ－１） （８）
滤波均方误差

Ｐ（ｎ）＝［Ｉ－Ｋ（ｎ）Φ］Ｐ（ｎ｜ｎ－１） （９）
ＫＦＭＰ算法以信号最小二乘估计为初值，利用公式

（６）～（９）描述的 Ｋａｌｍａｎ滤波过程，在每次迭代时对信
号进行最小均方误差准则下的最优估计．
２３ 弱匹配

已有成果［１２］表明，在稀疏度不确知的条件下，将弱

匹配应用于贪婪算法中的原子扩充和剔除过程能够起

到增强重构性能的效果．具体来说，弱匹配就是在原子
扩充时通过弱匹配参数μ１∈（０，１］调节扩充的规模，设
第 ｌ次迭代时，重构信号支撑集为Γｌ，ｖ＝ΦＴｒｌ，ｖ中第
ｉ个元素ｖｉ是原子向量φｉ与残差ｒｌ的内积，即〈φｉ，ｒｌ〉，
则第 ｌ＋１次迭代时支撑集更新可表示为

Γ
ｌ＋１＝Γｌ∪ ｉ ｖｉμ１·ｍａｘｊ∈［１，Ｎ］

ｖ{ }ｊ （１０）

该扩充过程可以看作选取相关系数大于一定阈值的原

子，该阈值与相关系数最大值有关．μ１＝１时，与 ＯＭＰ
一致，每次迭代只选取与残差最匹配的单个原子，估计

支撑集中每次增加一个元素．当μ１较小时，每次迭代
则选取多个原子．

在原子剔除时，弱匹配也采取类似的策略，以弱匹

配参数μ２∈（０，１］调节剔除的规模．每次仅保留信号估
计 ｘ^中大于μ２·‖ｘ^‖∞的元素．根据论文假设 Ｍ２Ｋ，
因此，如经过弱匹配剔除后，剩余原子数大于 Ｍ／２则仅
保留值最大的前 Ｍ／２个．

ＨｏｎｇｌｉｎＨｕａｎｇ等人［１２］通过实验验证，参数μ１、μ２
取值０．４～０．８之间可以兼顾算法性能和运算速度．
２４ 算法步骤

具体步骤如算法１描述．每次迭代以信号的最小二

乘估计Φ

Γ
ｌｙ＝（Φ

Ｔ
Γ
ｌΦΓ

ｌ）－１Φ
Ｔ
Γ
ｌｙ作为 Ｋａｌｍａｎ滤波的信

号初值．由迭代停止条件（‖ｒｌ‖２＞‖ｒｌ－１‖２）可知，迭
代过程中 ｒｌ能量单调递减，算法至少收敛到一个局部
最小点．

算法的 Ｋａｌｍａｎ滤波过程（即步骤 ４））选择 Ｋａｌｍａｎ
增益 Ｋ（ｎ）作为迭代控制条件，这是因为 Ｋ（ｎ）随着迭
代的进行将趋于０，标志着滤波过程收敛．该结论将在
下一节中证明．

算法１ 卡尔曼滤波匹配追踪（ＫＦＭＰ）算法
输入：观测值向量 ｙＭ×１，感知矩阵ΦＭ×Ｎ
输出：重构信号 ｘ^Ｎ×１
步骤１ （初始化）ｒ０＝ｙ，ｌ＝０，Γ０＝；
步骤２ （计算相关系数）ｖ＝ΦＴｒｌ，ｌ＝ｌ＋１；
步骤３ （原子扩充）Ω＝｛ｉ｜｜ｖｉ｜μ１·‖ｖ‖∞｝，Γ

ｌ＝Ω∪Γｌ－１；

步骤４ （Ｋａｌｍａｎ滤波） ｘ^（０）＝Φ

Γ
ｌｙ，Ｐ（０）＝αＩ（α可取一个很大的

正数［１８］），ｎ＝１
ｉ．Ｐ（ｎ｜ｎ－１）＝Ｐ（ｎ－１）；

ｉｉ．Ｋ（ｎ）＝Ｐ（ｎ｜ｎ－１）ΦＴ［ΦＰ（ｎ｜ｎ－１）ΦＴ＋σ２ｅＩ］－１；

ｉｉｉ．^ｘ（ｎ）＝ｘ^（ｎ－１）＋Ｋ（ｎ）［ｙ－Φｘ^（ｎ－１）］；

ｉｖ．Ｐ（ｎ）＝［Ｉ－Ｋ（ｎ）Φ］Ｐ（ｎ｜ｎ－１）；

ｖ．若‖Ｋ（ｎ）‖２≤ξ则令 ｘ^＝ｘ^（ｎ），进入步骤５，否则 ｎ＝ｎ＋１，
重复执行ｉ～ｉｖ；
步骤５ （原子剔除）Γ

ｌ＝｛ｉ‖ｘ^ｌｉ｜μ２·‖ｘ^‖∞｝∩｛^ｘ前Ｍ／２个最大
系数的索引｝；

步骤６ （更新）残差 ｒｌ＝ｙ－Φ
Γ
ｌ^ｘ
ｌ

Γ
ｌ，若‖ｒｌ‖２＞‖ｒｌ－１‖２，令Γｌ＝

Γ
ｌ－１，输出 ｘ^＝ｘ^ｌ－１

Γ
ｌ，否则返回步骤２进行下一步迭代．

算法复杂度集中在Ｋａｌｍａｎ滤波过程上：式（６）乘加
运算次数均为２ＭＮ，因此其运算复杂度为 Ｏ（ＭＮ）；式
（７）、式（９）描述的滤波增益及均方误差计算包含了矩阵
的乘法和求逆运算，若应用 Ｓｔｒａｓｓｅｎ算法则复杂度为
Ｏ（Ｎ２．８１）［１９］；式（８）赋值运算复杂度忽略不计．与之对
照，以简单快捷著称的 ＯＭＰ类贪婪算法复杂度大致为
Ｏ（ＫＭＮ），ＫＦＭＰ算法复杂度略高，原因是其以复杂度较
大的Ｋａｌｍａｎ滤波过程替代最小二乘，换取了重构性能
的提高．但是这部分运算复杂度的提高是能够接受的，
新算法复杂度仍低于ＢＰＤＮ算法的Ｏ（Ｎ３）复杂度．同类
的ＫＦＣＳ算法在一次迭代内最多要执行三个 Ｋａｌｍａｎ滤
波过程，因此相较之下 ＫＦＭＰ算法复杂度会低于 ＫＦＣＳ
的相应值．

３ 算法收敛性及误差分析

首先声明几个符号记法：

ｘＫ：ｘ的Ｋ项近似信号，即只保留 ｘ前Ｋ个最大系
数，其余系数置零的稀疏化信号；

ｘ^ｌ：算法第 ｌ次迭代输出；
ｘ^：每次重构迭代的Ｋａｌｍａｎ过程输出；
ｘＴ：以 Ｔ为索引的ｘ中元素构成的矢量；

ＫＴ，·（ｎ）：以 Ｔ为索引的Ｋ（ｎ）中各行构成的子矩
阵；
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Φ·，Ｔ：以 Ｔ为索引的Φ中各列构成的子矩阵；

Γ：信号真实支撑集；

Γ
ｌ：输出信号 ｘ^ｌ的支撑集；
Ｉ：恰当维数的单位阵．
信号与重构信号的误差为‖ｘ－ｘ^ｌ‖２，以 Ｋ＝｜Γｌ｜

稀疏化得到近似信号 ｘＫ，其与重构信号的误差为

‖ｘＫ－ｘ^ｌ‖２，其支撑集 Ｔ＝Γ∪Γｌ，因此

‖ｘ－ｘ^ｌＴ‖２≤‖ｘＫＴ－ｘ^Ｔ‖２＋‖ｘ^ｌＴ－ｘ^Ｔ‖２＋‖ｘ－ｘＫＴ‖２
（１１）

由于 ｘ^ｌ保留了 ｘ^中最大的Γｌ个系数，因此

‖ｘ^ｌＴ－ｘ^Ｔ‖２≤‖ｘＫＴ－ｘ^Ｔ‖２ （１２）
信号观测可写作 ｙ＝ΦｘＫ＋ｅ′，结合式（６）得

ｘＫＴ－ｘ^Ｔ（ｎ）＝ｘＫＴ－ｘ^Ｔ（ｎ－１）－ＫＴ，·（ｎ）ΦｘＫ

－ＫＴ，·（ｎ）ｅ′＋ＫＴ，·（ｎ）Φｘ^（ｎ－１）
令 Ｒｎ＝ｘＫ－ｘ^（ｎ），衡量Ｋａｌｍａｎ滤波误差，则
ＲｎＴ＝Ｒｎ－１Ｔ －ＫＴ，·（ｎ）ΦＲｎ－１－ＫＴ，·（ｎ）ｅ′ （１３）

由于ΦＲｎ－１＝［Φ·，Ｔ Φ·，ＴＣ］·
Ｒｎ－１Ｔ

Ｒｎ－１Ｔ
[ ]

Ｃ

，其中 ＴＣ为 Ｔ

的补集，则

ＲｎＴ＝［Ｉ－ＫＴ，·（ｎ）Φ·，Ｔ］Ｒｎ－１Ｔ

－ＫＴ，·（ｎ）Φ·，ＴＣＲ
ｎ－１
ＴＣ －ＫＴ，·（ｎ）ｅ′

（１４）

结合滤波增益公式（７）和一步预测均方误差公式
（８）知

Ｋ（ｎ）［ΦＰ（ｎ－１）ΦＴ＋σ２ｅＩ］＝Ｐ（ｎ－１）ΦＴ

［Ｉ－Ｋ（ｎ）Φ］Ｐ（ｎ－１）ΦＴ＝σ２ｅＫ（ｎ）
结合滤波均方误差公式（９）知

Ｐ（ｎ）ΦＴ＝σ２ｅＫ（ｎ）
因此

Ｋ（ｎ）＝Ｐ（ｎ）Φ
Ｔ

σ
２
ｅ

（１５）

将式（１５）、式（８）代入式（９）可得

Ｐ（ｎ）＝Ｐ（ｎ－１）－Ｐ（ｎ）Φ
Ｔ
ΦＰ（ｎ－１）
σ
２
ｅ

（１６）

由于误差方差矩阵 Ｐ正定，故可逆．式（１６）左乘
Ｐ－１（ｎ），右乘 Ｐ－１（ｎ－１）得

Ｐ－１（ｎ－１）＝Ｐ－１（ｎ）－Φ
Ｔ
Φ
σ
２
ｅ

Ｐ－１（ｎ）＝Ｐ－１（ｎ－１）＋Φ
Ｔ
Φ
σ
２
ｅ
＝…＝Ｐ－１（０）＋ｎΦ

Ｔ
Φ

σ
２
ｅ

Ｐ（ｎ）＝ Ｐ－１（０）＋ｎΦ
Ｔ
Φ

σ
２[ ]
ｅ

－１

而 Ｐ（０）中的α常被赋值为一个很大的正数，这里
为简化分析过程，考虑α趋于无穷大，因此将 Ｐ－１（０）视
作０（零矩阵）．

将 Ｐ（ｎ）＝σ２ｅ（ｎΦＴΦ）－１代入式（１５）得
Ｋ（ｎ）＝（ｎΦＴΦ）－１ΦＴ （１７）

显然 ＫＴ，·（ｎ）Φ·，Ｔ＝［（ｎΦＴΦ）－１ΦＴ］｜Ｔ，·Φ·，Ｔ＝Ｉ／ｎ，
ＫＴ，·（ｎ）Φ·，ＴＣ＝［（ｎΦＴΦ）－１ΦＴ］｜Ｔ，·Φ·，ＴＣ＝０因此式
（１４）可化简为

ＲｎＴ＝
ｎ－１
ｎＲ

ｎ－１
Ｔ －ＫＴ，·（ｎ）ｅ′ （１８）

因为一个矩阵的谱范数（矩阵最大奇异值）不小于

其子阵谱范数，所以

‖ＫＴ，·（ｎ）‖ｓｐｅｃ≤‖Ｋ（ｎ）‖ｓｐｅｃ≤
１
ｎ‖（Φ

Ｔ
Φ）

－１‖ｓｐｅｃ·

‖ΦＴ‖ｓｐｅｃ
又由ＲＩＰ性质以及引理１，且 Ｍ２Ｋ，因此索引集

Ｔ的势｜Ｔ｜＝｜Γ∪Γｌ｜≤Ｍ

‖ＫＴ，·（ｎ）‖ｓｐｅｃ≤
１＋δ槡 Ｍ

ｎ（１－δＭ）
结合式（１８）

‖ＲｎＴ‖２≤
ｎ－１
ｎ ‖Ｒ

ｎ－１
Ｔ ‖２＋

１＋δ槡 Ｍ
ｎ（１－δＭ）‖

ｅ′‖２

≤
ｎ－２
ｎ ‖Ｒ

ｎ－２
Ｔ ‖２＋

２ １＋δ槡 Ｍ
ｎ（１－δＭ）‖

ｅ′‖２

≤…≤
１＋δ槡 Ｍ
（１－δＭ）‖

ｅ′‖２ （１９）

式（１９）说明重构时的Ｋａｌｍａｎ过程收敛．
由式（１７）知
ＫＴ（ｎ）Ｋ（ｎ）＝（ΦΦＴ）－１／ｎ２

又由引理 １知，λΦΦＴ＝１／（１－δＫ），其中λΦΦＴ表示

ΦΦ
Ｔ的最大特征值，因此‖ Ｋ（ｎ）‖２＝ λＫＴ槡 Ｋ ＝

１／（ｎ １－δ槡 Ｋ）随迭代次数 ｎ增加而递减，滤波过程同
时趋于稳定，算法中 Ｋａｌｍａｎ滤波迭代停止条件参数ξ
可权衡迭代次数和Ｋａｌｍａｎ增益收敛情况设置．

引理２［９，２０］ 对任意 ｘ，ｘＫ为其Ｋ项近似信号，Φ
满足ＲＩＰ性质的感知矩阵，参数为（Ｋ，δＫ），令
ｙ＝Φｘ＋ｅ＝ΦｘＫ＋ｅ′

则误差满足

‖ｅ′‖２≤‖ｘ－ｘＫ‖２＋
１
槡Ｋ
‖ｘ－ｘＫ‖１＋‖ｅ‖２

（２０）
证明详见文献［２０］引理４．

根据论文假设，信号满足式（２）描述的衰减模型，
Ｃｒ＝‖ｘ‖∞，则有如下结果成立

［２１］

‖ｘ－ｘＫ‖１
珔槡Ｋ

≤Ｃ′ｒ·Ｋ－ｒ＋１／２ （２１）

‖ｘ－ｘＫ‖２≤Ｃ″ｒ·Ｋ－ｒ＋１／２ （２２）
结合式（１２）、式（１９）～式（２２），式（１１）可化为
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‖ｘ－ｘ^ｌＴ‖２≤２‖ｘＫＴ－ｘ^Ｔ‖２＋‖ｘ－ｘＫＴ‖２
≤ε （２３）

即误差上界由ε给出，且

ε＝
２ １＋δ槡 Ｍ
（１－δＭ）

［（Ｃ′ｒ＋Ｃ″ｒ）·Ｋ－ｒ＋１／２＋‖ｅ‖２］

＋Ｃ″ｒ·Ｋ－ｒ＋１／２
（２４）

Ｃ′ｒ、Ｃ″ｒ是只与信号衰减指数ｒ有关的常数．举例来
说，当δＭ＝０．０６、稀疏度 Ｋ＝３５、最大幅值归一化信号
满足二次衰减时，式（２４）描述的上界不大于 ０．０２＋
２．１９‖ｅ‖２．

上述分析给出了每次迭代输出重构信号与原信号

误差的上界，结果由式（２３）、式（２４）描述．从结果可知，
重构迭代中的 Ｋａｌｍａｎ过程对初值不敏感且收敛，经过
Ｋａｌｍａｎ迭代，最小二乘估计误差被逐次削减．在误差上
界中包含了量测误差‖ｅ‖２的影响，即 Ｋａｌｍａｎ过程在
估计信号时还是不可避免地可能会引入部分量测误

差，但在实验中发现，弱匹配过程恰好能够将部分被引

入的噪声剔除，从而达到良好的重构效果．由于已有成
果对弱匹配进行论述［１２］，限于篇幅这里不再专门分析

弱匹配对稀疏重构的影响．

４ 仿真实验

４１ 抗噪声性能比较

选取长度为 Ｎ＝２００的一维稀疏测试信号，稀疏度
Ｋ分别取１０和３５，观测数满足 Ｍ＝ｃ·Ｋｌｏｇ２（Ｎ／Ｋ）［１２］，
这里 ｃ取１．６７．含噪信号（所含噪声为高斯白噪声）信
噪比 ＳＮＲ从 ５ｄＢ至 ３０ｄＢ以步长 ５ｄＢ变化．考察 ＫＦＭＰ
和典型算法如ＯＭＰ、ＲＡＭＰ、ＳＡＭＰ、ＢＡＯＭＰ、ＢＰ去噪算法
（即 ＢＰＤＮ［４］）以及与其同类的 ＫＦＣＳ算法的抗噪性能．
ＫＦＭＰ中μ１、μ２分别取０．６和０．４，Ｋａｌｍａｎ滤波迭代停止
条件参数ξ设为０．１，ＲＡＭＰ算法中，迭代停止与阶段转
换阈值ε１、ε２均取１０－４，稀疏度递增步长为１０，ＳＡＭＰ中
步长设为３，噪声水平代入真值‖ｅ‖２，ＢＡＯＭＰ中两个
弱匹配参数分别选取文献中给出的最佳值０．４和０．６．
ＢＰＤＮ利用 ＣＶＸ工具箱［２２］实现．ＫＦＣＳ参数依照文献
［１３］设定．重构信噪比（ＲＳＮＲ）定义为

ＲＳＮＲ＝２０ｌｇ ‖ｘ‖２

‖ｘ－ｘ^‖２
仿真 ２０００次统计的重构信号 ＲＳＮＲ随输入信号

ＳＮＲ变化曲线对比如图 １，在相同信号条件下，与同类
算法相比ＫＦＭＰ的重构信噪比最大，即 ＫＦＭＰ的抗噪声
性能最好．各算法重构信噪比随着输入信号信噪比增
大而增大，特别当 Ｋ＝３５，输入信号信噪比不小于１０ｄＢ
时，ＫＦＭＰ算法的重构信噪比明显大于 ＢＡＯＭＰ和
ＲＡＭＰ．另外，还注意到 ＫＦＣＳ算法在稀疏度 Ｋ＝１０时，

ＲＳＮＲ性能与ＫＦＭＰ性能相当，但当 Ｋ＝３５时 ＫＦＭＰ几
乎完全失效．

４２ 不同算法对稀疏信号重构的比较

将输入信号信噪比分别设为１０ｄＢ和３０ｄＢ进行实
验，图２中表示的是迭代２０００次统计的多种算法重构
信噪比随稀疏度 Ｋ变化的曲线．一维稀疏测试信号长
度 Ｎ＝２００，令稀疏度 Ｋ从１０至３５变化．为适应不同稀
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疏度，ＲＡＭＰ算法稀疏度递增步长设为１，其它参数设置
与４．１节实验设置相同．从图２中可看出，随着稀疏度
的增大，信号重构信噪比有减小趋势．在高、低两种信
噪比条件下，无论稀疏度 Ｋ取多大，ＫＦＭＰ重构信噪比
均最大，即重构性能最好．图２（ｂ）中 ＫＦＣＳ性能曲线出
现陡降，这与ＫＦＣＳ中筛选原子所利用的 ＤａｎｔｚｉｇＳｅｌｅｃｔｏｒ
有关，稀疏度稍大时，一旦无法准确筛选出真实支撑集

就会造成后续Ｋａｌｍａｎ更新过程不断在支撑集外“费力”
寻找最优解，最终重构失败．

比较图１和图２可知，各算法重构信噪比随输入信
号信噪比增大而增大，随信号稀疏度增大而减小．如 Ｋ
＝３５，ＳＮＲ＝３０ｄＢ时，与采用弱匹配的 ＢＡＯＭＰ算法相
比，正是ＫＦＭＰ中引入的Ｋａｌｍａｎ滤波过程使其 ＲＳＮＲ获
得了 ３０ｄＢ的增益．ＫＦＭＰ在自适应约束稀疏度的重构
过程中也规避了部分算法迭代停止与阶段转换双阈值

设置的难题．
比较图１和图２，以性能较好的ＳＡＭＰ算法为例，进

行分析对比．文献［１０］指出感知矩阵Φ 在满足参数δ３Ｋ
＜０．０６的ＲＩＰ特性下，通过 ＳＡＭＰ算法重构信号误差满
足‖ｘ－ｘ^‖２≤（１＋δ３Ｋ）／［δ３Ｋ（１－δ３Ｋ）］‖ｅ‖２，当δ３Ｋ
＜０．０６，（１＋δ３Ｋ）／［δ３Ｋ（１－δ３Ｋ）］＞１８，且随δ３Ｋ减小而
迅速增大．ＳＡＭＰ实际还蕴含了一个隐藏限制条件，根
据ＲＩＰ的定义，观测数 Ｍ应当不小于稀疏度参数３Ｋ．
由于δ随Ｋ增大逐渐增大，当稀疏度 Ｋ较大时，仍要求

δ３Ｋ保持小于０．０６，这样的感知矩阵Φ可能需要特别设
计．而ＫＦＭＰ中没有如此苛刻的 ＲＩＰ参数以及观测数限
制，这也是同等条件下ＫＦＭＰ信号重构性能较高的原因
之一．
４３ 不同算法运算时间的比较

分别考察各种算法运算时间随信号稀疏度 Ｋ和观
测数Ｍ的变化规律，如图３所示，ＳＮＲ均设置为３０ｄＢ．
考察时间随观测数变化时，信号稀疏度设为３５．其余设
置参照与４．１节仿真．从图３中看出各算法运算时间均
有随信号稀疏度、观测数上升而增加的趋势．在仿真各
算法中，ＫＦＣＳ的运算时间最长，原因有两点，第一是其
原子筛选不准确导致的 Ｋａｌｍａｎ反复迭代；第二是算法
流程中设计了三次 Ｋａｌｍａｎ滤波过程，复杂度过高．
ＢＰＤＮ的运算时间次长，这是由凸优化类算法复杂度本
身较高引起的．ＯＭＰ类的贪婪算法运算时间较短，在
１０－２ｓ量级，这类算法就是以简单、易于实现而著称．本
文提出的ＫＦＭＰ算法运算时间比贪婪迭代类算法运算
时间稍长，比ＫＦＣＳ和 ＢＰＤＮ算法运算时间均短．前面已
经说明，ＫＦＭＰ利用复杂度较大的Ｋａｌｍａｎ滤波来减小最
小二乘可能给重构引入的干扰，且仿真结果也表明其

ＲＳＮＲ性能比其余算法高．因此，可以认为ＫＦＭＰ算法在

可接受范围内增加复杂度来提升了其对含噪信号的重

构能力．从另一角度来看，ＫＦＭＰ算法降低了同类的
ＫＦＣＳ算法复杂度，且较之性能有所提高．

５ 结论

在压缩感知理论框架下，针对目前现有重构速度

快、实现容易的贪婪迭代算法抗噪声性能不足的缺陷，

提出了一种基于卡尔曼滤波的压缩感知弱匹配去噪重

构，首先依据压缩感知信号模型，给出 Ｋａｌｍａｎ滤波方程
组的具体形式，再将其引入重构迭代，在最小均方误差

准则下，最优地估计重构信号，基于弱匹配筛选出有效

的原子，并剔除冗余原子，进而重构原信号．仿真结果
表明，ＫＦＭＰ算法抗噪声性能优于现有典型的贪婪算
法，尽管其复杂度略有提高，但是仍低于 ＢＰＤＮ等典型
凸优化算法和与之同类的ＫＦＣＳ算法．

下一步可致力于进一步提高含噪信号，尤其是信

噪比在０ｄＢ以下的含噪信号重构信噪比．
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