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球坐标系下异形金属谐振腔电磁特性的解析分析

李德贵，孙 琦，马子寅，梅中磊*

（兰州大学信息科学与工程学院，甘肃兰州 730000）

摘　要：　分离变量法分析球形谐振腔的亥姆霍兹方程时，其通解只能取整数阶第一类联带勒让德函数，因此难

以有效表征该结构派生得到的异形金属谐振腔的电磁特性 . 针对上述问题，本研究提出一种异形金属谐振腔电磁特

性的普适性解析分析框架 . 通过引入广义超几何函数，构建了任意阶、次的第一类、第二类联带勒让德函数，获得亥姆

霍兹方程的完备通解 . 在此基础上，基于伯格尼斯位函数法，推导得到异形金属谐振腔在横磁、横电模式下基模与高

阶模电磁场的解析解，并通过有限元数值仿真进行验证 . 结果表明，解析解与数值解的谐振频率在基模、高阶模的相

对误差分别为0.070%和0.069%；而且，两个解的归一化电磁场分布完全一致，其基模、高阶模的均方根误差仅为1.670´10-3

和2.667 ´ 10-3，验证了研究方法的准确性与可靠性 . 本研究不仅成功将经典球形腔结论推广至异形结构，也拓展了电

磁场解析建模的应用范围，有助于新型微波、光学器件等的精确设计 .
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Analytical Analysis of Electromagnetic Properties of Shaped Metal 
Resonant Cavity in Spherical Coordinate System
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Abstract:　As the general solution of the Helmholtz equations for spherical resonant cavities analyzed with the sepa⁃
rated-variable method only takes the integer-order first-type associated Legendre function, it is confined to characterize the 
electromagnetic properties of the shaped-metal resonant cavity derived from this structure invalidly. To address the afore⁃
mentioned drawbacks, in this study, a universal analytical analytical framework of electromagnetic properties of shaped met⁃
al resonant cavity is proposed. The first and the second type of arbitrary order and degree of associated Legendre functions 
are constructed by introducing the generalized hypergeometric function, so as to complete the general solution of Helmholtz 
equations. Based on this, the analytical solutions of the electromagnetic fields of the fundamental and higher-order modes in 
the transverse magnetic and transverse electric modes are derived based on the Borgins’ method of potential function, as 
well as verified by finite element numerical simulations. The results indicated that the relative errors between the analytical 
and numerical solutions for the resonance frequencies of fundamental and higher-order modes are 0.070% and 0.069%, re⁃
spectively. Furthermore, the normalized electromagnetic field distributions of both solutions are mutually consistent, with 
root-mean-square errors of only 1.670 ´ 10-3 and 2.667 ´ 10-3, respectively, validating the accuracy and reliability of the re⁃
search method. This study not only successfully extends the conclusion of classical spherical cavities to shaped structures, 
but also expands the application scope of analytical modeling of electromagnetic fields, which is instrumental to precise de⁃
sign of novel microwave and optical devices.
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1　引言

亥姆霍兹方程作为描述时谐标量场的核心偏微分

方程，在微波通信、光学成像以及电磁散射等诸多领域

占据重要地位［1~3］. 在球坐标系下，该方程可通过分离

变量法将复杂的三维问题转化为多个常微分方程而获

得具有物理意义的解析解，因此广泛应用于球模型电

磁模式分布分析、球形谐振腔本征频率计算等领域，进

而为天线设计、光子晶体开发等工程实践提供了重要

理论支撑［4~7］. 然而，既有研究存在显著局限，多数工作

聚焦于具有对称性的理想球形谐振腔，导致分离变量

得到的通解通常仅包含整数次、整数阶的第一类联带

勒让德函数，严重制约了理论模型的适用范围，进而导

致研究结论难以推广至具有复杂几何特征的异形谐振

腔系统［8~11］.
针对上述局限，本研究提出一种基于广义特殊函

数的解析方法，系统研究球坐标系下异形金属谐振腔

的电磁特性 . 首先，通过分离变量法推导亥姆霍兹方程

的完备通解，尤其是在极角方向引入广义超几何函数

定 义 任 意 实 数 的 ρ 次 、ν 阶 联 带 勒 让 德 函 数

Pρ
ν ( x)、Qρ

ν( x)，以突破传统整数阶解的限制，确保研究

结论的普适性；其次，利用伯格尼斯位函数法结合一般

性边界条件，系统地解析分析该异形金属谐振腔在横

磁（Transverse-Magnetic，TM）、横电（Transverse-Electric，
TE）模式下基模与高阶模的本征频率与电磁特性；最

后，采用基于有限元的数值仿真来对比验证理论解析

的结果，确保研究结论的物理准确性与工程可靠性 . 本

研究为球坐标系下异形金属谐振腔设计提供了普适性

设计准则，为新型微波器件与光学器件的研发奠定了

理论基础 .
2　研究方法

2. 1　分离变量法求解亥姆霍兹方程的完备通解

球坐标系下，由六个坐标面构成一异形金属谐振

腔，如图 1 所示 . 其中，rÎ (ab)、θÎ (cd )、φÎ (ef ).
则标量亥姆霍兹方程可以写为

              
1

r2

¶
¶r (r2 ¶u

¶r ) + 1

r2 sin θ

¶
¶θ (sin θ

¶u
¶θ )

                 +
1

r2 sin2θ

¶2u

¶φ2
+ k 2u = 0

（1）

式中，u表示电磁场的任一直角分量，此处是与伯格尼

斯位函数相关的一个标量场分布［12］，k =ω με 为

波数 .
设待求场函数为 u (rθφ) = R (r )Θ (θ )Φ (φ)，代入

上式并化简，可以得到三个常微分方程：

d2Φ

dφ2
+ ρ2Φ = 0 （2）

r2 d2 R

dr2
+ 2r

dR
dr

+ [ k 2r2 - ν (ν + 1) ] R = 0 （3）
1

sin θ
d
dθ (sin θ

dΘ
dθ ) + é

ë
êêêêν (ν + 1) - ρ2

sin2θ

ù

û
úúúúΘ = 0 （4）

式中，ρ、k、ν为分离常数 . 上述方程结合相应的边界条

件，即构成所谓的本征值问题［13］. 本研究中，三个本征

值均为任意实数 . 一般情况下，亥姆霍兹方程在球坐标

系下分离变量得到的完备通解为

u (rθφ) = ∑
νρk

[ ]A sin ρφ + B cos ρφ

      ×
é

ë

ê
êê
êC

1

r
J
ν +

1
2

(kr ) +D
1

r
N
ν +

1
2

(kr )
ù

û

ú
úú
ú

      × [ EPρ
ν (cos θ ) + FQρ

ν(cos θ ) ]

    （5）

式中，J
ν +

1
2

(kr )、N
ν +

1
2

(kr )分别为半奇数阶贝塞尔函数

与诺依曼函数［14］；Pρ
ν (cos θ )、Qρ

ν(cos θ )分别为 ρ次、ν阶

的第一类、第二类联带勒让德函数［15］；A、B、C、D、E、F

为待定系数，一般情况下也是 ρ、k、ν的隐函数 .
2. 2　球坐标系下的伯格尼斯位函数法

在球坐标系下，为了计算得到谐振腔内的电磁场

分布，可设法找到两个标量辅助函数U、V，称为伯格尼

斯位函数，使得 Er 只是 U 的函数，Hr 只是 V 的函数，且

各场分量可以用 U、V 显式表示出来［12］. U、V 满足下列

二阶微分方程：

Ñ2
TU +

¶2

¶2u3

U + k 2U = 0 （6）

Ñ2
TV +

¶2

¶2u3

U + k 2V = 0 （7）
式中，Ñ2

T 为 u1、u2 的二维拉普拉斯运算 . 对于球坐标系

来讲，式（6）和式（7）并非亥姆霍兹方程 .

图1　异形金属谐振腔的几何模型

4289



电 子 学 报 2025 年
令 U = ru、V = ru，则可以证明函数 u 满足球坐标系

下的标量亥姆霍兹方程，于是可以通过求解函数 u得到

U、V，进而得到电磁场的各个分量 . 其中：

ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï

U ( )rθφ

V ( )rθφ
= ∑

ν = 0
∑
ρ = 0

[ ]A sin ρφ + B cos ρφ

×
é

ë

ê
êê
êC

1

r
J
ν +

1
2

(kr ) +D
1

r
N
ν +

1
2

(kr )
ù

û

ú
úú
ú

× [ EPρ
ν (cos θ ) + FQρ

ν(cos θ ) ]

  （8）

求出 U、V 函数后，即可得到球坐标系下各场分量

的表达式［12］：

Eθ =
1
r
¶2U
¶θ¶r

-
jωμ

r sin θ
¶V
¶φ

（9）
Eφ =

1
r sin θ

¶2U
¶φ¶r

+
jωμ

r
¶V
¶θ

（10）
Er =

¶2U

¶r2
+ k 2U （11）

Hθ =
1
r
¶2V
¶θ¶r

+
jωε

r sin θ
¶U
¶φ

（12）
Hφ =

1
r sin θ

¶2V
¶φ¶r

-
jωε

r
¶U
¶θ

（13）
Hr =

¶2V

¶r2
+ k 2V （14）

2. 3　联带勒让德函数的计算

一般情况下，上述求解的难点在于勒让德函数的

计算 . 本文采用广义超几何函数定义两类普遍的联带

勒让德函数［16，17］. 具体如下：

Pρ
ν ( x) = ( 1 + x

1 - x )
ρ
2 1
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1 - x

ρ
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Γ ( )1 - ρ
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1
2
-

1
2
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-
Γ ( )ν + ρ + 1

Γ ( )ν - ρ + 1 ( )1 - x
1 + x

ρ
2

×
1

Γ ( )1 + ρ
F ( )ν + 1-ν；1 + ρ；

1
2
-

1
2

x

（16）
式中，F (ab；c；x)为广义超几何函数；Γ (1 - ρ)为伽马

函数 . 式（15）对任意实数的 ρ、ν且 x = cos θÎ ( - 11)均
成立；式（16）当且仅当 ρ + ν =-1-2-3时无意义 .

3　结果与讨论

下面以图 1所示的异形金属谐振腔为例，结合相应

的边界条件，解析分析该谐振腔在 TM 和 TE 两个模式

下的电磁特性 . 设模型的几何参数如下：径向参数 a =
4.55 mm、b = 7.3 mm；极角参数 c = 0.3 rad、d = 0.75 rad；

方位角参数 e = 0 rad、f = 1.8 rad.
3. 1　TM模式

在TM模式下，V = 0，对应边界条件为
|
|
||||¶U

¶r
r = a

= 0
|
|
||||¶U

¶r
r = B

= 0 （17）
|U
θ = c

= 0 |U
θ = d

= 0 （18）
|U
φ = 0

= 0 |U
φ = f

= 0 （19）
由式（8）与边界条件（19）所对应的本征值问题，

可得：

Φ (φ) = Ap sin ρφ = Ap sin
pπ
f
φ （20）

式中，Ap为任意常数，本征值 ρ =
pπ
f
p = 123.

当施加在极角 θ方向的边界条件，即考虑式（8）和

式（18）所构成的本征值问题时，可以得到超越方程［18］：
|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| Pρ

ν ( )cos c Qρ
ν( )cos c

Pρ
ν ( )cos d Qρ

ν( )cos d
= 0 （21）

该方程有无数个根，记为ν( )p
i ，表示ρ=

pπ
f
时，方程（21）

的第 i个根 . 取 p = 1，即有 ρ = 1.745，此时式（21）满足的

超越方程图像如图 2所示，用数值法得关于极角的第 1
个大于 ρ的本征值 ν( )1

1 = 7.284.

易得上述情况下极角方向的具体解为

Θ (θ ) = E [ Pρ
ν (cos θ ) + E ′Qρ

ν(cos θ ) ] （22）
式中，E ′=-0.085，E为任意常数 .

同理，当施加在径向r方向的边界条件，即求解式（8）
和式（17）所构成的本征值问题时，有超越方程［18，19］：

图2　基于极角的超越方程的本征值求解
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N
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+  a N ′
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1
2

( )ka

J
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1
2

( )kb

2 b
+  b J ′

ν +
1
2

( )kb
N
ν +

1
2

( )kb

2 b
+  b N ′

ν +
1
2

( )kb

= 0

（23）
同理，该方程有无数个根，可以用 k ( )p

ij 表示第 j 个

根 . 当 p = 1i = 1 时，式（23）所对应的超越函数图像如

图 3 所示 . 数值求解径向本征值 k 的第 1 个根为 k ( )1
11 =

1 288.613，即为基模TM( )1
11 所对应的波数 .

此时，径向方向的具体解为

R (r ) =C
é

ë

ê
êê
ê r J

ν +
1
2

(kr ) +C ′ r N
ν +

1
2

(kr )ù
û

ú
úú
ú （24）

其中，C ′=-0.091.

容易得到该异形金属谐振腔在 TM( )1
11 下的频率为

61.527 GHz. 此时，谐振腔中函数U的具体解为

U (rθφ) = ∑
νρk

A′ sin ρφ[ ]Pρ
ν ( )cos θ + E ′Qρ

ν( )cos θ

·
é

ë

ê
êê
ê r J

ν +
1
2

(kr ) +C ′ r N
ν +

1
2

(kr )ù
û

ú
úú
ú

（25）

式中，A′为任意常数 .
联立式（9）~式（11）即可得到谐振腔在 TM( )1

11 下归

一化电场分布的解析解［20］，如图4（a）~图4（c）所示 .
同时，利用有限元法对该谐振腔进行数值仿真，得

到其在 TM( )1
11 下的频率为 61.484 GHz，与解析分析的本

征频率一致 . 不仅如此，数值仿真的归一化电场分布与

解析结果也具有较好的一致性，如图 4（d）~图 4（f）所

示 . 为验证电场分布的吻合度，分别在 r = 6 mm、θ =
0.5 rad、φ = 0.9 rad 所对应三个截面下计算解析解与数

值仿真解的误差分布，如图 4（g）~图 4（i）所示 . 结果表

明，两种解在三个面的均方根误差（Root Mean Square 
Error，RMSE）分别为1.670´10-3、1.241´10-2、2.124´10-2，

验证了解析结果的准确性 . 产生误差的主要原因是解

析求解的本征值等参数理论上都是无理数，而实际求

解时，均对这些参数都采用一定程度的截断，导致结果

产生差异 .
除此之外，还对比分析了 TM( )2

11 的归一化电场分

布、误差分布和谐振频率，结果如图 5和表 1所示 . 三个

面的RMSE分别为2.667 ´ 10-3、2.273 ´ 10-2、1.832 ´ 10-2.
场和谐振频率的定量计算分析，都验证了方法的正

确性 .图3　基于径向的超越方程的本征值求解

(a) r = 6 mm对应截面的解析解                        (b) θ = 0.5 rad对应截面的解析解   (c) φ = 0.9  rad对应截面的解析解

(d) r = 6 mm对应截面的数值解               (e) θ = 0.5 rad对应截面的数值解                          (f) φ = 0.9 rad对应截面的数值解

图4　异形金属谐振腔在TM( )1
11 下的归一化电场分布情况
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3. 2　TE模式

在TE模式下，U = 0，同理可得边界条件：

|V
r = a

= 0 |V
r = b

= 0 （26）
|
|
||||¶U

¶θ
θ = c

= 0
|
|
||||¶U

¶θ
θ = d

= 0 （27）
|

|
|
||
|¶U

¶φ
φ = 0

= 0
|

|
|
||
|¶U

¶φ
φ = f

= 0 （28）

(a) r = 6 mm对应截面的解析解            (b) θ = 0.5 rad对应截面的解析解     (c) φ = 0.9 rad对应截面的解析解

(d) r = 6 mm对应截面的数值解        (e) θ = 0.5 rad对应截面的数值解    (f) φ = 0.9 rad对应截面的数值解

(g) r = 6 mm对应截面的误差分布   (h) θ = 0.5 rad对应截面的误差分布   (i) φ = 0.9 rad对应截面的误差分布

图5　异形金属谐振腔在TM( )2
11 下的归一化电场分布情况

表1　不同模式下的本征值和谐振频率

物理量

ρ

ν

k

谐振频率(计算)/GHz
谐振频率(仿真)/GHz

相对误差/%

TM( )1
11

1.745
7.284

1 288.613
61.527
61.484
0.070

TM( )2
11

3.491
9.410

1 609.508
76.848
76.795
0.069

TE( )1
11

1.745
3.048

1 289.694
61.578
61.536
0.068

(g) r = 6 mm对应截面的误差分布             (h) θ = 0.5 rad对应截面的误差分布                    (i) φ = 0.9 rad对应截面的误差分布

续图4
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容易解得此时的本征值和谐振频率如表 1所示，V

的具体解为

V (rθφ) = ∑
νρk

B′ cos ρφ[ ]Pρ
ν ( )cos θ + E ′Qρ

ν( )cos θ

·
é

ë

ê
êê
ê r J

ν +
1
2

(kr ) +C ′ r N
ν +

1
2

(kr )ù
û

ú
úú
ú

（29）

式中，B′为任意常数，C ′=-1.550，E ′= 0.928.

同理可得该异形金属谐振腔在TE( )1
11 下归一化磁场

分布的解析解和全波仿真结果，如图 6所示 . 仿真所得

TE( )1
11 的本征频率为 61.536 GHz，也与解析结果高度一

致，二者误差仅为 0.068%. 而且，三个面解析结果与数

值仿真结果的 RMSE 分别为 1.836 ´ 10-2、1.154 ´ 10-2、

1.567 ´ 10-2，进一步验证了解析结果的准确性 .
更多高阶模式的结果展示，不再赘述 .

4　结论

本研究系统建立了球坐标系下异形金属谐振腔电

磁特性的普适性解析方法 . 通过引入广义超几何函数，

构造了任意实数阶、次的第一类、第二类联带勒让德函

数，从而获得亥姆霍兹方程的完备通解 . 采用伯格尼斯

位函数法计算谐振腔在 TM、TE模式下基模、高阶模电

磁场分布的解析解，并通过有限元数值仿真对理论结

果进行多维度验证 . 结果表明，解析解与数值解的结果

高度吻合，在TM( )1
11、TE( )1

11、TM( )2
11 下谐振频率的解析解分

别为 61.484 GHz、61.536 GHz、76.848 GHz，与数值仿真

解的相对误差仅为 0.070%、0.068%、0.069%，二者电磁

场分布完全一致，解析解与数值解在 r = 6 mm对应截面

的归一化电磁场强度的 RMSE 分别为 1.670 ´ 10-3、

2.667 ´ 10-3、1.836 ´ 10-2，从而验证了理论模型的可靠

性 . 该研究为新型非对称光子晶体谐振腔、多频段天线

馈源结构等器件的优化设计提供了理论引擎，为新一

(a) r = 6 mm对应截面的解析解             (b) θ = 0.5 rad对应截面的解析解  (c) φ = 0.9 rad对应截面的解析解

(d) r = 6 mm对应截面的数值解      (e) θ = 0.5 rad对应截面的数值解   (f) φ = 0.9 rad对应截面的数值解

(g) r = 6 mm对应截面的误差分布      (h) θ = 0.5 rad对应截面的误差分布  (i) φ = 0.9 rad对应截面的误差分布

图6　异形金属谐振腔在TE( )1
11 下的归一化电场分布情况
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