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一维离散时间量子行走的路径分析法、概率分布与
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摘 要： 为了模拟长程的一维离散时间量子行走的演化过程以及降低计算复杂性，提出一种路径分析方法.首

先分析系统到达某个位置的路径分块和路径数，将系统移位到某个位置演化算子进行分解，表示成二阶矩阵线性空间

的一组基的线性组合；然后用超几何级数进行化简，给出概率分布的计算方法；最后分析产生对称式概率分布的充分

条件，表明对称性只与量子初态有关.实验结果表明，该方法能够有效模拟系统的长时间演化过程.相关结果可以推广

到更一般类型的离散时间量子行走.
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One⁃Dimensional Discrete Time Quantum Walk: Path Analysis
Approach, Probability Distribution and Symmetry
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Abstract： In order to simulate one⁃dimensional discrete time quantum walks after a long time of evolution and re⁃
duce the computational complexity, we propose a path analysis approach. Dividing every path of a discrete time quantum
walk into a set of blocks and counting number of paths starting from an initial qubit state, we give an expression for some
evolution operator in form of a linear combination of a fixed set of basis in a 2⁃dimensional matrix space. As a consequence,
we present a calculating formula of probability distribution in terms of hypergeometric polynomial and give a sufficient con⁃
dition on symmetry of probability distribution which is only determined by initial qubit states. Our experimental results re⁃
veal that this method can well simulate the evolution process in a long time scale. We also briefly extend these studies to
more general discrete time quantum walks.
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1 引言

量子行走作为经典随机游走概念的量子化版本，

最早由Aharonov等人于 1993年提出［1］，它是构成量子

算法的有力工具［2~6］. 量子行走有两种数学模型：连续

时间量子行走和离散时间量子行走 . 连续时间量子行

走是由 1998年 Farhi和Gutmann提出［7］；离散时间量子

行走是由 2001年Watrous提出［8］. 相较于连续型，离散

时间量子行走得到更多的关注，学者们提出不同状态

空间上量子行走的数学模型 . 比如，线上量子行走、格

上量子行走、环上量子行走以及高维量子行走等［9~12］，

其中 Hadamard量子行走是最常见的一类模型［13］. 同
时，还有各种版本的离散时间量子行走也被相继提出 .
比如，具有 SU（2）硬币算子的量子行走、量子行走的随

机化、交替式的量子行走、具有吸收边界的量子行

走等［14~18］.
作为一个数学模型，学者们对量子行走的基础性
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质做了大量研究 . 比如，行走方式、概率分布、对称性、

命中时间、混合时间、周期性、极限分布等［19~24］. 常用的

数学研究工具有薛定谔方法、费曼路径积分法、组合方

法等，其中组合方法是费曼路径积分法的离散化版本 .
薛定谔方法是运用傅里叶变换等数学分析工具计算概

率分布和统计特性［25］. 费曼路径积分法是基于相空间

通过计算从一点到另一点路径数来分析量子行走的概

率振幅［13，26］. 其中，有代表性研究成果有：Konno、Katori
等人通过对酉矩阵进行分解以及运用组合数学计算概

率分布、极限定理等特性，特别提出产生对称式概率分

布的条件［22，23］；Xinping等人也讨论了量子行走的极限

分布和Hadamard量子行走的概率分布对称性的必要条

件［27］. 除了基本特性研究外，学者们还在数值仿真实验

方面开展研究 . 比如，Rodrigues等人提出格上离散时间

量子行走的数值模拟［28］；Schuhmacher给出离散时间量

子“随机”行走的仿真［18］；Yuwana等人运用Matlab模拟

仿真量子行走，给出系统的概率分布［29］；任春年研究普

适投币算符作用的量子行走数值解［30］；胡杨熠给出Ha‑
damard离散时间行走的动态演化［31］等 .

现有工作虽然能推导出一维离散时间量子行走的

概率分布和统计特性，但却不能很好对长程演化（即较

大的演化次数或长时间的演化）进行数值仿真实验 . 使
用酉算子计算量子终态和概率分布，其计算时间复杂

度为O（2n）；基于薛定谔方法研究一维离散时间量子行

走，因其借助于量子态矢量的运动方程来表述模型，特

别以傅里叶变换和稳态相位法为计算工具，这给仿真

实验带来一定困难；费曼路径积分法，本质上与薛定谔

方法是等价的 . 鉴于此，本文针对一维离散时间量子行

走提出一种能够模拟仿真长程演化的路径分析方法 .
2 离散时间量子行走

数学上，一维离散时间量子行走（Discrete Time
Quantum Walk，DTQW）的状态集是一个Hilbert空间，

表示为H = HC ⊗ Hp，其中HC = span { |1 >，|0 > }表示

为硬币的状态空间，HP = span { |x >：x ∈ Z }表示为系

统的位置状态空间 .
DTQW的酉算子U由硬币演化算子C和位置移位

算子 S两部分组成，表示为U = S ⋅ (C⊗ I ). 常用地，将

硬币演化算子取为翻转算子 ( )cosθ sinθ
sinθ -cosθ ，θ ∈ [ 0，2π ]

为 翻 转 角 度 ，同 时 将 它 分 解 为 P = ( )cosθ sinθ
0 0 ，

Q =( )0 0
sinθ -cosθ ，分别表示硬币向左、向右演化算子 .

若硬币演化算子取为 SU（2）算子 ( )eiξ cosθ eiζ sinθ
e-iζ sinθ -e-iξ cosθ ，

其 中 ξ，θ 和 ζ 为 Caley‑Klein 参 数 ，此 时 记 系 统

为 DTQW‑SU（2）. 一般地，位置移位算子取为 S =∑x ∈ Z [ 0 0 ⊗ x - 1 x+ 1 1 ⊗ x + 1 x . 它表示如

果硬币向左演化一次，则系统所处位置向左移动一位，

否 则 向 右 移 动 一 位 . 若 位 置 移 位 算 子 取 为 S =∑x ∈ Z [ 0 0 ⊗ x - nk x + 1 1 ⊗ x + nl x ]，则 系

统向左移动 nk 位，否则向右移动 nl 位 . 当 nk = nl ≥ 1
时，称该系统为离散时间无偏量子行走（Discrete Time
UnBias Quantum Walk，DTUBQW）；当 nk ≠ nl 时，称该

系统为离散时间有偏量子行走（Discrete Time Bias
Quantum Walk，DTBQW）；当nl，nk随机取值于某一个区

间，称该系统为离散时间随机步数量子行走（Discrete
Time Random Step Quantum Walk，DTRSQW）.

设量子初态为 ψ0 ，则系统经过 t次演化后的量子

态表示为 ψ1 = U t ψ0 =∑
x ∈ Z

ψt ( x ) ，其中处于位置 x的

状 态 波 函 数 记 为 ψt ( x ) = ψLt ( x )+ψRt ( x ) = at ( x ) 1 +
bt ( x ) 0 ，t = 1，2，⋯，n，x ∈ Z.

系统处于位置 x的概率分布表示为

P (Xt = x ) = ‖ψt ( x ) ‖2 = |at ( x )|2 + |bt ( x )|2
其中，t = 1，2，⋯，n，x ∈ Z且∑

x ∈ Z
P (Xt = x ) = 1.

3 路径分析法

3. 1 位置路径和移动路径

DTQW 经过 n 次演化后的位置集合记为 Bn =
{ -n，- (n - 1)，⋯，n - 1，n }，并构造一个笛卡尔积Ωn =
Bn + 1n = { -n，- (n - 1)，⋯，n - 1，n }n + 1.

定义 1 任取一个矢量 ω = (ω (0)，ω (1)，⋯，ω (n ) )
∈ Ωn，其中，分量 ω (0)，ω (1)，⋯，ω (n )分别表示系统在

t = 0，1，⋯，n时刻所处的位置，其中 ω (0) = 0，则称该

矢量为一条位置路径 .
定义 2 称 v = ∇ω = ( v (1)，v (2)，⋯，v (n ) ) = (ω (1) -

ω (0)，ω (2) - ω (1)，⋯，ω (n ) - ω (n - 1) ) 为 一 条 移 动

路径 .
在该定义中，ω ( t ) - ω ( t - 1) ∈ { -1，1}( t = 1，2，⋯，n )

表示系统所经历的前后位置差，反映系统行走的方向 .
当 v ( t ) = -1时，表示系统在第 t时刻向左移动一个位

置；当 v ( t ) = 1时，表示系统在第 t时刻向右移动一个位

置 . 因而，可用 v表示系统行走的方向序列 .
设u = (u (1)，u (2)，⋯，u (n ) ) = ( I{1 } ( v (1) )，I{1 } ( v (2) )，

⋯，I{1 } ( v (n ) ) )，其中，分量I{1 } ( x )表示集合{1 }的示性函数 .
当v ( t ) = 1时u ( t ) = 1；当v ( t ) = -1时u ( t ) = 0. 记vi为系统在

时刻 t = n上所选择的第 i条移动路径，其中 i = u (n )2n - 1 +
u (n - 1)2n - 2 + ⋯+u (2)21 + u (1)20 ∈ { 0，1，2，⋯，2n} .

定义 3 设 P vi ( t )
n ∈ { P，Q }，t = 1，2，⋯，n，称 Pvin =
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P vi (n )
n ⋯P vi (2)

n P vi (1)
n =∏t = 1

n P vi ( t )
n 为一条硬币演化序列 .

在定义 3中，P -vi ( t )
n + P vi ( t )

n = C，t = 1，⋯，n. 用P vi
n 表

示系统经过 n次演化后达到的位置为∑
t = 1

n

vi ( t ). 为了方

便，有时也记为P v
n. 硬币演化序列与移动路径是一一对

应的 . 记所有硬币演化序列组成的集合为 P̄n，简称为 n
级路径集 .

在上述定义和记号基础上，DTQW经过 n次演化后

的酉算子的幂运算表示为：

U 0 = E，U 1 = P + Q，U n = ∑
i = 0

2n - 1
P vi
n = ∑

i = 0

2n - 1∏
t = 1

n

P vi ( t )
n

3. 2 路径分块与路径数

定义 4 任意给定一条路径P v
n，将前后相邻的同类

型向左和向右演化算子进行归纳划分，称之为对路径

P v
n的一种分块，用 |P v

n|表示路径P v
n的分块数 .

如果一条路径 P v
n 包含 k个 P 和 l个 Q，则有 1 ≤

|Pvn| ≤ min { 2k + 1，2l + 1}.
在下一节提出路径分析法之前，先引入三张矩阵

分别为N，B，D：
N = (N s ) = (N1，N2，⋯，N2k + 1 )

其中

N i = ( )G ( l - ( i - 1) /2，( i - 1) /2)
0

G ( l - ( i - 1) /2 - 1，( i - 1) /2 + 1)
，i = 1，3，⋯，2k + 1

N j = ( )0
G ( l - j/2，j/2)

0
，j = 2，4，⋯，2k

B = ( )C02 0 0
0 C12 0
0 0 C22

D = (D s ) = (D1，D2，⋯，D2k + 1 )
其中

D1 = ( )C0k - 10
0

，D i = ( )C(i - 1) /2k - 10
C(i - 1) /2 - 1k - 1

，D2k + 1 = ( )0
0
Ck - 1k - 1

，i = 3，5，⋯2k - 1

D j = ( )0
C j/2 - 1k - 10

，j = 2，4，⋯，2k
G ( s，t ) 递 归 定 义 为 ：G ( s，0) = 0，G ( s，1) = 1，

G ( s，t ) =∑i = 0
s G ( s - i，t - 1)，t = 1，2，⋯，k + 1.

定理 1 给定一类含有 k个 P 和 l个 Q 的路径

P v
n ∈ P̄n，其中，k，l = 0，1，2，⋯，n，则路径数Ms与分块数

s二者之间的关系表示为

M = (Ms ) 1 × (2k + 1) = {1， k = 0
(N T

s BD s ) 1 × (2k + 1)， k > 0
定理 1回答了如何计算分块数和路径个数以及给

出了路径数Ms与分块数 s之间的关系 . 若将P改为Q，

结论也是成立的 .
推论 1 给定一类含有 k个P和 l个Q路径，另一类

含有 l个P和 k个Q路径，其中，k，l = 0，1，2，⋯，n，它们

的分块数为 s路径数分别记为M 1
s 和M 2

s，则M 1
s = M 2

s，s =
1，2，⋯，n.

推论 2 给 定 一 类 含 有 k 个 P 和 l 个 Q 路 径

P v
n ∈ P̄n，其中 k，l = 0，1，2，⋯，n，则从 P开始的路径数

MP
s 与分块数 s二者之间的关系表示为

MP = (MP
s ) 1 × (2k + 1) = {1， k = 0

(N T
s BPD s ) 1 × (2k + 1)， k > 0

其中，BP = ( )1 0 0
0 1 0
0 0 0

.
推论 3 给 定 一 类 含 有 k 个 P 和 l 个 Q 路 径

P v
n ∈ P̄n，其中，k，l = 0，1，2，⋯，n，则从Q开始的路径数

MQ
s 与分块数 s二者之间的关系表示为

MQ = (MQ
s ) 1 × (2k + 1) = {1， k = 0

(N T
s BQD s ) 1 × (2k + 1)， k > 0，

其中，BQ = ( )0 0 0
0 1 0
0 0 1

.

4 位置的概率分布

4. 1 DTQW
本节提出路径分析法以给出DTQW关于位置的概

率分布的计算公式 . 先将路径划分为以下 4种加以归

纳计算 .
(1) P v

n = P̄1Q̄1 P̄2Q̄2⋯P̄mQ̄m

该类型将路径划分为 2m块，每一块均含有若干

个 P或 Q，记 P̄ iQ̄ i = P siQri，si，ri ∈ Z+，i = 1，2，⋯，m. 按
先后顺序，P v (n )

n = P，P v (1)
n = Q. 经过归纳计算得到如

下式：

P v
n = (-1) l - m cosnθ tan2mθ ( )1 -cotθ

0 0
(2) P v

n = Q̄0 P̄1Q̄1 P̄2Q̄2⋯P̄mQ̄m

该类型将路径划分为 2m + 1块，每一块均含有

若干个 P 或 Q，记 Q̄0 = Qr0，P̄ iQ̄ i = PsiQri，si，ri ∈Z+，i =
0，1，⋯，m. P v (n )

n = Q，P v (1)
n = Q. 经过归纳计算得到如

下式：

Pn = (-1) l - m cosnθ tan2mθ ( )0 0
-tanθ 1

(3) P v
n = Q̄1 P̄1Q̄2 P̄2⋯Q̄m P̄m

该类型将路径划分为 2m块，每一块均含有若干

个 P或 Q，记 Q̄ i P̄ i = QriP si，si，ri ∈ Z+，i = 1，2，⋯，m. 按
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先后顺序，P v (n )
n = Q，P v (1)

n = P. 经过归纳计算得到如

下式：

P v
n = (-1) l - m cosnθ tan2mθ ( )0 0

cotθ 1
(4) P v

n = P̄0Q̄1 P̄1Q̄2 P̄2⋯Q̄m P̄m

该类型将路径划分为 2m + 1块，每一块均含有

若干个 P 或 Q，记 P0 = Qs0，Q iP i = QriP si，si，ri ∈ Z+，i =
0，1，⋯，m. P v (n )

n = P，P v (1)
n = P. 经过归纳计算得到如

下式：

P v
n = (-1) l - m cosnθ tan2mθ ( )1 tanθ

0 0
为了方便计算，对每个路径计算公式均乘上

( -1)-l + 2m使每个式子符号变为 ( -1)m，这对概率分布计

算是不会产生影响的 .
令

∇ω=（∇ω（1），∇ω（2），…∇ω（n））T
=（ω（1）-ω（0），ω（2）-ω（1），…，ω（n）-ω（n-1））T

∇2ω=（∇2ω（1），∇2ω（2），…，∇2ω（n）T）
=（∇ω（1）-∇ω（0），∇ω（2）-∇ω（1），…，∇ω（n）
-∇ω（n-1））T，∇ω（0）=0

引理1 任意给定一条路径P v
n ∈ P̄n，则有

P v
n = cos

nθ ( i tanθ )2m
tr (Pv (n )n Pv (1)1 ) P v (n )

n P v (1)1

其中，m = ê
ë
êê

ú

û
úú

∑t = 1
n δ (∇2ω ( t ) )

2 ，ë û⋅ 为向下取整函数，δ ( ⋅ )非
0即1函数，k = 0，1，⋯，2n - 1.

引理1表明路径只与首尾演化算子和分块数有关 .
进一步，根据定理 1和引理 1，系统处于位置 x的量子左

右态矢量为：

ψLn ( x ) =∑
s = 1

2k + 1 (Csk - 1Cs - 1l - 1P00 + Cs - 1k - 1Cs - 1l - 1P01 )cosnθ ( i tanθ )2s ψ0
ψRn ( x ) =∑

s = 1

2k + 1 (Cs - 1k - 1Csl - 1P11 + Cs - 1k - 1Cs - 1l - 1P10 )cosnθ ( i tanθ )2s ψ0
其中，P00 = ( )1 tanθ

0 0 ，P11 = ( )0 0
-tanθ 1

P01 =( )1 -cotθ
0 0 ，P10 = ( )0 0

cotθ 1
定义 5 给定一个量子初态 ψ0 ，任意两条路径

P v1
n，P

v2
n ∈ P̄n，如果‖P v1

n ψ0 ‖2 = ‖P v2
n
ψ0 ‖2，那么称这

两条路径是等效的 . 记为P v1
n ~P v2

n .
性质 1 任意两条路径 P v1

n，P
v2
n ∈ P̄n，如果 |P v1

n | =
|P v2

n |和P v1 (1)
n = P v2 (1)

n ，那么P v1
n ~P v2

n .
路径等效是一种等价关系，它反映两条不一样路

径到达某个相同位置的概率是相等的 . 性质 1表明虽

然系统在演化过程中会存在 2n条不同的路径，但是沿

着这些路径到达某个位置的概率取值最多只有 2n种 .
因而，可以按概率取值不同对系统所有 2n条路径进行

路径等效划分 . 这就是本文提出路径分析法的思想

方法 .
定理 2 给定一个量子初态 ψ0 ，P v

n，s是含有 k个P

且分块数为 s的路径，Ms表示分块数为 s的路径个数，X
是一个关于位置的随机变量，则DTQW的概率分布为

P (X = x ) = ‖∑
s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s ψ0 ‖2，

k = 0，1，2，⋯，n；x = -n，- n + 2，⋯，n - 2，n.
定义6 称下列级数是一个超几何级数［32］：

rFs (a1，a2，⋯，ar；b1，b2，⋯，bs；z )
=∑
k ≥ 0

(a1，a2，⋯，ar ) k
(b1，b2，⋯，bs ) k

zk

k！

其中，(a1，a2，⋯，ar ) k = (a1 ) k (a2 ) k⋯(ar ) k 且 (a ) k 表示升

阶乘，即 (a ) k = a (a + 1)⋯(a + k - 1).
考虑一类超几何级数

2F1 (a，b；c；z ) =∑
n = 0

∞ a(n )b(n )

c(n )
zn

n！

并令H (α，β，γ ) = 2F1 (α + 1 - k，β + 1 - l；γ + 1；-tan2θ )
( -tan2θ )，那么，定理2中的∑

s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s 可用如下式计算：

∑
s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s = (k1 + 1)cosnθP00 + (k2 + 1)cosnθP11 + k3 cosnθ (P01 + P10 )，

其 中 ，k1 = (k - 1)H (1，0，1)，k2 = ( l - 1)H (0，1，1)，k3 =
H (0，0，0).

设M2 × 2 (C )是所有 2阶方阵对于通常定义下的矩

阵加法和数乘运算构成一个复数域上线性空间，其中

P00，P11，P01，P10构成M2 × 2 (C )的一组基，可将∑
s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s

分解为基 P00，P11，P01，P10的一个线性组合 . 将它作用

在量子初态 ψ0 上，就可以得到DTQW经过 n次演化后

达到位置 x的量子态为 ψn ( x ) ，整个系统的量子终态为

ψn =∑
x ∈ Z

ψn ( x ) . 经过 n次演化后，系统处于位置的集

合为 { -n，- n + 2，⋯，n - 2，n }，每个位置的量子态和

量子左右态矢量为：

ψn ( x ) = {cosnθP00， x = -n
ψn，x， -n < x < n
cosnθP11， x = n

ψn，x = k1 cosnθP00 + k2 cosnθP11 + k3 cosnθP01 + k3 cosnθP10
ψLn ( x ) = {cosnθP00， x = -n

k1 cosnθP00 + k3 cosnθP01， -n < x < n
ψRn ( x ) = {k2 cosnθP11 + k3 cosnθP10， -n < x < n

cosnθP11， x = n
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因而，概率分布可按如下式计算：

P (X = x ) =
ì

í

î

ïï
ïï

cos2nθ‖P00 ψ0 ‖2， x = -n
Pn，x， -n < x < n
cos2nθ‖P11 ψ0 ‖2， x = n

其中
Pn，x =cos2nθ {‖(k1P00 + k3P01 ) ψ0 ‖2 + ‖(k2P11+k3P10 ) ψ0 ‖2}

该概率分布是通过将n次演化的硬币演化序列按路

径类型进行划分并计算它们的路径数，最后运用超几何

级数给出计算位置概率分布的表达式，称这样的方法为

路径分析法 . 在定理2中P v
n，s代表一类路径，与之等效的

路径个数有Ms个，因而若计算位置概率分布按不同路径

的等效进行划分，则至多有2n种等价类 . 这只需要多项

式的时间复杂度 . 然而，如果按DTQW的定义计算概率

分布，则需要 2n条路径参与计算，其计算时间复杂度为

指数阶 . 同时，与文献［13，26］路径积分法对比，路径分

析法表达式更容易计算 . 图1给出1000次演化的DTQW
的概率分布图，其中，θ = π/4，ψ0 = (1，0)T.

4. 2 DTUBQW、DTBQW、DTRSQW 和 DTQW-
SU(2)
DTQW的路径分析法得到的相关结果是可以推广

到更一般类型的离散时间量子行走 . 与 DTQW相比，

DTUBQW、DTBQW、DTRSQW每一次移位其步数将不

再限于一步，可以是多步也可以是随机步数 .
假设给定一类含有 k个P和 l个Q的路径P v

n ∈ P̄n，
若 n，k，l，x之间的关系满足以下表达式 k + l = n，nll -
nkk = x，其中 nl，nk ∈ Z+，那么系统经历的位置为 { -
nkn，- nkn + nl，⋯，nln - nk，nln }.

除步数和位置不一样，不管是 DTUBQW还是 DT‑
BQW，定理 2的概率分布计算公式仍然适用 . 图 2给出

250 次 演 化 的 DTUBQW 的 概 率 分 布 图 ，其 中

θ = π/4，ψ0 = (1，0)T，nk = nl = 2；图 3给出 100次演化

的 DTBQW的概率分布图，其中 θ = π/4，ψ0 = (0，1)T，
nk = 2，nl = 5.

在文献［16］的基础上，假定在DTRSQW向左演化

和向右演化步数取值是相互独立且每条路径都是独立

的硬币演化序列，那么运用全概率公式可以给出

DTRSQW的概率分布的计算公式 .

首先，将定理 2中概率分布表示为在向左移位步数

和向右移位步数分别为 nk 和 nl 条件下的条件概率

分布：

P (X = x|nk，nl ) = ‖∑
s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s ψ0 ‖2(nk，nl ).

其次，假定系统向左移位步数为nk和向右移位步数

为 nl，它们以一定的概率取值于某个固定区间 . 不妨将

取值概率分布记为nk = {(1，p1 )，(2，p2 )，⋯，(n1，pn1 ) }，nl =
{(1，q1 )，(2，q2 )，⋯，(n2，qn2 ) }. 由于假定硬币演化序列是独立

的，因而向左移位步数和向右移位步数的联合概率分布为：

(nk，nl ) = {( (1，1)，p1q1 )，( (1，2)，p1q2 )，⋯，( (n1，n2 )，pn1qn2 ) } .
最后，运用全概率公式，DTRSQW经过 n次演化后，

其概率分布为

P (X = x ) =∑
k = 1

n1∑
l = 1

n2
pnk qnl









∑

s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s ψ0

2

(nk，nl )
.

图 4给出 20次演化的 DTRSQW的概率分布图，

其 中 θ = π/12 ，ψ0 = (1，0)T ，nk = {(1，0.1)，(2，0.2)，
(3，0.3)，(4，0.2)，(5，0.2) }，nl = {(1，0.2)，(2，0.2)，(3，0.2)，
(4，0.2)，(5，0.2) }.

对于 DTQW‑SU（2），令 P00 = ( )1 e( ζ - ξ ) i tanθ
0 0 ，P11 =

( )0 0
-e( ξ - ζ ) i tanθ 1 ， P01 = ( )1 -e( ζ - ξ ) i cotθ

0 0 ， P10 =

( )0 0
e( ξ - ζ ) i cotθ 1 .

引理 2 任意给定DTQW‑SU（2）的一类含有 k个P

图1 DTQW的概率分布图

图2 DTUBQW的概率分布图

图3 DTBQW的概率分布图
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和 l个Q的路径P v
n ∈ P̄n，则有

P v
n = e

-xξi cosnθ ( i tanθ )2m
tr (Pv (n )n Pv (1)1 ) P v (n )

n P v (1)1

其中，m = ê
ë
êê

ú

û
úú

∑t = 1
n δ (∇2ω ( t ) )

2 ，ë û⋅ 为向下取整函数，δ ( ⋅ )非
0即1函数，k = 0，1，⋯，2n - 1，x = k - l.

推论 4 给定 DTQW‑SU（2）的一个量子初态 ψ0 ，

P v
n，s是分块数为 s的路径，含有 k个P，Ms是分块数为 s的

路径个数，X是一个位置随机变量，则概率分布 P (X =
x ) = ‖∑

s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s ψ0 ‖2.

在该式中，

∑
s = 1

2k + 1
Ms P

v
n，s ψ0 = e-xξi {(k1 + 1)cosnθP00 + (k2 + 1)

cosnθP11 + k3 cosnθP01 + k3 cosnθP10}
其中，k1 = (k - 1)H (1，0，1)，k2 = ( l - 1)H (0，1，1)，k3 =
H (0，0，0).

图 5给出 3张 200次的 DTQW‑SU（2）的概率分布

图，其中，θ = π/12，ψ0 = ( )1
2，

i
2

T
. 依据 ξ和 ζ的取

值不同，其概率分布会发生左右偏移 . 在图 5（a）中，ξ =

ς = 0；在图 5（b）中，ξ =
5π
12，ς = 0；在图 5（c）中，ξ =

0，ς = 5π12 .

5 对称性

概率分布的对称性是研究量子行走的一个重要特性 .
本节首先给出DTQW对称性概率分布产生的充分性条件，

然后将结果推广到更一般类型的离散时间量子行走 .
定理 3 任意给定 DTQW的一个量子初态 ψ0 =

( )ψ0Lψ0R = ( )a1 + a2i
b1 + b2i ，如果‖ψ0L‖2 = ‖ψ0R‖2 且 a1b1 + a2b2 =

0，则概率分布是关于Y轴对称 .
定理 3给出产生DTQW的概率分布对称性的充分

性条件 . 该条件只跟量子初态有关，与演化算子是无

关，θ可取非
nπ
2 的任意角度 . 对于Hadamard量子行走，

当量子初态为 ψ0 = ( )2 /2， 2 i/2 T
时，满足充分性条

件，所以它的概率分布是对称的 .
定理 4 任意给定 DTUBQW或 DTBQW的一个量

子初态 ψ0 = ( )ψ0Lψ0R = ( )a1 + a2i
b1 + b2i ，如果‖ψ0L‖2 = ‖ψ0R‖2 且

a1b1 + a2b2 = 0，则 概 率 分 布 是 关 于 直 线

x = -nk ⋅ n+nl ⋅ n对称 .
定理 4给出产生DTUBQW和DTBQW的对称性概

率分布的充分条件，它与 DTQW的结果是一致的 . 另
外，研究表明对于DTRSBW需要加上等概率移位步数

条件才能产生关于Y轴的对称概率分布 .
图 6给出 DTUBQW、DTBQW和 DTRSBW的对称

概率分布图，其中图 6（a），n = 500，θ = π/3，ψ0 =
( 6 /6 - 3 i/3， 3 /3 + 6 i/6)T；图 6（b），n = 100，
nk = 5，nl = 2，θ = π/3，ψ0 = ( 6 /6 - 3 i/3， 3 /3 +
6 i/6)T；图6（c），n = 20，θ = π/12，ψ0 = (1/ 2，i/ 2 )T，

nk = {(1，0.2)，(2，0.2)，(3，0.2)，(4，0.2)，(5，0.2) } ，nl =
{(1，0.2)，(2，0.2)，(3，0.2)，(4，0.2)，(5，0.2) }.

任 意 给 定 DTQW‑SU（2）的 一 个 量 子 初 态

ψ0 = ( )ψ0Lψ0R = ( )a1 + a2i
b1 + b2i ，如果该量子初态满足‖ψ0L‖2 =

‖ψ0R‖2且 a1b1 + a2b2 = 0，那么系统的概率分布关于 Y
轴对称在一般情况下是不成立的，都会发生左向偏移，

除非 ξ = ζ. 下面定理表明若对DTQW‑SU（2）的量子初

图4 DTRSQW的概率分布图

(a)ξ=ζ (b)ξ>ζ (c)ξ<ζ

图5 DTQW‑SU(2)的概率分布图
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态做一定修正，则概率分布的对称性是可以得到满足 .
定理 5 任意给定 DTQW‑SU（2）的一个量子初态

ψ0 = ( )ψ0Lψ0R = ( )a1 + a2i
e( ξ - ζ ) i (b1 + b2i) ，若 ‖ψ0L‖2 = ‖ψ0R‖2 且

a1b1 + a2b2 = 0，则概率分布是关于Y轴对称的 .
图 7给出 2张 500次演化DTQW‑SU（2）的概率分布

图 . 在 图 7（a）中 ，ξ = 5π/12，ζ = 3π/12，θ = π/3，ψ =
(1/2 +i/2，1/2 - i/2)T，虽然量子初态满足DTQW的对称性

条件但并未得到对称性概率分布；在图 7（b）中，ξ =
5π/12，ζ = 3π/12，θ = π/3，ψ =(1/2 + i/2，e( ξ - ζ ) i (1/2 - i/2) )T，
与图7（a）相比是经过修正后得到的对称性概率分布 .

6 结论

本文针对长程的一维离散时间量子行走提出路径

分析法并给出计算位置概率分布的公式，并对式子加

以简化 . 此外，运用路径分析法可以推导出产生对称式

概率分布的充分条件，表明概率分布的对称性只与量

子初态有关 .
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