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基于ADMM的低副瓣阵列区域聚焦照射

杨仲平，杨书宁，周青松，张剑云
（国防科技大学电子对抗学院,安徽合肥 230031）

摘 要： 区域聚焦照射（regional focusing irradiation）能将信号能量准确投送至指定区域，但阵列的超稀疏性使得

副瓣区域能量较高，在实施精确电子战时极大增加了干扰系统遭受打击的风险，因此副瓣区域能量抑制问题必须加以

解决.本文提出一种基于L∞范数评估栅瓣区域能量的方法，将其作为正则项引入区域聚焦照射模型以抑制副瓣区域

最大能量，并建立了多目标优化模型.采用交替方向乘子（alternating direction method of multipliers）框架将原问题分解

为两个子问题：对于恒模约束下二次规划子问题I，采用贪婪算法给出其闭式解；对于无约束L2‑L∞范数的子问题II，将

L∞范数做近似光滑化处理，并通过梯度下降法求解.交替求解两个子问题至收敛，以求解发射信号.仿真实验表明，本

文模型在副瓣区域能量抑制上较基于L1范数的区域聚焦照射模型具有更优性能，且本文算法实用性更强.
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Regional Focusing Irradiation of Low Sidelobe Array Based on ADMM

YANG Zhong-ping，YANG Shu-ning，ZHOU Qing-song，ZHANG Jian-yun
（College of Electronic Engineering，National University of Defense Technology，Hefei，Anhui 230031，China）

Abstract： Regional focusing irradiation (RFI) can precisely bring the energy of the transmitted signals to the specific
regions. However, the array ultra⁃sparsity results in high energy level in the sidelobe regions, which increases the risk of the
jamming system being attacked in precision electronic warfare. Therefore, it is significant to alleviate the energy level in the
sidelobe regions. We propose a method based on L∞⁃norm to evaluate the energy level in the grating lobe regions, and intro⁃
duce it to the RFI model to establish a multiobjective optimization model to alleviate the maximum energy in the sidelobe
regions. The ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers) framework is adopted to separate the origin problem in⁃
to two subproblems. For subproblem⁃I, we adopt the greedy method to derive the closed⁃form solutions of the unimodular
quadratic program. Regarding subproblem⁃II, which has L2⁃L∞ terms without constraints, we smoothen the L∞ term approxi⁃
mately, and employ the gradient descent method to solve it. The transmitted signal is obtained when the solutions of two
subproblems are convergent. Numerical experiments reveal that the proposed model has better performance on alleviating
the energy in sidelobe regions, and the adopted algorithm is more practical than the method based on L1⁃norm.

Key words： regional focusing irradiation (RFI)；precision electronic warfare；ultra⁃sparse array；sidelobe region；
grating lobe region；alternating direction method of multipliers (ADMM)

1 引言

目前的电子干扰通过密集布阵仅能够在目标点附

近形成扇形区域，附近的友邻设备极有可能遭受电磁

误伤，干扰效果不精确，作战效果不理想 . 为解决这一

问题，美国国防部高级研究计划局提出了精确电子战

的概念［1］，其基本思想是通过超稀疏阵列在特定区域进

行信号能量的相干合成或能量相消，以达到仅对指定

目标进行干扰，并不影响友邻设备正常工作的“外科手

术式”干扰［2］.
发射波束形成技术通过主瓣及零陷控制能够在一

定程度上达到相似功能，但由于设计准则为天线方向

图，其作用维度仅是目标相对阵列的角度［3~8］ . 文献

［9，10］提出了将声波能量聚焦在指定区域的思想，这

种方法能够将声波能量聚焦于癌细胞所在区域，而非
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癌细胞所在方向 . 文献［11］以声波能量集中于肿瘤区

域和健康区域波峰功率水平最小化作为优化准则来设

计波形 . 这种方法的作用维度为空间坐标，较发射波束

形成技术具有更优良的空域精准性 .
受此方法启发，精确电子战的研究成果中提出了

区域聚焦照射（Regional Focusing Irradiation，RFI）技

术［12，13］ . 文献［13］根据指定目标及友邻设备的先验位

置信息建立了RFI模型，并通过松弛转化为半定规划问

题来求解发射信号 . 但阵列的超稀疏性产生了严重的

栅瓣区域，极大暴露干扰意图，增加了干扰系统遭受反

辐射武器攻击的风险 . 在方向图综合的栅瓣或副瓣抑

制研究中，文献［14］通过修正最小二乘估计的虚拟阵

元回波算法有效抑制了栅瓣 . 文献［15］以副瓣电平最

大值作为栅瓣评价指标，采用差分进化算法对副瓣进

行了有效抑制 . 文献［16］在Hilbert空间中构造了 L2范
数综合天线方向图的方法，在波束赋形和副瓣抑制上

取得了较好效果 . 但文献［14~16］所用模型的作用维度

仍是角度，并不适于RFI技术 . 在精确电子战的副瓣区

域能量抑制研究中，文献［17］将各副瓣区域信号的 L1
范数作为正则项引入RFI模型，在副瓣区域的能量抑制

上取得了一定效果 . 但在某些情景下，L1范数正则项仅

能使副瓣区域总能量得到抑制，栅瓣区域仍具有较大

能量 .
针对上述问题，本文提出一种基于 L∞范数评估栅

瓣区域能量的方法，并将 L∞范数作为正则项以抑制副

瓣区域最大能量 . 采用交替方向乘子法（Alternating Di‑
rection Method of Multipliers，ADMM）将原问题分解为

交替迭代的两个子问题：对于子问题 I，根据贪婪算法

推导了其闭式解 . 对于子问题 II，我们对目标函数进行

光滑化处理，采用梯度下降法求解 . 本文通过仿真实验

比较了不同模型产生的能量分布图，以及正则化参数

对模型的影响，从而说明其有效性 . 此外，算法分析表

明本文算法相对现有算法具有占优的计算效率，并能

避免求解子问题 I时出现的不收敛的情形 .
2 低副瓣阵列区域聚焦照射评价准则

图 1所示为精确电子战示意图，干扰目标与若干友

邻设备均位于XOY平面，其坐标由先验信息已知，分别

为 rT与 rPi，i = 1，2，⋯，p，其中 rT，rPi ∈ R1 × 3，p为友邻设

备个数 . 考虑到设备尺寸以及不可避免的探测误差，我

们将干扰区域及保护区域分别扩展为半径为 rT与 rP的
圆形区域Ω T与Ω Pi. 含有M个阵元的超稀疏阵列位置

分别为 r i ∈ R1 × 3，i = 1，2，⋯，M，其阵元间距远大于发

射信号半波长［12，17］ . 各阵元采用波形分集技术［11］，所
发射信号为 xm ( t )，其中m = 1，2，⋯，M，则在采样时刻

tn，发射信号可用如下向量形式表示：

x = [ x1，x2，⋯，xM ]T （1）
其中 xm ∈ C，x ∈ CM × 1，( ⋅ ) T表示转置运算 . 在分布式

阵列的研究中，信号传播模型通常不考虑多径传播及

阴影衰落的影响［12，13，17~19］，因此各阵元发射信号至某

一点σ的广义导向矢量a (σ )可表示为：

a (σ ) =
é

ë

ê

ê
êê
ej2πf0τ1 (σ )

 r1 - σ 2
，
ej2πf0τ2 (σ )

 r2 - σ 2
，⋯，

ej2πf0τM (σ )
 rM - σ 2

ù

û

ú

ú
úú

T

（2）

其中 σ ∈ R1 × 3，a (σ ) ∈ CM × 1，f0 为发射信号的载波频

率，c表示电磁波传播速度，τm (σ ) =  rm - σ 2 /c为第m

个 阵 元 的 发 射 信 号 从 rm 处 至 σ 处 的 传 播 延 时 ，

1/  rm - σ 2为信号在空间的传播衰减 . 则阵列在点σ

处的合成信号S (σ )可以表示为：

S (σ ) = a (σ )Hx （3）
其中 S (σ ) ∈ C，( ⋅ )H表示共轭转置 . 则点σ处的合成

功率为：

P (σ ) = | S (σ ) |2 = xHa (σ )a (σ )Hx （4）
对某一区域Ω α内所有点的合成功率进行积分，可

得Ω α内的总能量EΩ α
为：

EΩα = ∫Ωα P (σ )dσ （5）
为求得式（5）的解析形式，将区域Ω α分为N个离散

化网格σn，其中 n = 1，2，⋯，N. 若每个离散网格的面积

为ΔS，则当N → ∞时，式（5）可近似表示为［17］：

EΩ α
= lim

N → ∞∑
n = 1

N

xH a (ξn )a (ξn )HxΔS
= xH (∑

n = 1

N ΔSA (ξn ))x
（6）

其中A (ξn ) = a (ξn )a (ξn )H是Hermitian矩阵，为表达简洁

我们以 Qα =∑
n = 1

N ΔSA (ξn )表示区域 Ω α的功率乘子 . 因
此，目标区域Ω T的总能量和保护区域Ω P的总能量可写

为如下形式：

ì

í

î

ïï
ïï

EΩ T = xHQTx

EΩ P =∑
i = 1

p

xHQPix
（7）

为达到干扰目标区域并不影响保护区域的目标，

我们采用二者区域能量差值ORFI来评价RFI效果：
ORFI = EΩ T - EΩ P

= xHQTx -∑
i = 1

p

xHQPix

= xHQx
（8）

若整个关注区域为Ω，则副瓣区域Ω G可以表示为

1371
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Ω T与Ω P以外的其他区域 . 我们采用上述均匀离散的

方 法 将 副 瓣 区 域 Ω G 划 分 为 NG 个 网 格 点 ζg，g =
1，2，⋯，NG. 对于Ω G中的任一网格点 ζg，可根据式（2）
得到阵列至 ζg处的广义导向矢量 a (ζg )，将所有副瓣区

域离散点的广义导向矢量按列组合为副瓣区域的导向

矩阵可得：

G = éëa (ζ1 )，a (ζ2 )，⋯，a (ζNG )ùû （9）
其中G ∈ CM × NG. 考虑到L∞范数能够表达向量内所有元

素的最大模值，且具有优良的凸性，因此Ω G内栅瓣区

域合成信号的最大模值可以用OGL表示为：

OGL =  GHx ∞ （10）
由于信号模值与合成能量具有平方关系，因此可

以采用 OGL 来等效评估 Ω G 内栅瓣区域的最大能量 .
与文献［17］提出的 L1范数相比，OGL能更好地评价精

确电子战中副瓣区域的能量水平 . 尽管 L1范数具有

良好的稀疏性，但发射信号 x由于维度受限，无法使

得规模极大的向量 GHx足够稀疏 . 此时将 L1范数作

为正则项引入模型，仅能惩罚并抑制副瓣区域总能

量，仍会存在个别合成信号模值较大的离散点，对应

的栅格区域能量依然较高 . 因此，L∞范数更能反映副

瓣区域的能量水平，也更适合作为 RFI模型中的正

则项 .

3 低副瓣阵列区域聚焦照射原理

3. 1 基于ADMM的低副瓣阵列区域聚焦照射算法

精确电子战的目标是实现最大程度的区域聚焦照

射并尽可能压低副瓣区域中的能量，因此在优化问题

中应最大化ORFI，最小化OGL. 本文将OGL作为正则项以

惩罚栅瓣区域能量，进而从整体上抑制副瓣区域能量 .
关于低副瓣阵列区域聚焦照射的多目标优化问题表

示为：

max
x
xHQx - γ  GHx ∞

s.t.| xi |2 = 1，i = 1，2，⋯，M （11）
其中，γ为OGL的正则化参数，可以根据实际情况进行选

择，以在模型中达到不同的惩罚效果；约束条件表示各

独立阵元均采用最大且归一化的发射功率 . 为了使优

化问题（11）中的目标函数具有凸性且便于处理，引入

一 个 Hermitian 半 正 定 矩 阵 P = ηIM - Q，其 中

IM ∈ RM × M为单位对角矩阵，η为Q矩阵的最大特征值 .
因此优化问题（11）可以等价表示为：

min
x
xHPx + γ  GHx ∞

s.t. | xi |
2 = 1，i = 1，2，⋯，M （12）

虽然优化问题（12）中的目标函数关于 x具有凸性，

但由于约束条件的复杂性及非凸性难以直接求解 . 因
此，我们采用ADMM框架将原优化问题（12）分解为交

替迭代的两个子问题 . 由于 ADMM仅适用于实值问

题，引入如下参数：

ì

í

î

ï

ï

ï
ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï
ï

x r = [ ]Re{ }x T
，Im{ }x T T

G r = é
ë
êê

ù

û
úú

Re{ }G -Im{ }G
Im{ }G Re{ }G

U r = é
ë
êê

ù

û
úú

Re{ }U -Im{ }U
Im{ }U Re{ }U

P r = U T
r U r

（13）

其中，Re{ ⋅ }和 Im{ ⋅ }分别表示提取实部和虚部的算

子；U矩阵由 P矩阵进行 Cholesky分解而得到，且满足

P = UHU的关系 . 因此优化问题（12）可转化为等价实

值问题：

min
x
x r

TP rx r + γ  G T
r x r ∞

s.t.(x r) 2
i
+ (x r) 2

i + M = 1，i = 1，2，⋯，M （14）
通过引入新变量及罚函数，可以采用ADMM框架

将优化问题（14）表达为交替迭代的两个子问题［20］ . 若
当前迭代步为 t，则两个子问题可表示如下：

子问题1

min
xt + 1r

( x t + 1
r )T Pr ( x t + 1

r ) +
ρt

2
 x t + 1

r - z t
r + λt 2

2

s.t. (x t + 1r ) 2
i
+ (x t + 1r ) 2

i + M = 1，i = 1，2，⋯，M （15）
子问题2

min
zt + 1r

γ  G T
r z t + 1r ∞ + ρ

t

2  x t + 1r - z t + 1r + λt 2
2 （16）

其中，λ ∈ R2M × 1为引入的对偶向量，ρ ∈ R是 x t + 1r 与 z t + 1r

之间欧式距离的罚因子 . ρt + 1与λt + 1的迭代更新表达式

分别为：

图1 精确电子战示意图
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λt + 1 = λt + x t + 1r - z t + 1r （17）
ρt + 1 = ρt ⋅ {1，  x t + 1r - z t + 1r 2 ≤ 0.98 x tr - z tr 2

1.01，else （18）
交替求解子问题 1与子问题 2，直至 x t + 1r 与 z t + 1r 收

敛，可以得到优化问题（12）的解 . 基于 ADMM的低副

瓣阵列区域聚焦照射算法框架如图2所示：

3. 2 基于贪婪的求解子问题 I算法

由于子问题 I中的约束条件使得问题求解极为复

杂，所以我们在ADMM框架中第 t次迭代时，将子问题 I
重新转化为如下优化问题以便于求解：

min
xt + 1
(x t + 1 )HP (x t + 1 ) + ρt2  x t + 1 - z t + λ̂t 2

2

s.t. | xi |
2 = 1，i = 1，2，⋯，M （19）

优化问题（19）中 z t和 λ̂t分别是 z tr和λt的复数形式，

为当前迭代的已知量，并满足 z t = Tz tr，λ
t = Tλ̂t关系式，

其中 T = [ IM，jIM ]. 文献［17］对优化问题（19）采用极

大‑极小（Majorization‑Minimization，MM）算法进行求解，

该算法在求解时通过迭代并引入一系列新的目标函数

进行放缩 . 但该优化问题的约束条件限定了其解空间

为多个希尔伯特球面的交集，通过放缩并迭代求解时

可能会陷入某一不收敛的恶劣区间，使得算法无法求

解 . 根据求解恒模约束下优化问题的贪婪算法［21，22］，我
们给出优化问题（19）的闭式解 . 将优化问题（19）中的

约束条件代入目标函数可得：

F ( x t + 1) = ( x t + 1)H P ( x t + 1) +
ρt

2  x t + 1 - z t + λ̂t
2

2

= ( x t + 1)H P ( x t + 1) +
ρt

2
M - 2Re{ρt

2
(z t - λ̂t)H

x t + 1}
+
ρt

2
(z t - λ̂t)H (z t - λ̂t)

= ( x t + 1)H P ( x t + 1) - 2Re{ρt

2
(z t - λ̂t)H

x t + 1}
+H1 (z t，λ̂t) (20 )

其中，H1 (z t，λ̂t)是常数项 . 因此，优化问题（19）可等价为：

min
xt + 1
(x t + 1 )HP (x t + 1 ) - 2Re{ρt2 (z t - λ̂t)Hx t + 1}

s.t. | xi |
2 = 1，i = 1，2，⋯，M （21）

令 x t + 1k ，z tk，λ̂
t
k分别表示仅保留 x t + 1，z t，λ̂ t 中前 k个

元素的向量，Pk表示P矩阵中保留前 k行和前 k列的子

矩阵，则 x t + 1 中第 k+1个元素的解 x t + 1 (k + 1)可以表

示为［22］：
ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

x͂ = éë ù
û( )x t + 1k

T
，x

T

F2 ( )x = x͂HPk + 1 x͂ - 2Re{ }ρt

2 ( )z tk + 1 - λ̂ t
k + 1

H
x͂

x t + 1 (k + 1) = arg min
|| x 2 = 1

{ }F2 ( )x (22)
其中，( ⋅ ) *表示复数共轭 . 因此式（22）中目标函数的标

量形式为：

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

H2 =∑
i = 1

k

x (i ) pi (k + 1) - ρ
t

2 [ ]z t (k + 1) - λ̂ t (k + 1)

F2 ( )x = x͂HPk + 1 x͂ - 2Re{ }ρt

2 ( )z tk + 1 - λ̂ t
k + 1

H
x͂

= 2Re{ }H2x + G0 (23)
其中，G0是常数项，z t (i )，λ̂ t (i )和 x (i )分别表示向量 z t，λ̂t

和 x t + 1k 中的第 i个元素，pij表示矩阵Pk + 1中第 i行第 j列

的元素 . 由线性空间关系可知，x t + 1 (k + 1)具有如式

（24）的闭式表达：

ì

í

î

ïï
ïï

ϕ = π - arg{ }H2

x t + 1 (k + 1) = arg min
|| x 2 = 1

{ }Re ( )H2x = ejϕ （24）

其中，arg ( ⋅ )算子表示复数相位 . 由于优化问题（21）中

的解具有 x t + 1 = [ ejϕ1，ejϕ2，⋯，ejϕM ]T的形式，令 x t + 1 (1) =
ej0 = 1，并将 k = 1，2，⋯，M - 1依次代入式（24），可得

优化问题（21）的解 xt + 1.

图2 基于ADMM的低副瓣阵列区域聚焦照射算法框架
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3. 3 基于梯度下降的子问题 II算法

在ADMM进行第 t次迭代时，根据算法 1可以求解

xt + 1，下面根据优化问题（16）对 z t + 1进行求解 . 子问题

II是一个无约束的混合范数凸问题，采用YALMIP工具

包可直接求解［23］，但使用工具包求解将产生大量的计

算冗余，导致算法整体效率下降 . 为此，我们基于梯度

下降给出求解子问题 II的高效算法 .

由于优化问题（16）中L∞范数的存在使得目标函数

非光滑且不可导，因此在采用梯度下降法之前需要对

L∞范数近似光滑化处理［24］：

 u ∞ → μ ln é
ë
êê∑
i = 1

n e
ui
μ + e-

ui
μ
ù

û
úú （25）

其中，u ∈ Rn，μ为光滑化因子，满足μ → 0. 根据式（25），
子问题 II可近似改写为：

min
zt + 1r

γμ ln é
ë
ê
ê∑
i = 1

2NG e
(GTr z t + 1r ) i

μ + e-
(GTr z t + 1r ) i

μ
ù

û
ú
ú + ρ

t

2  x t + 1r - z t + 1r + λt 2
2

（26）
其中，x t + 1r ，λt，G r 为已知矩阵 . 设目标函数为 J ( z t + 1r )，则
在第 p步迭代时，目标函数对 ( z t + 1r )p的梯度为［25］：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

H3 =∑
i = 1

2NG ( )1
μ
e
(GTr ( z t + 1r )p ) i

μ - 1
μ
e-
(GTr ( z t + 1r )p ) i

μ G T
r i

H4 =∑
i = 1

2NG e
(GTr ( z t + 1r )p ) i

μ + e-
(GTr ( z t + 1r )p ) i

μ

∇J ( ( z t + 1r )p ) = - γμH3
H4

- ρt [ ]( z t + 1r )p - (x t + 1r - λt )

（27）

其中，(G T
r ( z t + 1r )p)

i
表示 G T

r ( z t + 1r )p ∈ R2NG × 1向量中的第 i

个元素，G T
r i ∈ R2M × 1表示G T

r ∈ R2M × 2NG矩阵中的第 i列
向量，因此 ( z t + 1r )p + 1的表达式为：

( z t + 1r )p + 1 = ( z t + 1r )p - β∇J ( ( z t + 1r )p ) （28）

根据子问题 I和 II的算法交替求解至ADMM框架

收敛，即可得到实现低副瓣阵列区域聚焦照射的发射

信号 .
4 仿真实验及分析

为验证算法有效性，我们设置如下情景进行仿真

实验：目标点位于坐标原点（0m，0m，0m），友邻设备的

中心 坐 标 分 别 为（20m，25m，0m）、（-20m，10m，

0m）、（-15m，-25m，0m）、（10m，-20m，0m）；目标区域

半径为 rT = 5m，保护区半径为 rP = 2m，目标区域Ω T与
保护区域Ω P位于XOY平面内，其余区域为副瓣区域Ω G，
XOY平面内关注范围为（-50m，50m）×（-50m，50m），离

散网格分辨率为0. 25m×0. 25m；为方便对比，我们将发射

信号载频设为与文献［13，17］相同的参数 f0 = 1GHz. 算
法参数方面，惩罚因子初值为 ρ0 = 1，拉格朗日向量初值

λ0 = 0 ∈ RM × 1［20］，无穷范数近似光滑化因子μ = 10-5［24］，
子问题 II中梯度下降法学习因子β = 0.5［25］.
4. 1 算法效果对比

实验设置的超稀疏阵列由M = 10个阵元组成，并

随机分布于距 XOY平面 d = 1000m的同一平面内 . 为
说明算法有效性，我们将本文算法与文献［17］提出的

两种RFI模型进行对比：一种是不考虑副瓣区域的RFI
模型，目标函数中仅存在区域聚焦二次项（Quadratic
Term，QT），我们将其称之为QT模型 . 另一种是在模型

中加入 L1范数正则项，目标函数存在二次项以及 L1范
数项的RFI模型，我们称之为QT‑L1模型；同理，本文提

出模型称为QT‑L∞模型 . 我们在QT‑L∞模型中分别设置

γ1 = 10，γ2 = 30，γ3 = 50与文献［17］的两种模型进行

对比，并分析QT‑L∞模型中不同正则化因子的影响 .
根据各自模型的算法及式（6），可计算出每个离散

网格内的能量 . 由 1/d2进行归一化并采用对数 dB制表

示，可得 XOY平面关注范围内的能量分布图 . 如图 3~
图 7所示，目标区域Ω T由黑色圆线表示，保护区域Ω P
由白色圆线表示，图中红色部分表示相应区域能量较

高，蓝色区域表示相应区域能量较低 . QT模型虽然能

够达到区域聚焦照射的目标，但副瓣区域能量较高 .
QT‑L1模型能在一定程度上压低副瓣区域能量，但由于

模型中的 L1范数项仅能对副瓣区域的总能量进行抑

制，最终仍在栅瓣区域形成了较大的能量 . 而QT‑L∞模
型能够较好地克服QT‑L1模型中的缺点，有效压低了副

瓣区域的总能量，并且较好地限制了栅瓣区域的最大

能量，在三个模型中副瓣能量最低 . 而且图 5和图 6中
QT‑L∞模型的RFI效果均较QT‑L1模型好，说明QT‑L∞模
型在合适的正则化因子下，各项性能均优于 QT‑L1模
型，在这三种模型中综合效果最佳 . 此外，从图 5~图 7
的对比中可以发现：当正则化因子过大时，QT‑L∞模型

算法算法1 基于贪婪的求解子问题基于贪婪的求解子问题 I算法算法

1. x t + 1 (1) = 1，k=1；
2. 更新x t + 1

k ，z t
k，λ̂

t
k向量以及Pk矩阵；

3. 根据式（24）计算 x t + 1 (k + 1)；
4. k ← k + 1；
5. 如果 k >M，则跳出循环并输出 xt + 1，否则跳转至步骤2.

算法算法2 基于梯度下降的求解混合范数子问题基于梯度下降的求解混合范数子问题 II算法算法

1. ( z t + 1
r )0 = x t + 1

r ，p=0；
2. 更新G T

r ( z t + 1
r )p向量；

3. 根据式（27）、式（28）计算 ( z t + 1
r )p + 1；

4. p ← p + 1；
5. 如果满足迭代停止条件，则终止并输出 ( z t + 1r )p + 1；否则跳转至步

骤2.
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虽然得到了更好的副瓣区域能量抑制效果，但也牺牲

了一定的区域聚焦性能 . 本质原因在于多目标优化模

型中不同的正则化因子会赋予各目标不同的权重，导

致在求解模型时各目标的结果产生差异 .

图3 QT模型下能量分布图

图4 QT‑L1模型下能量分布图

图5 QT‑L∞模型下γ = 10时能量分布图

4. 2 模型性能分析

为进一步分析各模型性能，我们将三种模型对应

算法运行 50次，并对结果的平均性能进行分析 . 表 1列
出了三种模型的性能指标：Ω T内最小能量值 ET，Ω P内

最大能量值 EP，Ω G内对应栅瓣区域的最大能量值 EG，
Ω T内平均能量AveT，Ω P内平均能量AveP，Ω G内平均能

量AveG，有效干扰率ωT，误干扰率ωp，副瓣区域风险率

ωG. 其中ωT、ωp以及ωG的定义如式（29）所示：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ωT =
∑
i = 1

NT
I (ETi - cT )
NT

ωP =
∑
i = 1

NP
I (EPi - cP )
NP

ωG =
∑
i = 1

NG
I (EG i - cG )
NG

（29）

其中 I (·)表示单位阶跃函数，干扰阈值 cT = 15dB，误干

扰阈值 cP = 8dB，副瓣区域阈值 cG = 12dB.
由表 1结果可见，QT‑L∞模型与QT‑L1模型在综合性

能上均优于QT模型，并且当γ = 10或 30时，QT‑L∞模型

的副瓣区域性能明显优于QT‑L1模型 . 说明在合适的正

图6 QT‑L∞模型下γ = 30时能量分布图

图7 QT‑L∞模型下γ = 50时能量分布图
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则化因子下，QT‑L∞模型的各项指标上均较QT‑L1模型

有提升 . 然而，当γ3 = 50时，QT‑L∞模型较QT‑L1模型的

优势体现在副瓣区域的能量抑制上，并且与 γ1 = 10及
γ2 = 30的QT‑L∞模型存在一些性能差异 . 造成这些差

异的原因主要是过大的正则化因子使得QT‑L∞模型更

多关注副瓣区域抑制项，从而导致区域聚焦照射项产

生了一定的恶化 . 这说明采用此模型实施精确电子战

时，需要综合考量以选择合适的正则化因子，不能过分

关注副瓣区域抑制效果，从防止对精确干扰效果产生

较大影响 .

4. 3 算法分析

本文与文献［17］的算法均采用了ADMM框架，具

有较高的计算效率 . 但本文算法与之相比具有两方面

的优势：一是本文算法在求解子问题 I时能够避免因不

收敛而无法求解的情形，算法可用性更强；二是本文算

法的计算效率更高，在相同计算复杂度下 CPU运行时

间更低 . 为验证本文算法的优势，进行图 8（a）~8（c）的

仿真实验 .
如图 8（a）所示，我们在各超稀疏阵列规模下设置

50组阵列进行蒙特卡洛实验，得到了不同规模下子问

题的平均迭代次数以及算法的平均运行时间 .“Sub1
in M1”蓝色曲线表示QT‑L1模型中采用了MM算法求解

子问题 I的迭代次数，实验中我们剔除了一些因不收敛

无法求解的情形 .“Sub1 in M2”橙色曲线表示QUAD‑
L∞模型中求解子问题 I所需迭代次数，该算法迭代次数

与超稀疏阵列规模成正比，与“Sub1 in M1”算法的计算

复杂度均为O (M ).“Sub2 in M1”黄色曲线采用了近端

梯度算法对无约束 L1‑L2混合范数进行求解，而“Sub2
in M2”紫色曲线采用了梯度下降算法对L∞‑L2混合范数

进行求解，两种算法的计算复杂度均为O (M ). 可见本

文与文献［17］算法均具有同样高效的 O (2M )计算复

杂度 .
在图 8（b）中，我们对各超稀疏阵列规模M进行 100

次蒙特卡洛实验来分析MM算法求解子问题 I的成功

率 . 当超稀疏阵列规模较大时，采用MM算法求得子问

题 I的成功率极低，特别是M ≥ 90时，该算法几乎无法

求解子问题 I，需要多次运行算法 . 造成这一问题的主

要原因是子问题 I的解空间为多个希尔伯特球面交集，

在M较大时其解空间极为复杂，进行迭代放缩时算法

容易陷入不收敛的恶劣区间，导致无法得到子问题 I的
解，这也进一步说明了本文算法在求解子问题 I上的

优势 .
如图 8（c）所示，我们在各阵列规模下设置 50组阵

列进行蒙特卡洛实验，分析两种算法的 CPU平均运行

时间 . 虽然两种算法的计算复杂度相同，但从CPU运行

时间上来看，本文算法效率略优于文献［17］中算法 . 当
MM算法成功求解子问题 I时，本文算法的优势体现在

子问题 II的求解上 . 由于文献［17］采用近端梯度法求

解 L1范数项时存在对M阶矩阵求逆的过程，极大消耗

了计算资源，并拖累CPU运行时间 . 当M较大时，这种

影响将进一步放大 .

表1 RFI模型性能指标分析

性能指标

QT
QT‑L1

QT‑L∞（γ1 = 10）
QT‑L∞（γ2 = 30）
QT‑L∞（γ3 = 50）

ET（dB）
10. 07
9. 46
10. 89
10. 66
9. 23

EP（dB）
10. 46
9. 04
6. 88
6. 93
6. 15

EG（dB）
19. 41
19. 24
13. 96
13. 53
10. 72

AveT（dB）
16. 23
17. 43
18. 94
18. 55
15. 79

AveP（dB）
5. 70
5. 35
4. 32
4. 38
3. 27

AveG（dB）
12. 11
9. 18
6. 87
6. 24
4. 51

ωT（%）
72. 94
84. 10
92. 25
90. 74
69. 17

ωP（%）
39. 42
29. 81
11. 33
11. 36
6. 72

ωG（%）
57. 15
25. 34
9. 76
7. 28
3. 20

(a) 各子问题迭代次数 (b) MM算法求解成功率 (c) 算法运行时间

图8 算法分析
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5 结束语

本文研究了低副瓣阵列区域聚焦照射的发射信号

设计问题 . 通过在RFI模型中引入L∞范数正则项，有效

克服了 L1范数正则项导致的副瓣区域总能量得到抑

制，但某些栅瓣区域能量较大的缺陷 . 我们基于ADMM
框架将目标函数分为交替迭代的两个子问题：通过贪

婪算法给出子问题 I的闭式解，避免了MM算法在某些

情况下不收敛的情形，并通过梯度下降法进一步提高

了求解子问题 II的计算效率 . 仿真结果表明，本文模型

相较于现有方法效果更优，且算法实用性更强 . 值得注

意的是，选用本文模型实施精确电子战时，需要根据实

际情况选取合适的正则化参数 . 另外，我们在信号传播

模型上进行了一定假设和简化，我们在下一步的工作

中将据此完善 .
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