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转置投影包络线性判别分析
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摘　要：　线性判别分析（Linear Discriminant Analysis，LDA）是一种运用广泛的特征提取方法，其以Fisher判别准

则为指导，增强子空间中异类样本区分性和同类样本紧凑性，提高了降维结果质量，具有成熟、易解释、简单高效等优

点，迄今为止仍是学术界和产业界的研究热点之一。诸多学者对 LDA 进行了改进以进一步提高其性能，然而这些

LDA变体方法直接建模在原样本粒度上，只利用了样本自身存在的信息。由DIK（Data-Information-Knowledge）模型表

明，人类获取知识有三个层次，即数据层、信息层，以及知识层，数据首先应当被转换为信息，然后再从信息中学习知

识。由人类认知机制表明，信息层不仅包含了原始输入自身信息，还包含了与其相似输入间的关联信息。将其类比于

LDA降维过程，提取到的特征即为信息，该信息也应当包含相似样本间的关联信息，以提高下游任务性能。且已有相

关研究表明，相似样本间存在的关联信息对机器学习模型构建、知识获取至关重要。即现有LDA存在缺陷，其对样本

信息的利用不够完备。针对上述问题，本文提出了转置投影包络线性判别分析（Transposed Projection Envelope Linear 
Discriminant Analysis，TPELDA）。首先，通过转置投影将原始样本转换为包含相似样本间关联信息的包络样本，转置

投影的核心思想为在样本维度上对一批最近邻样本进行降维，使得降维所得包络样本尽量包含该批样本所含信息；随

后基于包络样本利用Fisher判别准则学习降维子空间；同时引入分布差异惩罚项确保降维子空间对原始样本的适配

性；最后通过联合优化，该方法在考虑相似样本间关联信息的基础上使得投影到子空间中的样本具有更好的判别特

征，即该特征同时代表了样本自身信息以及相似样本间存在的关联信息。实验结果表明，TPELDA在给定的多个数据

集上相比相关对比方法性能更优，提升范围在 2.25%至 13.19%之间。此外，结合其他实验结果，表明了本文方法的有

效性。
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Abstract:　Linear discriminant analysis (LDA) is a widely used feature extraction method guided by Fisher’s discrimi⁃
nant criterion. It enhances the separability of dissimilar samples and the compactness of similar samples within the sub⁃
space, thereby improving the quality of dimensionality reduction results. With its mature, interpretable, simple, and efficient 
advantages, it remains one of the research hotspots in both academia and industry to date. Numerous scholars have refined 
LDA to further enhance its performance. However, these LDA variants model directly at the original sample granularity, uti⁃
lizing only the information inherent within the samples themselves. The data-information-knowledge (DIK) model indicates 
that human knowledge acquisition occurs across three levels: data, information, and knowledge. Data must first be trans⁃
formed into information, from which knowledge is then learned. Human cognitive mechanisms reveal that the information 
layer encompasses not only the inherent properties of raw inputs but also correlation information among similar inputs. 
Analogously, in LDA’s dimensionality reduction process, extracted features represent information that should also incorpo⁃
rate correlation information among similar samples to enhance downstream task performance. Furthermore, existing re⁃
search demonstrates that the correlation information between similar samples is crucial for machine learning model con⁃
struction and knowledge acquisition. This indicates that existing LDA has limitations, as it does not fully utilize sample in⁃
formation. To address these issues, this paper proposes transposed projection envelope linear discriminant analysis (TPEL⁃
DA). First, transposed projection transforms original samples into envelope samples that encapsulate correlation informa⁃
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tion among similar samples. The core idea of transposed projection is to reduce the dimensionality of a batch of nearest 
neighbor samples along the sample dimension, ensuring the resulting envelope sample retain as much information as possi⁃
ble from the original batch. Subsequently, Fisher’s discriminant criterion is employed to learn a reduced-dimension sub⁃
space based on these envelope samples. A distribution-difference penalty term is introduced to ensure the reduced sub⁃
space’s adaptability to the original samples. Finally, through joint optimization, this method enhances the discriminative fea⁃
tures of samples projected into the subspace by incorporating the correlation information among similar samples. Thus, the 
resulting features simultaneously represent both the intrinsic information of individual samples and the correlation informa⁃
tion among similar samples. Experimental results demonstrate that TPELDA outperforms relevant comparison methods 
across multiple datasets, achieving performance improvements ranging from 2.25% to 13.19%. Furthermore, combined with 
other experimental findings, the effectiveness of the proposed method is confirmed.

Keywords:　 linear discriminant analysis; dimensionality reduction; correlation information; distribution discrepancy; 
envelope learning; feature extraction
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0　引言

目前，高维数据的处理在机器学习领域日益普遍，

但面临数据稀疏性增大、计算开销增大等“维度诅咒”

问题［1-2］。特征间的相关性、冗余特征以及存在的噪声

往往也会导致机器学习模型性能的下降［3］。降维通过

将原始数据从高维空间映射到低维子空间，有助于解

决上述问题，其至今仍是研究热点之一［4-5］。
降维可分为无监督降维和有监督降维。无监督降

维在建模过程中未使用样本类别信息。常见的无监督

降维方法有：保留主要信息的 PCA（Principal Compo⁃
nents Analysis）［6］、考虑数据流形结构的 ISOMAP（ISO⁃
metric MAPping）［7］等。有监督降维在建模过程中使用

样本的类别信息。线性判别分析（Linear Discriminant 
Analysis，LDA）［8］作为一种有监督降维方法，其以Fisher
判别准则为指导，增强子空间中异类样本区分性和同

类样本紧凑性，提高了降维结果的质量，具有成熟、易

解释、简单高效等优点。因此，LDA 在图像识别、语音

识别等方面运用广泛，仍是学术界和产业界的研究热

点之一［9］。
近年来有许多学者从各方面对LDA进行了改进研

究。虽然这些研究取得了一定成效，但大多数着眼于

原样本进行建模，未考虑相似样本间存在的关联信息，

导致构建的降维矩阵性能有限。有研究表明，挖掘相

似样本间的关联信息用于机器学习模型构建，能有效

提高模型性能［10-11］。因此，本文从考虑相似样本间关

联信息出发，对LDA进行改进，提出了转置投影包络线

性 判 别 分 析（Transposed Projection Envelope LDA，

TPELDA）。

本文主要贡献和创新如下：（1）提出转置投影，用

于挖掘相似样本间的关联信息，将原样本自身信息以

及所挖掘的关联信息富集于生成的包络样本。（2）与现

有 LDA 改进方法基于原样本建模不同，本文方法基于

包络样本建模，以实现考虑相似样本间关联信息的投

影降维，为相关研究提供了新思路。（3）为确保降维子

空间对原始样本的适配性，引入分布差异损失项，提高

模型在原始样本上的泛化性能。（4）本文方法将上述三

部分进行联合优化，实现了降维子空间中包络样本的

最优构建。所提方法根据相似样本间的关联信息寻找

降维子空间，在给定的多个数据集上性能超过了相关

对比算法，表明本文方法有效。

1　相关工作

近年来，有诸多学者针对原始 LDA 进行改进以克

服其存在的各种问题，一些代表性的改进工作如下。

原始 LDA 为迹比值问题，不易求解。有学者对其

分母添加约束转为另一优化问题，然而两优化问题并

不等价，且存在小样本量问题。Mahadi 等人［12］利用非

线性协方差矩阵估计器解决此问题。还有一些方法如

OLDA（Orthogonal LDA）［13］使用逆代替求解，然而该方

式缺乏理论依据。Wang 等人［14］成功将原始 LDA 优化

问题转化为另一个等价优化问题，并设计一种迭代求

解算法，解决了 LDA的求解以及小样本量问题。Ye等
人［15］进一步对该方法的收敛性进行了严格证明。

此外，LDA 隐含各类数据由多元高斯分布生成的

假设，所以其在具有复杂分布的多模态数据上表现不

佳［16］。一些学者通过引入邻接矩阵来解决此问

题［17-19］。Zhu 等人［20］通过构建内在图和惩罚图考虑数

据的结构信息。Zhou 等人［21］则将 LDA 建模为一个考

虑观察数据和隐藏数据区分性的潜在表示框架，并提

出等距结构学习以捕获内在局部结构信息。

另一些学者从减小噪声角度出发对 LDA 进行改

进。Li等人［22］将迹比值LDA与 l2p 范数相结合，同时考

虑特征提取以及特征选择。Wen 等人［23］提出了 Rob⁃
SLDA（Robust Sparse LDA），其对映射矩阵添加 l21 范数

惩罚，同时还受PCA启发添加重构误差最小约束，并对

重构误差进行 l1 范数约束。Li等人［24］提出了类内和类
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间核约束，同时考虑欧式距离以及余弦距离，进一步提

高了相近数据点间的可分离性和幅度差异。Liu 等

人［25］在RobSLDA的基础上进行改进提出了RobSLDA+
（RobSLDA Plus），将RobSLDA优化目标中的 l21、l1 范数

分别替换为 l20、l0范数，以获得更优的抗噪声性能。

还有一些学者也从其他方面对 LDA 进行改进。

Yang等人［26］基于调和平均的性质，提出了一种比值和

最小化准则，避免了原始迹比值最大化准则中存在的

最大目标值支配问题。Li 等人［27］通过发掘 LDA 与 K-

means［28］之间的联系，提出了一种权重自学习的无监督

LDA方法。Lam等人［29］则基于分类理论误差的新表达

式开发了一种LDA方法。

总的来说，现有针对 LDA 算法的改进研究已在一

定程度上提升了分类性能。然而，这些方法普遍基于

原始样本进行建模，忽略了相似样本间潜在的关联信

息，尚未从该视角对LDA进行系统性优化。

2　动机

在 知 识 建 构 理 论 中 ，DIK（Data-Information-

Knowledge）模型［30］为理解人类知识获取与转化过程提

供了一个层次框架。DIK模型的示意图如图 1所示，其

由数据层、信息层以及知识层组成。数据代表人类通

过感官接收到的原始输入。这些数据本身并无结构或

意义，仅仅是对外部世界的原始反映，经过初步加工

后，数据被转化为具备上下文和语义的信息。进一步

地，人类在不断的经验积累、信息整合中，将信息内化

为知识，即能够用于推理、判断的认知结构。类比于机

器学习模型，数据对应于模型接收到的原始输入样本。

其次，通过特征提取等操作，原始样本被转化为具备结

构和上下文的信息。最后，通过学习大量信息，提取其

中的潜在模式和规律，形成知识，完成模型的训练。

人类认知机制表明，人类大脑在处理输入时，并非

孤立地对该输入进行独立解读，而是倾向于与已有经

验和记忆中相似的输入建立关联，以构建更丰富的认

知表征［31］。这意味着DIK模型当中的信息层除了包含

对单一输入自身加工所得信息，还包含了该输入与其

相似输入间的关联信息。类比于机器学习模型，对样

本的处理不应当单独进行，而应当与其相似样本建立

关联后再进行处理，以此模式提取到的特征不仅包含

了样本自身的信息，还包含了该样本与其相似样本间

的关联信息，能进一步提高模型的性能，即机器学习模

型的构建应当考虑相似样本间的关联信息。近年来也

有研究表明考虑相似样本间的关联信息能有效提高机

器学习模型性能。Xia 等人［32-33］通过构建粒球包含相

似样本间的关联信息，李帆等人［34］通过聚类挖掘相似

样本间的关联信息，分类性能都有显著提升。Li 等

人［35］通过对同属于一个对象的多个帕金森语音样本进

行变换以提取它们间的关联信息，显著提高了诊断准

确率。

基于以上分析，本文通过考虑相似样本间的关联

信息，对LDA进行改进。首先定义样本的相似样本：与

该样本同类别的K近邻样本视为与其相似的K个样本。

两样本相似，其类别相同为一大前提。其次，利用一种

非常朴素的思想来衡量两个样本的相似程度，即欧氏

距离，某样本离该样本越近，则认为其与该样本的相似

程度越高。将该样本与其 K 近邻样本构成的集合称

之为该样本的样本包络，样本包络生成过程示意图

如图 2①所示。随后利用待学习向量 pÎRK + 1 将该样

本与其相似样本进行加权融合以使得该样本与其相似

样本建立关联，加权融合生成的新样本包含了该样本

自身信息以及与其相似样本间的关联信息，将生成的

新样本称之为该样本的包络样本。p 的学习主要通过

转置投影进行。随后基于包络样本进行 Fisher准则建

模学习降维矩阵Z，此种方式获得的降维矩阵Z考虑了

相似样本间的关联信息，质量得到提升。

然而，Z基于包络样本建模获得，不适用于原样本。

测试样本由于类别未知，按前述定义无法找到其相似

样本以构建样本包络，为规避该问题，引入分布差异损

失项，要求包络样本在子空间中的分布和原始样本在

子空间中的分布差异尽可能小。此外，将转置投影也

更改为在子空间进行，能确保映射后包络样本的质量。

将上述三部分进行联合优化即构成了本文所提方法，

其示意图如图2②所示。

此外，基于流形学习的降维方法通过构建图也引

入了样本间的关联信息，然而本文方法与此类方法具

有明显差异：（1）基于流形学习的降维方法对于关联信

息的利用为“隐式”，原始目的为结构保持；而本文方法

的目的则是要充分利用样本间存在的关联信息以改

善性能，即直接利用转置投影进行关联信息的“显

数据

信息

知识

图1　DIK模型

Figure 1　The DIK model
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式”挖掘。（2）基于流形学习的降维方法在建模过程中

未生成新样本，而本文方法则生成了包络样本，以利于

后续使用相似样本间存在的关联信息，更符合由 DIK
模型指出的知识获取过程。（3）基于流形学习的降维方

法通常为无监督学习，而本文方法为有监督学习，能够

提高子空间的判别能力。

3　方法

3. 1　符号说明

设X =[x1 x2 xn ]ÎRd ´ n包含所有样本，其中 d为

特征数，n 为总样本数。设每类样本构成的集合为

C1 C2 Cq。|Ci|代表第i类样本的个数。令ϕ(·)：Rd®Rm

为一非线性映射函数，用于将输入数据从原始空间Rd

映射至高维特征空间Rm，以便在该空间中应用线性方

法［36］，那么有 ϕ(X )= [ ]ϕ(x1 )ϕ(x2 )ϕ(xn ) ÎRm ´ n，同

时定义核函数K(x i x j )= ϕ(x i )Tϕ(x j )。令 ZÎRd′´m 为一

线性变换矩阵，用于将样本从高维特征空间Rm 映射至

潜在子空间Rd′，d′即为降维目标维度。令 tr(·)代表矩阵

的迹。 ||·||F 和 ||·||2 代表矩阵的 lF 范数以及向量的 l2 范

数。上标T代表转置。I代表单位矩阵，0代表零矩阵。

3. 2　转置投影包络线性判别分析

3. 2. 1　转置投影项

为挖掘相似样本间的关联信息，首先使用转置

投影将原样本变换为包络样本。在特征空间进行

建模，对 ϕ(x i ) 在原始空间中按照欧式距离寻找与

其 标 签 相 同的 K 近邻样本，对应特征空间中的

ϕ(x i1 )ϕ(x i2 )ϕ(x iK )，这些样本视作其相似样本。记

E i = [ ]ϕ(x i )ϕ(x i1 )ϕ(x i2 )ϕ(x iK ) ÎRm ´(K + 1) 为 ϕ(x i )

的样本包络。令 pÎRK + 1，用其对E i中的样本进行加权

求和以将 ϕ(x i )变换为包络样本
- -- -----
ϕ(x i ) =E i p，包络样本

的标签和原样本保持一致。

对于包络样本
- -- -----
ϕ(x i ) 而言，其第 j 个特征由 ϕ(x i )

ϕ(x i1 )ϕ(x iK )的第 j个特征与 p线性加权获得，此举

所得包络样本
- -- -----
ϕ(x i )的第 j个特征融合了 ϕ(x i )在第 j个

维度上所含的自身信息以及与其相似样本间在第 j个

维度上所含的关联信息。包络样本质量越高，要求每

一维度信息融合越多。由于PCA具有保留主要信息这

一特点，将其用于指导 p的学习。由 PCA可知，当使用

p 以及
- -- -----
ϕ(x i ) 的第 j 个特征对 ϕ(x i )ϕ(x i1 )ϕ(x iK ) 的

第 j个特征进行重构，重构误差最小时，第 j维度上信息

保留达到最大。当所有维度重构误差 ||E i -E i ppT||2
F 最

小时，此时
- -- -----
ϕ(x i )质量最优。将所有样本都按照这种方

式变换为包络样本，那么转置投影需最小化式（1）：

loss转置投影 =  ∑
i = 1

n

||E i -E i ppT||2
F （1）

传统 PCA 投影在特征维度方向进行。包络样本
- -- -----
ϕ(x i )则通过对 E i 在列方向上使用 PCA进行投影获得，

而由 E i 的构成方式可知，其列方向代表的是样本维度

方向，相当于进行了一个转置后再投影，所以该方法称

为转置投影。

①
…

原始样本 样本包络

K近邻搜索 形成样本包络

生成样本包络

包络样本

生成包络样本

Z Z

映射后原始样本 映射后包络样本

p 提高可分度

提高信息富集

减小分布差异

 ①样本包络生成过程

②所提方法TPELDA

图2　TPELDA思路示意图

Figure 2　Schematic diagram of TPELDA
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3. 2. 2　可分度项

基于转置投影获得的包络样本进行 Fisher 准则建

模，在考虑相似样本间关联信息的同时提高子空间中

包络样本的可分度，以优化子空间的寻找。令 Z =
Qϕ(X )T，其中QÎRd′´ n。Z用于将包络样本从特征空间

Rm 投影至子空间Rd′，在这个子空间中类别相同的包络

样本尽量靠近，类别不同的包络样本尽量远离，利于分

类。在该子空间中，同属第 i类别的包络样本类中心为
1

|Ci|
∑
xj ÎCi

Z
- -- -----
ϕ(x j ) =

1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ZE j p，所有包络样本的中心

为
1
n ∑

q = 1

n

Z
- -- ----- --
ϕ(xq ) =

1
n ∑

q = 1

n

ZEq p。根据Fisher准则，类内距

离定义为所有样本到其类中心的欧式距离平方之和，

那么投影到该子空间的包络样本类内距离如式（2）
所示：

∑
i = 1

q ∑
xk ÎCi(( )ZEk p -

1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ZE j p

T

)      ·( )ZEk p -
1

|Ci|
∑
xj ÎCi

ZE j p

   = tr(QSwQQT ) =  tr( pT Swp p)

（2）

其中，

SwQ =∑
i = 1

q ∑
xk ÎCi(( )ϕ(X )T Ek -

1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j p

)           ·pT( )ϕ(X )T Ek -
1

|Ci|
∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j

T （3）

Swp =∑
i = 1

q ∑
xk ÎCi(( )ϕ(X )T Ek -

1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j

T

QT

)          ·Q ( )ϕ(X )T Ek -
1

|Ci|
∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j

（4）

根据Fisher准则，类间距离定义为每个类别的类中

心到所有样本中心欧式距离的平方乘以该类样本数之

和，那么投影到该子空间的包络样本类间距离如式（5）
所示：

∑
i = 1

q (|Ci|·( )1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ZE j p -
1
n ∑

q = 1

n

ZEq p

T

)         ·( )1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ZE j p -
1
n ∑

q = 1

n

ZEq p

     = tr(QSbQQT )= tr( pT Sbp p)

（5）

其中，

SbQ =∑
i = 1

q (|Ci|·( )1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j -
1
n ∑

q = 1

n

ϕ(X )T Eq p

)           ·pT( )1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j -
1
n ∑

q = 1

n

ϕ(X )T Eq

T （6）

Sbp =∑
i = 1

q (|Ci|·( )1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j -
1
n ∑

q = 1

n

ϕ(X )T Eq

T

QT

)         ·Q ( )1
|Ci|

∑
xj ÎCi

ϕ(X )T E j -
1
n ∑

q = 1

n

ϕ(X )T Eq

（7）

根据Fisher准则，要求类间距离与类内距离的比值

尽可能大以使得样本可分度变大，即最大化式（8）：

loss可分度 =  
tr(QSbQQT )

tr(QSwQQT )
=

tr( pT Sbp p)

tr( pT Swp p)
（8）

在式（2）~（7）中出现的 ϕ(X )T 与样本包络的乘积

可 以 通 过 核 函 数 计 算 ，例 如 ϕ(X )T E i =

é

ë

ê
êê
ê
ê
êK(x1 x i )


K(xn x i )





K(x1 x iK )


K(xn x iK )

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
。

3. 2. 3　分布差异项

可分度的建模基于包络样本进行，这意味着需要

将训练样本和测试样本都通过转置投影变换为包络样

本。构建样本包络需寻找目标样本的相似样本，两样本

相似，前提为标签相同，对于测试样本，标签未知，只能

在所有样本中寻找 K 近邻样本以构成样本包络，这可

能会使得异类样本（即非相似样本）也参与到样本包络

的构建，即产生了错误的样本包络，进而导致不理想的

性能。

为规避上述问题，引入分布差异损失项，要求包络

样本在子空间中的分布和原始样本在子空间中的分布

差异尽可能小。已知包络样本在该子空间中具有较好

的分布，现直接对原始样本使用Z进行映射，由于分布

差异的惩罚，映射之后的原始样本也会获得不错的分

布。通过这种方式将原始训练样本使用 Z映射到子空

间作为新训练样本，将测试样本使用Z映射到子空间后

再进行测试，避免了上述问题。

使用线性核的最大均值差异［37］平方来衡量包络样

本和原始样本在子空间中的分布差异，即两种样本中

心的欧式距离平方，表示为式（9）：

loss分布差异 =








 







1

n ∑
k = 1

n

Zϕ(xk )-
1
n∑

j = 1

n

ZE j p

2

2

                   =








 







1

n ∑
k = 1

n

Qlk -
1
n∑

j = 1

n

QK j p

2

2

（9）

其中，lk = ϕ(X )Tϕ(xk )；K j = ϕ(X )T E j。
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3. 2. 4　联合优化目标函数

结合式（1）（8）（9），所提方法优化目标可以写为

式（10）：

min
pQ

∑
i = 1

n

||E i -E i ppT||2
F - μ 

tr(QSbQQT )

tr(QSwQQT )
+

         γ








 







1

n ∑
k = 1

n

Qlk -
1
n∑

j = 1

n

QK j p

2

2

 s.t. pT p = 1 QQT = I

（10）

其中，μ以及 γ为两个权衡参数，用于控制不同损失项的

重要性。为避免平凡解添加约束 pT p = 1以及QQT = I。

在式（10）中，如果进一步约束子空间的生成，使映射到

该子空间的包络样本仍然能从映射到该子空间的原始

样本融合尽可能多的关联信息，那么映射到该子空间

的包络样本质量有了进一步保障；从另一方面来看，经

映射的原始样本进行了特征提取，优于未映射的原始

样本，直接对映射后的原始样本进行转置投影变换为

映射后的包络样本，所得映射后包络样本质量也得到

提升。所以将式（10）改为式（11），作为所提方法最终

优化目标：

min
pQ

∑
i = 1

n

||QK i -QK i ppT||2
F - μ 

tr(QSbQQT )

tr(QSwQQT )

        +γ








 







1

n ∑
k = 1

n

Qlk -
1
n∑

j = 1

n

QK j p

2

2

 s.t. pT p = 1 QQT = I

（11）

3. 3　优化

所提方法优化目标式（11）中含有迹比值项，直接

该式进行优化并不容易，受文献［14］启发，通过引入

一个新的待优化变量 a，可以将式（11）的优化等价于

优化式（12）：

min
pQa

a2 tr(QSwQQT )- 2a μtr(QSbQQT )

       +∑
i = 1

n

||QK i -QK i ppT||2
F + γ









 







1

n ∑
k = 1

n

Qlk -
1
n∑

j = 1

n

QK j p

2

2

       s.t. pT p = 1 QQT = I

 （12）
在式（12）中，原有的迹比值项不再出现，优化目标

形式变得简单。通过定理 1可以证明优化式（12）等价

于优化式（11）。在式（12）中需要优化的变量有 p、Q、a，

可以通过分块坐标下降法［38］进行优化。

定理1 
优化式（12）等价于优化式（11）。

证明 
为证明简洁，将式（11）记为 min

pT p = 1QQT = I
J ( pQ) ，将

式（12）记为 min
pT p= 1QQT= Ia

J1 ( pQa) 。式（12）对a的梯度为

¶J1 ( pQa) 
¶a

= 2atr(QSwQQT )- 2 μtr(QSbQQT )（13）

令
¶J1 ( pQa* ) 

¶a*
= 0，则有：

a* =
μtr(QSbQQT )

tr(QSwQQT )
（14）

进而有：

J1 ( pQa* ) ≤ J1 ( pQa) "pQapT p = 1QQT = I（15）
其 中 ，当 a = a* 时 ，等 号 成 立 。 根 据 上 式 ，对 于

"pQapT p = 1QQT = I，要使得 J1 ( pQa) 最小，必然

满足式（14），所以最小化了 J1 ( pQa) pT p = 1QQT = I，

J1 ( pQa* ) pT p = 1QQT = I 的 值 也 达 到 了 最 小 。 而

J1 ( pQa* )= J ( pQ) 。那么有：

min
pT p = 1QQT = Ia

J1 ( pQa) Þ min
pT p = 1QQT = I

J1 ( pQa* ) 

                                          Þ min
pT p = 1QQT = I

J ( pQ) 
（16）

即优化式（12）等价于优化式（11）。证毕。

3. 3. 1　更新a

在 t+ 1次迭代中，固定变量pQ，丢弃与a的无关项，

并通过式（4）（7）更新 Swp Sbp 为 S t+ 1
wp S t+ 1

bp ，a通过式（17）
进行更新：

at + 1 = min
a

a2 tr( pT
t S t + 1

wp p t )- 2a μtr( pT
t S t + 1

bp p t )   （17）
直接对 a求梯度并令梯度为 0即可，即 a的更新如

式（18）所示：

2at + 1 tr( pT
t S t + 1

wp p t )- 2 μtr( pT
t S t + 1

bp p t ) = 0

Þ at + 1 =
μtr( pT

t S t + 1
bp p t )

tr( pT
t S t + 1

wp p t )

（18）

3. 3. 2　更新p

在 t + 1 次迭代中，固定变量 Qa，丢弃与 p 的无关

项，p通过式（19）进行更新：

p t+1= min
pT p=1

a2
t+1 tr( pT S t+1

wp p)-2at+1 μtr( pT S t+1
bp p)

          +∑
i=1

n

||Q t K i-Q t K i ppT||2
F+γ









 







1

n∑
k=1

n

Q t lk-
1
n∑

j=1

n

Q t K j p

2

2

      = max
pT p=1

tr ( )pT (sI-A t+1 ) p +tr(bT
t+1 p)

          +2at+1 μtr( pT S t+1
bp p)

       

（19）
其中，

A t + 1 = a2
t + 1 S t

wp -∑
i = 1

n

K i
TQ t

TQ t K i

            +γ
1

n2 ( )∑
j = 1

n

Q t K j

T( )∑
j = 1

n

Q t K j

（20）

bT
t + 1 = γ

2

n2 ( )∑
k = 1

n

Q t lk

T( )∑
j = 1

n

Q t K j （21）
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s为一常数且足够大，使得 sI -A t + 1 为半正定矩阵。

优化问题（19）可以使用文献［39］中的 GRA（General 
Reweighted Algorithm）进行优化。GRA 适用于如下形

式的最优化问题：

max
xÎΩ

 f (x)+ h(x) （22）
其中，h(x)为凸函数，其通过多次迭代以使得式（22）收

敛到最大值。迭代方式如式（23）所示：

x t + 1 = max
xÎΩ

 f (x)+ tr ( )h′ (x t )T x （23）
其中，h′ (x t )为 h(x)在 x t 处的梯度。在式（19）中，由于

sI -A t + 1 为 半 正 定 矩 阵 ，那 么 tr ( )pT (sI -A t + 1 ) p +

tr(bT
t + 1 p)为凸函数，为满足 GRA 的使用条件，下面通过

定理 2 证明式（19）中的 2at + 1 μtr( pT S t + 1
bp p) 也为一凸

函数。

定理2 
2at + 1 μtr( pT S t + 1

bp p) 为一凸函数。

证明 
S t + 1

bp 为半正定矩阵，分解为 S t + 1
bp =OOT。则有：

2at + 1 μtr( pT S t + 1
bp p) = 2at + 1 μ ||OT p||2，由于范数为凸

函数，对自变量进行仿射变换保凸，所以 ||OT p||2为凸函

数，a、μ非负，所以 2at + 1 μ ||OT p||2 为凸函数，继而原函

数为凸函数。证毕。

凸函数与凸函数之和仍然为凸函数，所以式（19）
优化目标为凸函数，满足 GRA 的使用条件，对 p 求梯

度有

¶ ( )tr ( )pT (sI -A t + 1 ) p + tr(bT
t + 1 p)+ 2at + 1 μtr( pT S t + 1

bp p)

¶p

        = 2(sI -A t + 1 ) p + b t + 1 + 2at + 1 μS t + 1
bp p μtr( pT S t + 1

bp p)

（24）
GRA 第 r + 1 次迭代时，p 的更新方式如式（25）：

pr + 1 = max
pT p = 1

tr ((2(sI -A t + 1 ) pr + b t + 1

))            +2at + 1 μS t + 1
bp pr μtr( pT

r S t + 1
bp pr )

T

p

       Þ pr + 1 =

2(sI -A t + 1 ) pr + b t + 1 +
2at + 1 μS t + 1

bp pr

μtr( pT
r S t + 1

bp pr )













 












2(sI -A t + 1 ) pr + b t + 1 +

2at + 1 μS t + 1
bp pr

μtr( pT
r S t + 1

bp pr )
2

（25）
所以，优化问题式（19）的求解可以通过式（24）

（25）得到，其完整过程如算法1所示。

3. 3. 3　更新Q

在 t + 1 次迭代中，固定变量 p、a，通过式（3）（6）更

新 SwQ、SbQ 为 S t + 1
wQ 、S t + 1

bQ ，丢弃与 Q 的无关项，Q 通过

式（26）进行更新：

Q t+1= min
QQT=I

a2
t+1 tr(QS t+1

wQ QT )-2at+1 μtr(QS t+1
bQ QT )

            +∑
i=1

n

||QK i-QK i p t+1 pT
t+1||

2
F+γ









 







1

n∑
k=1

n

Qlk-
1
n∑

j=1

n

QK j p t+1

2

2

        = max
QQT=I

tr(Q(s1 I-C t+1 )QT )+2at+1 μtr(QS t+1
bQ QT )

       

（26）
其中，

C t + 1 = a2
t + 1 S t + 1

wQ +∑
i = 1

n

K i K
T
i -K i p t + 1 pT

t + 1 K T
i

            +γ
1

n2 ( )∑
k = 1

n

lk -∑
j = 1

n

K j p t + 1 ( )∑
k = 1

n

lk -∑
j = 1

n

K j p t + 1

T  （27）

s1 为常数且足够大，使得 s1 I -C t + 1 为半正定矩阵。

参 照 定 理 2 的 证 明 过 程 同 样 可 以 得 出

2at + 1 μtr(QS t + 1
bQ QT ) 为凸函数，而由于 s1 I -C t + 1为半正

定 矩 阵 ，所 以 tr ( )Q(s1 I -C t + 1 )QT 为 凸 函 数 ，继 而

tr ( )Q(s1 I -C t + 1 )QT + 2at + 1 μtr(QS t + 1
bQ QT ) 为凸函数，满

足GRA的使用条件，在该式中对Q求梯度有

¶ ( )tr ( )Q(s1 I -C t + 1 )QT + 2at + 1 μtr(QS t + 1
bQ QT )

¶Q

          = 2Q(s1 I -C t + 1 )+ 2at + 1

μQS t + 1
bQ

μtr(QS t + 1
bQ QT )

   （28）

GRA第 r + 1次迭代时，Q的更新方式如式（29）：

Qr + 1 = max
QQT = I

tr ((2Qr (s1 I -C t + 1 )

))             + 2at + 1 μQr S t + 1
bQ μtr(Qr S t + 1

bQ Qr
T )

T

Q

（29）

进 行 奇 异 值 分 解 获 得 (2Qr (s1 I - C t + 1 ) +

算法11 基于GRA求解优化问题式(19)
输入：sA t + 1 b t + 1 S

t + 1
bp μat + 1

输出：p t + 1

1. 初始化p t + 1满足pT
t + 1 p t + 1 = 1

2. 重复

3.   根据式(24)计算目标函数在p t + 1处的梯度

4.   根据式(25)将上一步所得梯度进行归一化并赋值给p t + 1

5. 直到收敛
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)2at + 1

μQr S t + 1
bQ

μtr(Qr S t + 1
bQ Qr

T )

T

=UΣV T，则优化问题式（29）的

最优解为Qr + 1 =V [I0]U T。证明见定理3。
定理3 

对 ( )2Qr (s1 I -C t + 1 )+ 2at + 1

μQr S t + 1
bQ

μtr(Qr S t + 1
bQ QT

r )

T

进行

奇异值分解获得 UΣV T，则优化问题式（29）的最优解

为Qr + 1 =V [I0]U T。

证明 
式（29）目 标 函 数 可 以 重 新 写 为 tr(UΣV TQ)=

tr(ΣV TQU)，令Y =V TQU，则YY T = (V TQU)(V TQU)T = I。

tr(ΣV TQU)=∑
i = 1

d′

Σ(ii)Y(ii)，Σ(ii)、Y(ii)分别代表Σ、Y的第 i个

对角线元素，由于 YY T = I，则 |Y(i，i)| ≤ 1。考虑到奇异值

Σ(ii)非负，要使得∑
i= 1

d′

Σ(ii)Y(ii)最大，则Y(ii)= 1，即Y =[I0]，

根据Y =V TQU得出最优解Qr + 1 =V [I0]U T。证毕。

因此，优化问题式（26）的求解过程如算法2所示。

通过交替更新相关变量，所提方法可按照算法 3进

行迭代求解。

3. 4　复杂度分析

所提方法计算时间主要由距离矩阵计算耗时、核

矩阵计算耗时、执行算法3计算耗时组成。

构建样本包络时需计算距离矩阵，时间复杂度为

O(n2d)。为了构建 l i K i i = 12n，需要计算核矩阵，

本文核函数选用高斯核函数，即K(x i x j )= e-λ||x i - x j||
2
2，时

间复杂度为O(n2d)。在算法 3中：算法 1单次迭代的时

间复杂度为O(K 2 )；算法 2 单次迭代的时间复杂度为

O(nd′ 2 + n2d′ )；算法 3 迭代一次除开执行算法 1、2 的时

间 复 杂 度 为 O(nd′K 2 + n2d′K + n3 )，实 际 运 用 中 有

K n，所以进一步约等于O(n2d′K + n3 )。此外，更新 C

涉及到计算∑K i K
T
i ，其时间复杂度为O(n3 K)，这一项

可以提前计算而不参与迭代。

设算法 1、2、3 分别固定迭代 w1、w2、w3 次结束，那

么所提方法的时间复杂度为 O (n2d + n3 K + w1w3 K 2

+w2w3nd′ 2 + )w2w3n2d′+ w3n2d′K + w3n3 。

4　实验结果与分析

4. 1　实验环境

11 个数据集被用来验证所提方法的有效性，其中

包含 8 个结构化数据集和 3 个图像数据集。所选数据

集涵盖多个领域，被广泛运用于测试机器学习方法性

能。表 1具体给出了各数据集信息。在表 1中，前 8个

数据集为结构化数据集，均来源于 UCI Machine Learn⁃
ing Repository（https：//archive.ics.uci.edu/）；后 3 个数据

集为图像数据集。对于 Jaffe 数据集（http：//www.kasrl.
org/JAFFE.html），其包含了来自 10个人的 7种面部表情

图像。对于 Coil20 数据集（http：//www.cs.columbia.edu/
CAVE/software/softlib/coil-20.php），其包含了 20 个不同

物体在 360度旋转中不同角度成像的灰度图像，每个物

体具有 72 种不同的姿势。对于 Umist 数据集（https：//
www.visioneng.org.uk/datasets/），其包含了 20 个人的多

张面部图像，这些图像在不同的姿态下拍摄。

对于结构化数据集，训练集和测试集按照 7：3的比

例划分；对于图像数据集，从每类中分别选取相同数量

的样本作为训练集，剩余样本作为测试集，具体为：对

于 Jaffe数据集，测试从每类中挑选 8、10以及 12个样本

作为训练样本时的性能；对于 Coil20数据集，测试从每

类中挑选 10、15 以及 20 个样本作为训练样本时的性

能；对于 Umist 数据集，测试从每类中挑选 12、15 以及

18个样本作为训练样本时的性能。

在实验中，所提方法与近年来发表的其他 LDA 改

进算法进行性能对比，以验证其有效性。对比方法包

括 ：TRLDA（Trace Ratio LDA）［14］、RSLDA（Ratio Sum 
LDA）［40］ 、 RSMLDA （Ratio Sum Minimization-based 

算法2 基于GRA求解优化问题式(26)
输入：s1 C t + 1 S

t + 1
bQ μat + 1

输出：Q t + 1

1. 初始化Q t + 1满足Q t + 1QT
t + 1 = I

2. 重复

3.   根据式(28)计算目标函数在Q t + 1处的梯度转置

4.   对所得梯度转置进行奇异值分解获得UΣV T

5.   将Q t + 1更新为V [I0]U T

6. 直到收敛

算法3 基于分块坐标下降法求解所提方法

输入：XÎRd ´ n d′Kγμ

输出：Qp

1. 构建样本包络并根据核函数计算 li K i i = 12n

2. 初始化Qp满足QQT = IpT p = 1

3. 重复

4.   根据式(4)(7)更新Swp Sbp

5.   根据式(18)更新变量a

6.   根据式(20)(21)更新Ab

7.   执行算法1更新变量p

8.   根据式(3)(6)更新SwQ SbQ

9.   根据式(27)更新C

10.  执行算法2更新变量Q

11.直到收敛
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LDA）［26］、GRLDA（Generalized Robust LDA）［20］、ROBSLDA+
（ROBust and Sparse LDA plus）［25］以 及 SWULDA（Self-
Weighted Unsupervised LDA）［27］。此外，考虑到基于流

形学习的降维方法也会涉及到样本间的关联关系，所

以额外添加两种相应算法进行对比。它们分别是

SPFDR（Structure Preserved Fast Dimensionality Reduc⁃
tion）［41］以及 EGCFS（Embedded Graph learning and Con⁃
strained Feature Selection）［42］。

为使实验结果具有说服力，实验重复十次，以十次

重复随机实验的平均分类准确率作为评价指标。分类

器选用最近邻分类器。对于维度较大的 Isolet、Mad⁃
elon、Jaffe、Coil20 以及 Umist 数据集，提前使用 PCA 进

行降维预处理以提高计算效率，降维时要求保留 98%
的能量。实验所使用的电脑配置为 Intel（R） Core（TM） 
i7-12700F CPU、64 GB RAM，操作系统为 Windows 10 
20H2，所使用的软件为MATLAB R2019a。
4. 2　参数设置

五折交叉验证被用来为所有方法选择合适的参

数。对于对比算法，其参数设置与参数搜索范围与原

文保持一致。对于本文算法，参数有 K以及 γ、μ、λ。针

对不同的数据集，通过网络搜索法寻找最优参数组合。

表 2给出了所提方法在 Ionosphere数据集上针对不同K

设 置 下 的 性 能 表 现 情 况 ，K 的 取 值 范 围 设 置 为

[1234567]。图 3给出了所提方法在 Ionosphere数据

集上针对不同 γ、μ、λ设置下的性能表现情况，γ、μ的取

值范围设置为[10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 1101 102 103 ]，

λ的取值范围设置为[0.0010.0050.010.050.10.5]。此

外，所提方法在更多数据集上的参数实验结果见

https：//github.com/SEMC7/Supplementary-Materials。

表1　数据集信息

Table 1　Dataset information
数据集名称

Ionosphere
Control
Urban
Sonar

Dermatology
German
Isolet

Madelon
Jaffe

Coil20
Umist

样本数量

351
600
675
208
366

1 000
1 650
2 600
213

1 440
575

特征数量

33
60

147
60
34
20

617
500

1 024
1 024

10 304

类别数量

2
6
9
2
6
2

26
2

10
20
20

类型

雷达数据

控制数据

环境数据

声纳数据

医学数据

信用数据

语音数据

人工数据

图像数据

图像数据

图像数据

λ λ λ

λλλ

γ

γ γ γ

γγμ

μ μ

μ μ

μ

/% /% /%
/%/%/%

图3　所提方法在 Ionosphere数据集上针对不同 γ、μ、λ的性能表现情况

Figure 3　Performance of the proposed method on the Ionosphere dataset under different γ、μ、λ settings

表2　所提方法在 Ionosphere数据集上针对不同K的平均准确率±标准差 单位：%
Table 2　Average accuracy ± standard deviation of proposed method on Ionosphere dataset for different K values unit: %

数据集名称

Ionosphere
K=1

90.67±2.34
K=2

90.48±2.86
K=3

91.14±2.00
K=4

92.00±1.42
K=5

92.95±2.46

K=6
90.29±3.06

K=7
89.81±2.02

注：最优结果以粗体显示。

40



第 1 期 李勇明等：转置投影包络线性判别分析

由表 2 可知，K 的取值对方法性能有一定影响，具

体表现为随着K的增大，方法性能呈现上升趋势，K = 5

时性能达到最大，随后开始下降。具体原因如下：当 K

较小时，随着 K 的增大，样本包络中的相似样本越多，

生成的包络样本富集了更多的关联信息，方法性能不

断上升；当K到达一定程度时，随着K的增大，引入样本

包络中的样本相似程度不断下降，甚至可能是受噪声

影响的假相似样本，此时生成的包络样本质量受到影

响，方法性能不断下降。由图 3可知，λ的取值对方法性

能影响明显，从高斯核函数形式 K(x i x j )= e-λ||x i - x j||
2
2 来

看，若 λ取得过大，核函数的值将会趋近于 0，而取得过

小，不同样本在特征空间中的点积又将变得区别不大。

γ、μ对方法性能的影响与 λ的取值有关，总体而言，其值

不能取得过大，否则会与其他损失项产生竞争，也不能

取得过小，否则对应损失项会丧失其作用。从图 3结果

来看，λ取 0.05 以及 0.1 时，Ionosphere 数据集上的效果

比较好，且此时所提方法对参数 γ、μ较为鲁棒。具体而

言，对于 Ionosphere数据集，K设置为 5，λ、γ、μ分别设置

为0.05、0.01以及10。
4. 3　消融实验

为验证所提方法损失函数各组成部分的有效性，

本节在多个数据集上进行消融实验。记录对照组和所

提方法在这些数据集上所有降维维度下的最高分类准

确率。分别有以下对照组：（1）只考虑转置投影损失以

及可分度损失的对比方法 loss转置投影 + loss可分度，以验证

分布差异损失的作用。由于未添加分布差异损失，所

以将训练样本和测试样本在子空间中变换为包络样本

后进行分类，此时会出现前文所提的测试样本变换问

题。（2）只考虑转置投影损失和分布差异损失的对比方

法 loss转置投影 + loss分布差异，以验证可分度损失的作用。

（3）只考虑可分度损失的对比方法 loss可分度，此时 p固定

为第一个元素为 1，其余元素为 0的向量。该对照组用

于验证基于包络样本进行 Fisher准则建模的作用。实

验结果如表3所示。

从 表 3 可 以 看 出 ：（1）除 了 German 数 据 集 ，

loss转置投影 + loss可分度 + loss分布差异 相 比 loss转置投影 +
loss可分度的性能都有明显提升，体现了分布差异损失项

的作用，在一定程度上解决了测试样本变换为包络样

本的问题。在German数据集中，添加 loss分布差异后性能

有所下降，考虑到下降幅度微小，仅为 0.13%，且在更加

细致地调节 γ、μ后，性能上界仍然保持 71.17%不变，那

么造成该问题的原因为分布差异项的假设在该数据集

上不完全适用。（2）除了 Jaffe数据集在每类中选取 12个

样本作为训练样本的情况下，loss转置投影 + loss可分度 +
loss分布差异相比 loss转置投影 + loss分布差异的性能都有一定提

升，体现了可分度损失项的作用。（3）在所有数据集上

loss转置投影 + loss可分度 + loss分布差异 相比 loss可分度 的性能都

有明显提升，体现了基于包络样本进行Fisher准则建模

相比于基于原样本进行Fisher准则建模效果更好。

4. 4　算法对比

4. 4. 1　基于结构化数据集的对比分析

对于结构化数据集，各方法在所有降维维度下的

最高分类准确率结果见表 4，同时还测试了不进行任何

特征提取直接分类的分类准确率（列“None”），各方法

的分类准确率-降维维度折线图见图4。
观察表 4可知，所提方法在 8个结构化数据集中的

7 个数据集达到了前三水平。在 Ionosphere 数据集上，

所提方法相比次优方法 SPFDR提升了 3%，在Control数
据集上所提方法相比次优方法 SPFDR提升 0.5%，在 So⁃
nar 数据集上所提方法相比次优方法 EGCFS 有将近

0.2% 的提升。在 Dermatology、German 以及 Isolet 数据

集上所提方法相比于最优方法性能差距并不明显。此

表3　所提方法消融实验结果

Table 3　Ablation experiment results for proposed method 
数据集

Ionosphere
Urban
Sonar

German
Isolet

Jaffe(8)
Jaffe(10)
Jaffe(12)

Umist(12)
Umist(15)
Umist(18)

loss
转置投影

+ loss
可分度

86.19±2.26
75.99±2.65
76.77±4.88
71.30±1.77

86.82±1.88
92.11±1.88
93.19±1.77
92.69±1.50
52.33±2.77
50.95±2.95
44.88±2.01

loss
转置投影

+ loss
分布差异

92.86±2.26
70.40±3.48
85.97±2.85
65.87±2.94
91.62±1.08
98.27±1.42
98.85±1.45
99.14±1.32

86.69±2.54
87.24±1.80
84.14±3.29

loss
可分度

92.95±2.63
73.12±1.24
80.81±4.33
69.63±1.89
86.60±1.88
93.53±2.75
93.45±1.83
91.51±2.93
78.48±2.38
83.67±0.95
80.56±0.90

loss
转置投影

+ loss
可分度

+ loss
分布差异

(TPELDA)

94.19±1.45

78.81±2.15

86.13±3.66

71.17±2.69
91.97±1.10

99.02±1.23

99.20±0.88

99.14±1.32

88.75±3.42

89.42±1.59

85.77±2.96

注：平均准确率%±标准差%，最优结果以粗体显示。
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外，所提方法在 Ionosphere数据集上相比其他对比方法

基本都有 4%~6%左右的提升、在Control数据集上相比

TRLDA、GRLDA 以及 SWULDA 有 2% 左右的提升，在

Urban 数 据 集 上 相 比 TRLDA、GRLDA、SPFDR 以 及

SWULDA 有 4%~6% 左右的提升，在 Sonar 数据集上相

比 RSLDA 有接近 3% 的提升，在 Isolet 数据集上相比

TRLDA、GRLDA、ROBSLDA+、SWULDA 以及 EGCFS 有

2%~4%左右的提升，在Madelon数据集上相比RSLDA、

ROBSLDA+、SPFDR以及EGCFS有12%左右的提升。

观察图 4可知，在 Ionosphere数据集上，当降维维度

大于 6时，所提方法优于其他所有对比方法。在Control
数据集上，当降维维度大于9时，所提方法优于其他所有

对比方法。在Urban数据集上，基本在所有降维维度中，

所提方法优于 TRLDA、GRLDA、SWULDA、RSMLDA、

SPFDR以及EGCFS。在 Sonar数据集上，基本在所有降

维 维 度 中 ，所 提 方 法 优 于 RSLDA、RSMLDA 以 及

SPFDR。在 Dermatology 数据集上，基本在所有降维维

度 中 ，所 提 方 法 优 于 TRLDA、GRLDA、SWULDA、

RSMLDA 以及 EGCFS。在 German 数据集上，基本在所

有 降 维 维 度 中 ，所 提 方 法 优 于 TRLDA、GRLDA、

SWULDA、ROBSLDA+、SPFDR以及EGCFS。在 Isolet数
据集上，基本在所有降维维度中，所提方法优于除了

RSLDA 以外的其余所有对比方法。在 Madelon 数据集

上，基本在所有降维维度中，所提方法优于 RSLDA、

RSMLDA、ROBSLDA+、SPFDR以及EGCFS。综上而言，

这些结果体现了所提方法在这些结构化数据集上有一

定的效果。

此外，在Urban数据集以及Madelon数据集上，所提

方法相比表现最好方法性能分别弱了 2.5%以及 5%左

右，有一定差距。虽然所提方法相比表现最好方法性

能有一定差距，但是相比不进行降维直接分类性能有

5.49% 以及 12.78% 的提升，这充分说明所提方法在这

两个数据集上有效，造成性能不为最优的原因可能为：

最优方法所作的假设可能更加符合这两个数据集的特

性，所以性能有更大提升。且对于 Madelon 数据集，其

可能还存在如下原因：Madelon为人工数据集，只有20个

特征有效，其余 480个特征为手动添加的干扰特征，在

这种情况下，很难保证通过欧式距离获取到的相似样

本具有很高的相似度，这将导致生成的包络样本并未

富集太多相似样本间的关联信息，所以性能提升有限。

4. 4. 2　基于图像数据集的对比分析

对于图像数据集，各方法在所有降维维度下的最

高分类准确率结果见表 5，同时还测试了不进行任何特

征提取直接分类的分类准确率（列“None”），各方法的

分类准确率-降维维度折线图见图5。

表4　各算法在结构化数据集上的平均准确率±标准差 单位：%
Table 4　Average accuracy ± standard deviation of each algorithm on structured datasets unit: %

数据集

Ionosphere
Control
Urban
Sonar

Dermatology
German
Isolet

Madelon

None
87.43±2.45
96.33±1.09
73.32±2.21
83.39±3.81
94.31±1.97
68.00±2.71
87.35±1.08
64.94±2.28

TRLDA
89.43±2.13
96.94±1.02
73.86±2.83
84.52±4.82
94.40±1.96
68.80±2.09
87.35±1.08
82.69±1.57

RSLDA
89.71±2.87
97.56±0.75
79.60±2.27
83.39±3.81
96.88±1.08

70.70±2.40
92.52±0.82

64.94±2.28

RSMLDA
88.76±1.67
95.00±1.92
43.51±3.07
79.52±4.10

94.5±1.67
71.5±1.65

90.49±1.70
56.40±1.04

GRLDA
90.19±2.01
96.39±1.02
74.90±1.81
84.52±3.06
95.87±1.80
68.97±1.70
87.88±0.91
82.90±1.22

ROBSLDA+
89.71±2.61
97.72±0.41
81.34±1.98

85.48±3.95
95.69±0.97
69.90±2.93
89.96±1.05
65.88±2.01

SWULDA
89.24±2.58
96.33±1.09
73.47±2.32
84.68±4.25
94.59±2.78
68.03±2.90
88.31±1.71
82.31±1.57

SPFDR
90.95±2.07
98.11±0.99
72.23±3.66
77.58±6.15
94.68±1.72
67.67±2.13
84.55±1.44
65.44±2.22

EGCFS
88.29±1.49
97.83±1.32
76.14±2.73
85.97±2.41
96.06±1.56
68.00±2.71
87.35±1.08
64.94±2.28

TPELDA
94.19±1.45

98.67±1.02

78.81±2.15
86.13±3.66

96.33±0.97
71.17±2.69
91.97±1.10
77.72±1.74

注：最优结果用粗体显示，次优结果用下划线显示。

表5　各算法在图像数据集上的平均准确率±标准差 单位：%
Table 5　Average accuracy ± standard deviation of each algorithm on image datasets unit: %

数据集

Jaffe(8)
Jaffe(10)
Jaffe(12)

Coil20(10)
Coil20(15)
Coil20(20)
Umist(12)
Umist(15)
Umist(18)

None
96.62±2.10
96.37±2.26
95.81±2.80
91.79±2.38
95.45±1.79
95.63±1.58
71.70±3.37
69.31±0.49
61.02±0.29

TRLDA
96.62±2.10
96.37±2.26
96.02±2.73
92.26±2.53
96.16±2.05
96.26±1.62
71.88±4.42
71.05±1.14
64.05±0.76

RSLDA
99.25±0.79

99.20±1.28

99.46±1.04

93.91±2.35
96.90±1.76
96.81±1.79
86.24±1.95
84.04±1.51
79.07±1.03

RSMLDA
72.41±8.27
90.00±5.02
91.40±4.89
54.31±6.06
80.12±6.81
86.75±3.23
52.75±4.59
60.44±3.62
52.65±2.68

GRLDA
96.62±2.10
96.37±2.26
95.91±2.57
93.42±2.01
96.85±1.68
96.88±1.58
72.33±4.14
71.16±0.62
63.26±0.38

ROBSLDA+
98.80±1.01
99.20±1.14
99.03±1.29
88.27±2.71
94.14±2.60
95.32±1.71
73.61±5.19
72.95±2.42
65.58±1.18

SWULDA
96.62±2.10
96.37±2.26
95.81±2.98
91.79±2.38
95.45±1.79
95.63±1.58
73.58±2.85
72.65±1.61
66.47±2.00

SPFDR
71.73±8.54
89.03±7.46
93.12±3.56
58.73±5.81
84.38±3.49
87.83±2.45
43.94±3.36
49.93±2.47
41.81±3.50

EGCFS
96.62±2.10
96.37±2.26
95.81±2.80
93.43±2.12
96.67±1.70
96.76±1.51
72.51±3.75
70.73±0.88
68.28±0.98

TPELDA
99.02±1.23
99.20±0.88
99.14±1.32
94.25±2.60

97.35±1.42

97.17±1.57

88.75±3.42

89.42±1.59

85.77±2.96

注：最优结果用粗体显示，次优结果用下划线显示。
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观察表 5 可知，所提方法在 Jaffe 数据集上排名第

二，弱于 RSLDA，但两者性能差距并不明显。在 Coil20
以及Umist数据集上，所提方法为最优方法。在 Jaffe数
据集上，所提方法相比于 TRLDA、GRLDA、SWULDA以

及 EGCFS 有 3% 左右的提升。在 Coil20 数据集上相比

TRLDA 以及 SWULDA 有 1%~2% 左右的提升；当从每

类中选取 10 个样本作为训练样本的情况下，相比于

ROBSLDA+有 6% 左右的提升，其余情况下有 2%~3%
左右的提升。值得注意的是，在 Umist 数据集上，所提

方法相比于第二好的方法RSLDA有2%~6%左右的提升；

当从每类中选取12、15以及18个样本作为训练样本的情

况下，相比于TRLDA、GRLDA、ROBSLDA+、SWULDA以

及 EGCFS 有 15%~17%、17%~18% 以及 17%~22% 左右

的提升。

（a） Ionosphere （b）Control （c）Urban

（d） Sonar （e）Dermatology （f）German

（g） Isolet （h）Madelon

/% /% /%
/%/%/%

/% /%

(a) Ionosphere                                                                  (b) Control                                                                (c) Urban
(a) Ionosphere                                                                  (b) Control                                                                (c) Urban（a） Ionosphere （b）Control （c）Urban

（d） Sonar （e）Dermatology （f）German

（g） Isolet （h）Madelon

/% /% /%
/%/%/%

/% /%

    (d) Sonar                                                                         (e) Dermatology                                                        (f) German   
    (d) Sonar                                                                         (e) Dermatology                                                        (f) German   

（a） Ionosphere （b）Control （c）Urban

（d） Sonar （e）Dermatology （f）German

（g） Isolet （h）Madelon

/% /% /%
/%/%/%

/% /%

           (g) Isolet                                                              (h) Madelon
           (g) Isolet                                                              (h) Madelon

图4　结构化数据集上的分类准确率-维度折线图

Figure 4　Accuracy versus dimension curves on structured datasets
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观察图 5可知，对于 Jaffe数据集，在所有降维维度

中，所提方法优于TRLDA、GRLDA、SWULDA、RSMLDA、

SPFDR以及EGCFS。对于 Coil20和 Umist数据集，基本

在所有降维维度中，所提方法优于其余所有对比方法。

综上而言，这些结果体现了所提方法在这些图像数据

集上有一定效果，尤其对于Umist数据集，提升明显。

4. 4. 3　非参数检验

为评估所提方法与其他对比方法性能差异的统计

显著性，进行弗里德曼检验分析。各方法的平均排名

如表6。
通过表 6可以发现所提方法的平均排名最小。弗

里德曼检验结果见表7，显著性水平α设置为0.05。
由表7可知 p值远小于α，说明各方法间的差异在统

计学上显著。Wilcoxon符号秩检验用于考察成对算法间

的差异，检验结果如表8，显著性水平α设置为0.05。表中

对小于α的p值加粗，表明这两种方法性能有显著差异。

（a） Jaffe(8) （b） Jaffe(10) （c） Jaffe(12)

（d）Coil20(10) （e）Coil20(15) （f）Coil20(20)

（g）Umist(12) （h）Umist(15) （i）Umist(18)

/% /% /%

/% /% /%

/% /% /%

  (a) Jaffe(8)                                                             (b) Jaffe(10)                                                            (c) Jaffe(12)
  (a) Jaffe(8)                                                             (b) Jaffe(10)                                                            (c) Jaffe(12)（a） Jaffe(8) （b） Jaffe(10) （c） Jaffe(12)

（d）Coil20(10) （e）Coil20(15) （f）Coil20(20)

（g）Umist(12) （h）Umist(15) （i）Umist(18)

/% /% /%

/% /% /%

/% /% /%

         (d) Coil20(10)                                                      (e) Coil20(15)                                                           (f) Coil20(20) 
         (d) Coil20(10)                                                      (e) Coil20(15)                                                           (f) Coil20(20) 

（a） Jaffe(8) （b） Jaffe(10) （c） Jaffe(12)

（d）Coil20(10) （e）Coil20(15) （f）Coil20(20)

（g）Umist(12) （h）Umist(15) （i）Umist(18)

/% /% /%

/% /% /%

/% /% /%

         (g) Umist(12)                                                      (h) Umist(15)                                                        (i) Umist(18) 
         (g) Umist(12)                                                      (h) Umist(15)                                                        (i) Umist(18) 

图5　图像数据集上的分类准确率-维度折线图

Figure 5　Accuracy versus dimension curves on image datasets
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由表 8 可知，所提方法显著优于除了 RSLDA 外的

TRLDA、RSMLDA、GRLDA、ROBSLDA+、SWULDA 以及

两种基于流形学习的降维方法 SPFDR 以及 EGCFS，而
RSLDA 只显著优于 RSMLDA、SPFDR 和 EGCFS。所以

综合来看，在给定的这些数据集上，所提方法在这些对

比方法中最优，体现了其有效性。

此外，TPELDA 性能优于基于流形学习的 SPFDR
以及EGCFS，这与前文的分析一致，虽然基于流形学习

的降维方法通过构建图也能引入样本间关联信息，但

这种利用是“隐式”的，构建图的目的是以结构保持为

主，所以性能并未超过直接使用转置投影进行关联信

息“显式”挖掘的TPELDA。

4. 5　降维结果可视化

在本节中，对各方法在Umist数据集上的降维结果

利 用 t-SNE（t-distributed Stochastic Neighbor Embed⁃
ding）［43］降至 2维以进行可视化分析。图 6展示了Umist
数据集中所属10个类别的样本分布。

观察图 6（a）以及图 6（j）可知，所提方法将原样本

进行映射后同类样本相互靠近，异类样本相互远离，

即可分度变大，所以分类结果得到提升，符合预期。

图6（b）（e）（g）（i）中的样本可分度相比原样本图6（a）并

无明显改善，对应了 TRLDA、GRLDA、SWULDA 以及

EGCFS 在该数据集上分类准确率无明显提升的结果。

此外，对于图 6（h），虽然样本可分度有一定提升，但仔

细观察可以发现部分类别样本发生重叠，这也对应了

SPFDR在该数据集上性能表现并不理想。值得注意的

是，图 6（c）（d）（f）当中的同类样本分布比图 6（j）当中的

同类样本分布更为紧凑，但 RSLDA、RSMLDA 以及

表6　各算法弗里德曼秩比较表

Table 6　Friedman rank comparison of each algorithm
数据集

Ionosphere
Control
Urban
Sonar

Dermatology
German
Isolet

Madelon
Jaffe

Coil20
Umist

平均排名

None
10
8.5
8

7.5
10
8.5
8
8

7.5
6.5
8

8.23

TRLDA
6
6
6

5.5
9
6
8
2
4
5
6

5.77

RSLDA
4.5
5
2

7.5
1
3
1
8
1
2
2

3.36

RSMLDA
8

10
10
9
8
1
3

10
10
10
9
8

GRLDA
3
7
5

5.5
4
5
6
1
5
3
7

4.68

ROBSLDA+
4.5
4
1
3
5
4
4
5
3
8
4

4.14

SWULDA
7

8.5
7
4
7
7
5
3

7.5
6.5
3

5.95

SPFDR
2
2
9

10
6

10
10
6
9
9

10
7.55

EGCFS
9
3
4
2
3

8.5
8
8
6
4
5

5.50

TPELDA
1
1
3
1
2
2
2
4
2
1
1

1.82

注：最优结果用粗体显示，次优结果用下划线显示。

表7　各算法弗里德曼检验统计量

Table 7　Friedman test statistics of each algorithm
观测数

11
卡方值(X 2)

46.95
自由度

9
p值

4.01×10-7

表8　各算法Wilcoxon符号秩检验结果

Table 8　Wilcoxon signed-rank test results of each algorithm
方法

None
TRLDA
RSLDA

RSMLDA
GRLDA

ROBSLDA+
SWULDA

SPFDR
EGCFS

TPELDA

None
—

0.002 0

0.003 9

0.071 3
0.001 0

0.006 8

0.007 8

0.174 8
0.015 6

0.001 0

TRLDA
0.002 0

—

0.123 0
0.042 0

0.064 5
0.206 1
0.591 8
0.024 4

0.431 6
0.042 0

RSLDA
0.003 9

0.123 0
—

0.002 0

0.174 8
0.375 0
0.101 6
0.013 7

0.037 1

0.140 6

RSMLDA
0.071 0
0.042 0

0.002 0

—

0.032 2

0.009 8

0.032 2

0.700 2
0.042 0

0.002 0

GRLDA
0.001 0

0.064 5
0.174 8
0.032 2

—

0.413 1
0.206 1
0.009 8

1
0.042 0

ROBSLDA+
0.006 8

0.206 1
0.375 0
0.009 8

0.413 1
—

0.240 2
0.009 8

0.206 1
0.018 6

SWULDA
0.007 8

0.591 8
0.101 6
0.032 2

0.206 1
0.240 2

—

0.042 0

0.492 2
0.024 4

SPFDR
0.174 8
0.024 4

0.013 7

0.700 2
0.009 8

0.009 8

0.042 0

—

0.032 2

0.001 0

EGCFS
0.015 6

0.431 6
0.037 1

0.042 0

1
0.206 1
0.492 2
0.032 2

—

0.001 0

TPELDA
0.001 0

0.042 0

0.140 6
0.002 0

0.042 0

0.018 6

0.024 4

0.001 0

0.001 0

—

注：小于α的 p值加粗显示。
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ROBSLDA+在该数据集上的性能并未超过所提方法，可

能有如下原因：（1）虽然图 6（c）（d）（f）当中的同类样本

分布更为紧凑，但异类样本分布不如图 6（j）分散。（2）
可分度并不是衡量分布好坏的唯一标准，可分度越高

也并不代表泛化性能越好，应当以实际性能表现为准。

（3）可视化结果通过另一种降维方法 t-SNE再次降维获

得，可能并不能真实反应样本在子空间中的实际分布，

应当更加关注方法的实际定量性能表现情况。

4. 6　收敛曲线可视化

图 7展示了在 Sonar以及Coil20数据集上的实际收

敛曲线。其中算法 1、算法 2 以及算法 3 的迭代次数都

设置为50。

由图 7 可知，利用算法 3 求解所提方法，能够很好

地收敛。Sonar数据集在 40步左右收敛，Coil20数据集

在 30步左右收敛。实际应用中，可以适当减小各算法

迭代次数以防止过拟合同时减少计算时间。

4. 7　计算时间分析

本节测量所提方法的实际训练用时。实验在Con⁃

trol、German 以及 Madelon 数据集上进行，它们的规模

（样本数量×特征数量）分别为 600 × 60、1 000 × 20 以

及 2 600 × 500，分别代表了小型、中型以及大型规模的

数据集。表 9 记录了所提方法中算法 1 平均每轮迭代

用时 t1、算法 2 平均每轮迭代用时 t2 以及算法 3 排除执

行算法1、算法2的平均每轮迭代用时 t3，单位均为 s。

                                      (a) None                    (b) TRLDA                      (c) RSLDA          (d) RSMLDA         (e) GRLDA
                                      (a) None                    (b) TRLDA                      (c) RSLDA          (d) RSMLDA         (e) GRLDA

                                   (f)  ROBSLDA+              (g) SWULDA                   (h) SPFDR           (i) EGCFS          (j) TPELDA
                                   (f)  ROBSLDA+              (g) SWULDA                   (h) SPFDR           (i) EGCFS          (j) TPELDA

图6　Umist数据集上各算法 t-SNE可视化结果

Figure 6　t-SNE visualization results of each algorithm on the Umist dataset

(a) Sonar数据集结果

(a) Sonar dataset

1.0

(b) Coil20数据集结果

(b) Coil20 dataset
图7　所提方法收敛曲线

Figure 7　Convergence curves of the proposed method
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观察表 9 可知，三个数据集的 t1 基本相同，这是由

于 t1 只与近邻样本数的设置有关，而与样本数量、特征

数量无关，与前文的时间复杂度分析结论相对应。t2以

及 t3 随着数据集规模的增大而增大，符合预期，可以发

现所提方法训练耗时主要集中在 t3。对于大规模的

Madelon 数据集，算法 1、算法 2 以及算法 3 迭代次数都

设置为几十次的情况下，训练时间大致在几分钟到十

几分钟这个范围，在实际运用中能够接受。通过以下

途径，可以进一步提高算法的计算效率：（1）可以在满

足精度的前提下提前终止优化算法的执行，而非设置

固定迭代次数。（2）可以只抽取部分特征空间中的样本

与Q构成Z。（3）优化代码，避免重复计算以及尽量减少

循环遍历操作而将其转化为矩阵或向量操作。

4. 8　实际场景应用效果

本节将所提方法运用于两个实际场景以评估其效

果。对应数据集分别为Mex以及Arcene，均来源于UCI 
Machine Learning Repository1。Mex数据集包含 30个测

试对象在进行 7种运动时的数据，使用四种传感器进行

记录，用于运动识别。本实验中，选取其中两种加速度

传感器记录的数据进行实验，即两个模态。首先使用

离散余弦变换（Discrete Cosine Transform，DCT）从单个

传感器记录的数据中提取特征，以 8 s为窗口进行滑动

提取，总共有 X、Y以及 Z三个空间方向，对每个方向保

留 60个 DCT系数，所以单个传感器对应的样本特征数

为 180，同时从单个传感器中可以获取 1 570 个样本。

将两个传感器的样本进行特征拼接，以构成多模态数

据集，即样本数为 1 570，特征数为 360。Arcene数据集

记录 200个质谱样本，每个样本拥有 10 000个特征，为

高维稀疏数据集，特征反映了人类血清中具有特定质

量值的蛋白质的丰度，用于癌症检测。表 10记录了这

两个数据集上的实验结果。

由表 10可知，所提算法在这两个应用场景中都达

到了最优表现。相比于不进行特征提取性能分别有

5.07%以及 3.67%的提升，相比于第二优秀的算法性能

分别有 1.04% 以及 0.50% 的提升。此实验结果表明了

本文方法在实际复杂场景如多模态数据、高维稀疏数

据中也具有良好表现，能够用于实际应用。

5　结束语

LDA 是一种有效的降维方法，但是其存在未考虑

相似样本间关联信息的缺陷。

为解决该问题，本文提出转置投影包络线性判别

分析，其在考虑相似样本间关联信息的基础上利用

Fisher 准则进行投影降维。该方法通过转置投影将原

始样本转化为包含了自身信息以及与其相似样本间关

联信息的包络样本，基于包络样本进行Fisher准则建模

学习降维子空间，并引入分布差异惩罚项解决测试样

本转换为包络样本的问题。通过联合优化，所提方法

学习到的子空间保证了映射后包络样本的可分度，且

能直接运用于原始样本，改善其分布。实验部分采用

多个数据集用于方法验证比较，发现其性能相比其他

相关算法有一定改善，提升范围在 2.25% 至 13.19% 之

间，实验结果表明本文改进思路有效和必要。

尽管本文方法被验证有效，但仍有待进一步改进。

首先，本文方法在大规模数据集上的训练速度仍不够

快，未来需要设计出具有更快收敛速度的优化算法，以

提高训练效率。其次，可以考虑设计出更好的包络样

本变换算法，以富集更多相似样本间的关联信息，提高

模型性能。
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表9　所提方法在所选数据集上的 t1 t2 t3耗时 单位：s
    Table 9　Computation time t1 t2 t3 of the proposed method on the 

selected datasets unit: s
数据集

Control
German
Madelon

t1

0.000 132 75
0.000 126 39
0.000 129 41

t2

0.003 681 24
0.005 572 50
0.077 917 47

t3

0.307 990 87
0.876 952 70

17.560 425 44

表10　各算法在实际场景中的平均准确率±标准差 单位：%
Table 10　Average accuracy ± standard deviation in real-world scenarios unit: %

数据集

Mex
Arcene

None
89.98±1.08
83.50±4.04

TRLDA
91.74±0.96
84.50±2.09

RSLDA
93.29±1.07
85.17±3.55

RSMLDA
88.47±1.29
64.50±5.93

GRLDA
87.24±1.38
86.67±4.58

ROBSLDA+
93.82±1.51
65.00±5.21

SWULDA
92.06±1.18
84.33±2.85

SPFDR
82.48±1.35
59.67±5.82

EGCFS
94.01±1.06
86.50±3.37

TPELDA
95.05±0.73

87.17±4.31

注：最优结果用粗体显示，次优结果用下划线显示。
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