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基于高阶M-HODLR算法的复合结构目标电磁响应
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摘　要：　本文针对金属介质复合结构目标多右端项电磁响应求解效率低下的问题，提出一种高效稳定的直接求

解器算法。首先，基于M-HODLR架构，研究适用于金属介质复合结构的基函数分组与M-HODLR算法构建策略。随

后，将高阶电磁建模引入所提金属介质复合结构的M-HODLR算法中，在保证高精度求解的同时，显著减少未知量，有

效提高算法效率。最后，针对高阶电磁建模中的基函数分组策略问题，研究了基于高阶基函数簇的分组策略，并将不

同层间的基函数进行顺序重排，结合聚合操作，实现了M-HODLR中金属介质复合问题的向上聚合。所提高阶电磁建

模的M-HODLR算法极大地加速了金属介质复合结构目标电磁响应的求解效率。理论分析与数值算例验证了本文所

提方法的有效性。
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Abstract:　This paper addresses the issue of low computational efficiency in solving electromagnetic responses for 
multiple right-hand sides in metal-dielectric composite structures by proposing an efficient and stable direct solver algo⁃
rithm. First, based on the M-HODLR framework, strategies for grouping basis functions and constructing the M-HODLR al⁃
gorithm suitable for metal-dielectric composite structures are investigated. Subsequently, high-order electromagnetic model⁃
ing is integrated into the proposed M-HODLR algorithm for such structures, significantly reducing the number of unknowns 
while ensuring high solution accuracy, thereby effectively improving computational efficiency. Finally, to address the basis 
function grouping issue in high-order electromagnetic modeling, a grouping strategy based on clusters of high-order basis 
functions is developed. By reordering the basis functions across different layers and incorporating aggregation operations, 
upward aggregation for metal-dielectric composite problems within the M-HODLR framework is achieved. The proposed 
M-HODLR algorithm with high-order electromagnetic modeling significantly accelerates the solution of electromagnetic re⁃
sponses for metal-dielectric composite structures. Theoretical analysis and numerical examples validate the effectiveness of 
the proposed method.
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0　引言

当前，基于表面积分方程（Surface Integral Equa⁃
tion， SIE）方法的电磁分析技术已成为预测工业设计

性能的最主要手段之一，也是理论和工业应用领域研

究的热点［1］。在实际电磁工程中，常遇到目标结构固

定但激励状态改变的情况，即求解不同激励状态下目

标的电磁响应问题，这被称为多右端项问题（Multiple 
Right-Hand Sides， MRHS）［2-4］，其广泛存在于微波网

络设计［5-6］、天线阵列分析［7-8］、遥感［9］、近场扫描成
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像［10］等领域。对于 MRHS 问题，传统迭代方法求解

矩阵系统效率较低，而直接求解器算法因其已构建好

系统矩阵的逆矩阵［11-13］，仅需进行逆矩阵与右端项的

矩阵向量乘法（Matrix Vector Products， MVP）操作，相

比迭代法具有显著优势，已成为 MRHS 问题研究的主

要方向之一。

基于 SIE 的直接求解器算法首先需对基函数在

空间进行分组，通过判断不同分组间的相容性条件，

确定子矩阵块是否压缩成低秩矩阵，并按低秩方法操

作以提高计算效率［5，14-24］。目前，主流的基函数分组

策略是将基函数的中心坐标按 xyz 方向分别进行二分

法排序。对于不同基权函数分组形成的子矩阵块，通

过判断其是否满足相容性条件决定是否再细分，最终

形成 H 矩阵，并进行相应求解［11］，如基于 H 矩阵的

HLU 算法［5，14］。另一种基于 H矩阵的直接求解策略

是根据 SWR 公式［15-16］得到的层次化非对角低秩（Hi⁃
erarchic ally Off-Diagonal Low-Rank，HODLR）架构［17-18］

及其改进型 M-HODLR［19］，相对于 HLU，HODLR 对非

对角矩阵进行聚合再压缩，具有更优的压缩率和求逆

效率。文献［20-21］通过采用新型的迭代策略，更适

合于高频电磁散射问题。文献［22-23］通过 ID 分解

构建稀疏等效矩阵，对理想导体（Perfect Electric Con⁃
ductor，PEC）和介质问题均有较好的适用性。文献［24］
通过插值的方法构造嵌套矩阵，实现低频结构目标的

线性复杂度快速求解。然而，现有文献显示，目前大

多数直接求解器方法适用于 PEC 目标，而针对介质目

标的快速算法研究较少。文献［23］采用强相容性骨

架分解技术结合 ID 分解和 PMCHWT 研究了单介质目

标的快速直接求解。文献［25］采用 HLU 结合 JMCFIE
方法研究了单介质块/离散多介质块目标的求解。若

忽略体积分方程场景［3，26-29］而仅讨论 SIE，则当前公

开文献中报道的直接求解器算法仅有少量针对单介

质目标，鲜有针对多介质复合目标或复杂金属介质复

合结构目标。因此，针对金属介质复合结构的直接求

解器算法亟待深入研究。

为解决金属介质复合结构目标 MRHS 问题求解

效率低下的问题，本文采用高阶电磁建模结合 M-

HODLR 算法加速该问题的求解。首先研究其基函数

分组策略，通过将电流 J和磁流M一起分组，实现二

分法排序，使各子块计算量均衡。在此基础上，针对

M-HODLR 算法在介质场景中计算效率偏低的问题，

引入高阶电磁建模方法，即结合高阶基函数与高阶几

何建模，在实现高精度电磁建模的同时，减少未知量

个数，提高算法效率，降低内存需求。同时，考虑到

金属介质复合目标几何结构的复杂性，引入三角形与

四边形混合单元形式，并分别定义相应的高阶基函

数，通过对三角形高阶基函数引入系数修正，使其与

四边形高阶基函数满足法向连续性，增加算法建模灵

活性。此外，金属介质复合结构在采用二分法分组

时，不同层间的基函数编号不一致，导致无法向上聚

合操作。针对此问题，本文通过对不同层间基函数编

号重新分组排序，从而方便了从细层向粗层的聚合。

最终，所提基于高阶电磁建模的 M-HODLR 算法，在

求解金属介质复合结构目标的多右端项电磁问题中，

表现出了良好的稳定性和高效性。

本文的贡献在于提出了一种适于 PMCHWT 方程

的高阶 M-HODLR 算法，实现了金属介质复合结构目

标多右端项电磁散射问题的快速求解。

1　公式理论

1. 1　金属介质复合结构的SIE建模方法

如图 1 所示，假设背景空间Ω0 中有一金属介质复

合结构Ω，则当采用 PMCHWT 方法进行建模时，在不

同区域的交界面处将形成等效电磁流 J 和 M，则区域

Ωi 内的散射电场 E sca
i 和散射磁场 H sca

i 可表示为

E sca
i = jωμiL [J ]+K [M ] （1）

H sca
i = jωεiL [M ]+K [J ] （2）

其中：j 为虚数单位；εi 和 μi 分别为对应区域的介电常

数和磁导率；L 和K 算子分别表示为

L [X ] = ∫ é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú

X (r′ )gi (rr′ )-  
1

k 2
i

Ñ′ ×X (r′ )Ñgi (rr′ ) dr′  （3）
K [X ]= ∫Ñ´ gi (rr′ )Xdr′ （4）

其中：ki 为对应区域的波数；gi (rr′ )为标量格林函数。

对于如图 1 所示的金属介质复合结构，任一界面两侧

的区域分别用 p 和 n 表示， 则根据面等效原理，最终

形成的矩阵方程为

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úJL Ep -L En JK Ep -K En
MK Hp -K Hn ML Hp -L Hn

é
ë
êêêê ù

û
úúúúVJ

VM

= é
ë
êêêê ù

û
úúúúbE

bH （5）

其中：AB 表示向量对 A 与 B 的内积；VJ 和 VM 为待

求的电磁流系数矩阵；bE 和 bH 分别是电场和磁场的

激励向量。若区域 Ωi 为 PEC 区域，则所对应区域只

有电流 J而没有磁流M，式（5）中也将相应去除M部

分。考虑到式（5）为经典的 SIE 理论，因此式（5）中各

部分的具体表达式此处不再给出，具体可参考文

献［1，27］。

1. 2　高阶建模方法

目前，最主要的基函数形式是基于三角形的

RWG 和基于四边形的 Roof-top 基函数。这两种基函

数虽然形式简单，方便使用，但会导致未知量巨大，

相应地产生更多的计算量和存储量。为此，一种解决
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方案是使用高阶叠层矢量基函数［30-31］。目前广泛使

用的高阶叠层矢量基函数可分别定义在四边形单元

和三角形单元上。其中，基于四边形的叠层基函数通

常定义在 9 点的曲面四边形单元上，单元的 9 个控制

点坐标表示为 r ij (xyz)   ij = 123。通过坐标转化，

(xyz) 映射到参数坐标范围 (uv)Î[-11]。其转化关

系表示为

r(uv)=∑
i = 1

3 ∑
j = 1

3

φi (u)φj (v)r ij (xyz)     ij = 123 （6）
其中，φi/j (u/v)表示插值系数。以 u 向电流 J u 为例，可

表示为

J u (uv)=
au

η ∑
i = 0

N ∑
j = 1

N - 1

ξ u
ij P͂(u)P(v) （7）

其中：N是 u向基函数阶数；au = ¶r ¶u为方向矢量；η为

雅可比因子；P(v) 为勒让德多项式；P͂(u) 为修正勒让

德多项式。则在单元内，u 向基函数总共有 M u =
N (N + 1)个，因此，在单元内的电流可展开表示为

J (uv)=
au

η ∑
i = 0

N ∑
j = 1

N - 1

ξ u
ij P͂(u)P(v) +

av

η ∑
i = 0

N ∑
j = 1

N - 1

ξ v
ij P͂(v)P(u)  （8）

关于四边形高阶叠层矢量基函数的更多细节可

参考文献［30］。

另一种常用的形式是定义在三角形单元上的高

阶叠层矢量基函数。其单元为 6 点的曲三角形单元，

在参数坐标系下，其参数由 (uvw) 表示，并且满足

w = 1 - u - v(uvw)Î [01]。则在三角形的三条边上

首先定义最低阶基函数（1 阶），表示为

F e
10 (r)=

1
η
[ (u - 1) au + vav ]

F e
20 (r)=

1
η
[uau + (v - 1) av ]

F e
30 (r)=

1
η
[uau + vav ]

（9）

上式所定义的最低阶基函数只定义在公共边上，

其中上标 e 表示定义在边上。当阶数大于 1 阶时，公

共边上会相应地定义高阶基函数部分。以第 1 号局

部边上的 3 阶基函数为例，新增加的定义在边上的高

阶基函数为

F e
11 (r)= 3 (v -w) F e

10

F e
12 (r)= 5

2 [3(v -w) 2 - 1]F e
10

（10）

同样，当基函数增加至 2 阶及以上时，将新增单

元内的基函数。以 2 阶基函数和 u 向为例，新增加的

单元内基函数为

F f
10 (r)= 2 3 uF e

10 （11）
其中，上标 f 表示定义在单元内。对于其他阶数的三

角形高阶叠层矢量形式则可参考文献［31］。

1. 3　M-HODLR方法

传统的 HODLR 是通过对非对角矩阵块进行低秩

操作来实现快速计算。该算法中，首先需要根据基函

数的空间位置对其进行分组，将空间物理距离相近的

基函数分为一组。同时，考虑到计算量的均衡，尽量

保证每个分组的未知量个数一致。此时，每个空间上

相近的基函数组的耦合在阻抗矩阵中将对应一个小

的子矩阵块。当该子矩阵块在阻抗矩阵中为非对角

矩阵时，可对该子矩阵块进行 SVD 分解，并对特征值

进行数字截断，以去除数值较小的特征值，该操作通

常不会对矩阵性态产生明显影响。因此，该非对角矩

阵块可按低秩矩阵方式进行处理。如图 2 所示，我们

以 3 层分层为例，并将阻抗矩阵标记为 ZHODLR，则在

HODLR 中，ZHODLR 可被分解并表示为

ZHODLR = Z3 ×Z2 ×Z1 ×Z0 （12）
显然，其逆矩阵可表示为

(ZHODLR ) -1
= (Z0 ) -1

× (Z1 ) -1
× (Z2 ) -1

× (Z3 ) -1
（13）

图 2 中，考虑到 Z3 为对角线块矩阵，则 Z3 的逆即

是各小的对角线块矩阵的逆。因各小块尺寸很小，其

计算量也很小。而 Z2 ~Z0 均由低秩矩阵块组成，则可

由 SMW 算法［15-16］得到，此处不再赘述。

HODLR 中 各 非 对 角 块 均 为 低 秩 操 作 ，所 以

HODLR 在低秩类算法中具有较高的计算效率。但是

我们注意到对于低层时的非对角低秩矩阵块尺寸较

图2　HODLR矩阵分块

Figure 2　HODLR matrix partitioning

Ω1Ω2

Ω3

J

J

J
M

M

PECDie

Die

Ω0

E
k

 
图1　平面波照射下的金属介质复合结构

                Figure 1　Metal-dielectric composite structure under 
plane wave illumination
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大（如图 2 中 Z1 和 Z2 中的低秩矩阵子块），对于这种

大尺寸的子矩阵块在操作时计算量较大，如按传统

HODLR 操作则不太容易实现。因此，本文采用改进

的 HODLR 算法，即 M-HODLR。在该算法中，各矩阵

块将根据相容性条件判断矩阵是否再次细分，直到不

满足相应的相容性条件。按此思路，任何一个 l 层的

低秩矩阵将由其在 l + 1 层的 4 个低秩矩阵（子层的子

块）构成。则 l 层为 l + 1 层的父层，相应的 l + 1 层为

l 层的子层，父层与所对应的 4 个子块称之间的转化

关系可由下式得到：

M (l)
mn =

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úM (l + 1)

m1 n1
M (l + 1)

m1 n2

M (l + 1)
m2 n1

M (l + 1)
m2 n2

=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úU (l + 1)

m1 n1
V (l + 1)

m1 n1
U (l + 1)

m1 n2
V (l + 1)

m1 n2

U (l + 1)
m2 n1

V (l + 1)
m2 n1

U (l + 1)
m2 n2

V (l + 1)
m2 n2

 （14）
对M (l)

mn 的重新压缩即可得到相应的低秩矩阵［16］。

2　基于高阶电磁建模的金属介质复合 M-

HODLR方法

2. 1　基于混合单元的高阶建模方法

当采用 M-HODLR 分析复杂金属介质复合结构

时，因为目标结构的复杂性，采用定义在三角形单元

上的高阶基函数最为适宜。从效率角度考虑，四边形

单元通常比三角形单元有更少的未知量个数，更有利

于提高计算效率。但四边形单元通常不利于剖分，尤

其是针对复杂结构在采用四边形高阶基函数时，结构

的复杂性往往难以得到高质量的四边形网格。为此，

另一种可行的方案是采用三角形与四边形的混合单

元，两种单元分别采用高阶形式，并定义相应的高阶

基函数。此时，每种基函数各自满足散度共形的条

件，但是在公共边上，两种基函数所表示的电流分布

还需要满足电流在边界上的法向分量的连续性，如图 3
所示。因此，我们以四边形单元为基准，当考虑公共

边时，则四边形一侧的基函数 f Q 与三角形一侧的基

函数 f T 需要满足 n × f Q = n × f T 条件，由此可推算出需

要对三角形单元的基函数进行系数修改。其中 n 表

示沿公共边的外法向。经过计算，以 3 阶基函数为

例，每条边上定义 3 个基函数，以第 1 号边为例，原基

函数 F e
10、F e

11 和 F e
12 修改后分别表示 F͂ e

10、F͂ e
11 和 F͂ e

12，它

们之间满足关系：

F e
10 = 0.5 × F͂ e

10；F e
11 = 0.530 333 × F͂ e

11；F e
12 = 0.883 881 × F͂ e

12

（15）
在第 2 和 3 号边上的关系与此类似。注意，此时

只有定义在公共边上的基函数需要做修正，而对于定

义在单元内部的基函数因为对公共边上的法向电流

连续性有贡献，不需要修正。最终，当考虑电流连续

性时，典型的三角形与四边形混合单元上的电流分布

如图 3 所示。

2. 2　基于基函数簇的基函数分组方法

与低阶基函数不同，高阶基函数在同一个单元上

会定义多个基函数，而低阶基函数仅定义在有公共边

的单元对上。通常，为便于分组，对于低阶基函数，

我们将基函数描述成定义在公共边上，并将公共边的

中心位置记录为基函数的位置，然后按二分法根据基

函数的位置进行分组。对于低阶基函数，按传统方法

在同一个位置只会出现一个基函数，因此在采用二分

法时，很容易实现均匀分组。

然而，对于高阶基函数，由于在同一个位置定义

了多个基函数，若按传统的基函数中心定义方式，则

会在同一个位置处定义多个基函数。此时，若采用二

分法实现均匀分组，则很容易出现定义区域相同的基

函数被分配至不同的组，导致两个组间因为存在强耦

合而出现较大的秩，最终影响算法效率。因此，针对

高阶方法，本文是通过将基函数分簇，按簇中心进行

二分法排序来实现基函数分组。此处，所谓基函数

簇，是指具有相同定义区域的一系列基函数。对于高

阶基函数，定义在相同公共边上的基函数成为一簇，

而定义在同一个单元内的基函数也成为一簇，如图 4
所示。图 4 中，蓝色表示定义在公共边上的基函数

簇，对应基函数定义在该公共边的两个单元内，而红

色则表示定义在单元内部的基函数簇，表示基函数只

定义在该单元内。显然，对于高阶基函数，每个基函

数簇上定义了多个基函数，并且每个簇所包括的基函

数个数可以不同。于是，传统的对于基函数的二分法

排序转化成了对于基函数簇的二分法排序。即采用

二分法，使得两个基函数簇的子组内的基函数尽量接

近（而不是相等）。基于基函数簇的二分法排序与传统

基函数的二分法排序相同，此处不再描述。

2. 3　基于高阶基函数的金属介质复合结构目标

M- HODLR方法

对于金属介质复合结构目标，仍然按上述二分法

对基函数进行排序。但此时，相同的基函数簇内，通

常会同时包括电流基函数 J和磁流基函数M。不妨

(a) 1阶混合基函数

(a) 1st order
(b) 2阶混合基函数

(b) 2nd order
(c) 3阶混合基函数

(c) 3rd order
图3　三角形与四边形混合的高阶基函数分布

             Figure 3　High-order basis function distribution for mixed 
triangular and quadrilateral elements
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假定最细层分组的基函数个数为Nbottom，总共分为L层，

并且在 Li 层假设对应的分组内基函数个数为 Ni。此

时，按二分法排序得到的是该分组内的基函数簇编

号。此时，若按簇顺序对基函数进行排序，则在该分

组内 J和M顺序将出现交错，将影响阻抗矩阵的填充

和 ACA 压缩效率。因此，为了方便矩阵填充，需要对

该分组内的所有基函数进行重新排序，使得同一个组

内的电流 J排在一起，磁流M排在一起。在本文中，

我们在同一个组内是先排 J再排M。当考虑到父层

与子层关系时，在父层与子层内分别需要按该规则进

行排列，如图 5 所示。此时，父层 Lk-1 与子层 Lk 的基

函数编号不再完全相同，需要建立每一层的基函数编

号与上下层的基函数编号的对应关系。

对于金属介质复合目标，每个子矩阵内都将有 4个

算子 L E、KE
 、L H 和 KH

 ，如图 6 所示。由于每个算子

对应的子矩阵的性质不同，对于最底层的矩阵填充，

采用 ACA 策略时，我们需要将 4 个子块中的每个子矩

阵再次按算子分解成 4 个子块，并分别对每个算子的

子块进行填充和 ACA 压缩。待 4 子块完成后，再按

式（14）中聚合的方法将 4 子块重新聚合成所需要的

子矩阵块的低秩矩阵。而对于非最底层矩阵，则考虑

到其子层已经是按 4 子块的方式进行低秩矩阵运算，

并且子层 Lk与父层 Lk-1 的基函数编号不同，所以在进

行聚合操作的时候，需要先对子矩阵块的基权函数编

号转换至父层 Lk-1 中的编号，再进行聚合压缩操作。

该变换为基本的初等行列变换操作，此处不再描述。

3　数值算例

为说明所提算法高阶 M-HODLR 算法在金属介质

复合结构多右端项问题分析中的有效性，此处给出 3个

算例进行分析。需要说明的是，本文算例的仿真条件

均为 Dell T7920 工作站，OMP 并行，10 线程。

第一个算例用于验证所提方法对于简单金属介

质复合结构目标的有效性。仿真场景如图 7 所示，所

研究目标为一放置在空气中的半径 2 m 的介质球，电

参数为 εr = 2.0μr = 1.0，其内包裹一边长 3 m 的 PEC 立

方体。球与立方体的中心重合并且均为坐标原点。

对于该目标，均采用曲面四边形单元进行剖分，并定

义相应的四边形单元高阶叠层矢量基函数。其中，对

于介质球表面，既有电流未知量 J又有磁流未知量M，

而对于 PEC 立方体，则只有电流未知量 J。仿真频率

为1.0 ´109 Hz，平面波沿-z方向入射，近场观察点为（3.0，4.0，
-5.0~5.0） m，共201个观察点。此时，对于1阶基函数，共

生成95 160个曲面四边形单元，相应得到190 320个J和
134 832 个M。而对于高阶算法，则通过控制网格剖

分密度，使得未知量约为 1 阶时的 30%。图 8~图 9 分

别给出不同阶数时，近场散射电场 x 和 z 分量的计算

结果。可见，所提高阶方法与低阶方法的近场计算结

果几乎重合。表 1 给出了对于该算例，在采用不同阶

数时的计算信息。通过对比可发现，高阶算法在填充

时间、求逆时间、内存消耗等方面均大幅度优于低阶

算法，结合图 8~图 9，高阶算法的效率均优于低阶算

法，且可保证相同的计算结果，具有显著优势。此

外，对于高阶算法本身，与传统 MOM 类似，当基函数

阶数继续提高时，算法性能并不会继续提高，甚至因

为基函数过于复杂而降低了各子矩阵块的低秩特性，

从而造成计算量和存储量的增加。因此，在实际计算

中并不建议使用更高阶基函数，通常 2/3 阶基函数即

可满足绝大多数需求。另外，表 1 中所给数据均为所

提高阶算法结合所提 ACA 的计算数据。

第二个算例是空气中放置三块弯曲的介质块结

构，由偶极子激励，并且收发距离固定时，模拟测线分

析场景。三块弯曲的介质板为同样形状的半环形介

图5　不同层内的基函数排列关系

Figure 5　Basis function arrangement within different layers

图4　三角形与四边形混合的高阶基函数中的基函数簇的定义位置

Figure 4　The definition positions of basis function clusters in high-order 
basis functions for mixed triangular and quadrilateral elements
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图6　父层与子层间的矩阵关系

Figure 6　Matrix relationship between parent layer and child layer
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质柱外径为 5 m，内径为 4 m，高度为 5 m，所对应圆柱

的中心分别为（-10，2，0），（0，-7，0），（5，7，0） m，每块

介 质 的 电 参 数 分 别 为 (εr = 1.0μr = 2.0σ = 0.03)，(εr =

2.0μr = 1.0σ = 0.02)，(εr = 2.0μr = 2.0σ = 0.01)，背 景 为

空气。所仿真物理模型如图 10所示，收发间隔 2 m，采

用 z向磁偶极子激励，并且接收 z向的近区散射磁场，TR
沿 x轴移动，Rx从-20 m移动至20 m，采样间隔0.1 m，共

401个采样点。该算例为典型的MRHS问题，即在固定

目标结构的情况下，根据激励状态的不同而变换右端

项，再计算目标响应，最后求解电流和近场。通过图 11
可看出，采用 1 阶基函数的结果与 2、3 阶的结果是几

乎相同的，而通过表 2 可看出，对于该问题，高阶方法

的计算时间只相当于低阶方法的 4.85%，内存消耗为

23.87%。可见所提高阶方法对于测线之类MRHS问题

具有巨大的优势。需要说明的是，现有公开文献已有

大量研究表明直接求解法对于此类多右端项问题的

优势明显优于迭代法，因此，所提方法与迭代法的对

比将不在该论文中继续研究。

第三个算例为某金属-介质复合无人机结构的单

站 RCS。该无人机长 3.953 m、宽 1.203 m、高 0.56 m，

其机身为 PEC，而机翼为 εr = 3.4 的介质结，如图 12 所

示。在 6.0 ´ 109 Hz 的频率下，分别考虑 HH 和 VV 极

化情况，在方位平面内计算该无人机的单站 RCS，采

样间隔为 0.5度，共计 721个采样点。对于该算例，无人

机的表面被离散为18 265个曲面四边形元素和610个曲

面三角形元素。当采用二阶基函数定义无人机表面的

电磁流时，共生成了 228 534 个 J和 68 898 个M，总计

297 432 个 DOFs。在本例中，运用本文提出的高阶建

图8　介质球与PEC立方块复合结构的近区散射电磁的 x分量

Figure 8　x-component of the near scattered electromagnetic field for the 
composite structure of a dielectric sphere and a PEC cube

图7　介质球与PEC立方块复合结构的电磁建模

        Figure 7　Electromagnetic modeling of the composite structure 
consisting of a dielectric sphere and a PEC cube

图9　介质球与PEC立方块复合结构的近区散射电磁的 z分量

Figure 9　The z-component of the near scattered electromagnetic field for 
the composite structure of a dielectric sphere and a PEC cube

表2　三介质块结构采用不同阶基函数时的计算信息

Table 2　Computational information for the three-medium block structure using different order basis functions
阶数

1
2
3

四边形单元数

91392
5 712
2 556

DOFs/(J/M)
182 784/182 784

45 696/45 696
46 008/46 008

层数/最底层个数

11/300
8/600
8/600

填充时间/s
26 518.60
1 020.73
1 098.98

求逆时间/s
416.21
61.07
64.33

近场计算时间/s
2 127.03
327.70
337.28

内存消耗/(GBytes)
54.272
12.954
18.317

表1　介质球与PEC立方块复合结构的仿真计算参数

Table 1　Simulation parameters for the composite structure of dielectric sphere and PEC cube
阶数

1
2
3

四边形单元数

95 160
6 648
3 264

DOFs/(J/M)
190 320/134 832

52 476/37 136
58 521/43 041

层数/最底层个数

11/186
8/700
8/794

填充时间/s
21 189.795

1 236.56
1 701.18

求逆时间/s
673.056 6
101.867 3
120.040 2

近场计算时间/s
18.68
3.52
4.11

内存消耗/(GBytes)
69.888
18.405
28.818
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模 CMDS M-HODLR 方法时，阻抗矩阵填充时间为

4 573.803 s，阻抗矩阵求逆时间为 1 575.894 s，相应的

内存消耗为 63 972.92 ´ 106 B。对于 HH 和 VV 极化状

态下的 721 × 2种情况，方程求解和 RCS计算的总时间

为3 872.558 s。相应的计算结果如图13所示，其中参考

结果是在相同网格下采用高阶MLFMA得到的。参考结

果使用了 38 295.87 ´ 106 B 内存，计算时间为 28.01 h。
与参考结果相比，HH 和 VV 极化的均方根误差分别

为 0.171 3 dB 和 0.136 4 dB。可以看出，尽管本文提出

的方法比传统迭代算法消耗更多的内存，但对于以单

站 RCS 计算为代表的 MRHS 问题，本文提出的算法在

不降低精度的情况下，展现出了显著的加速优势。

4　结论

本文针对金属介质复合结构目标多右端项电磁

响应快速计算的需求，提出一种基于高阶电磁建模的

图10　三介质块结构的测线仿真示意图

            Figure 10　Schematic diagram of survey line simulation for 
three-medium block structure

(a) HH极化

(a) HH polarization

(b) VV极化

(b) VV polarization
图13　金属介质复合无人机的单站RCS

Figure 13　Monostatic RCS of the metal-dielectric composite drove

图12　金属介质复合无人机的仿真模型

Figure 12　Simulation model of the metal-dielectric composite drove

(a) Hz分量的实部

(a) Real part of the Hz component

(b) Hz分量的虚部

(b) Imaginary part of the Hz component
图11　三介质块结构的测线Hz分量仿真结果

Figure 11　Simulation results of the Hz component along the survey 
line for the three-medium block structure
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直接求解器方法。在该方法中，为提高复杂金属介质

复合结构目标的建模灵活性与建模效率，引入三角形

与四边形混合单元的高阶基函数，并且对定义在公共

边上的高阶基函数系数进行修正，确保不同类型基函

数的连续性。对于高阶电磁建模中的基函数分组策

略，引入基函数簇的概念，采用二分法对基函数簇进

行分组，以保证每个基函数分组内的定义区域不重

合，并且保证每个分组内的未知量尽量一致，以保证

M-HODLR 算法计算量的均衡。对于金属介质复合结

构目标，将电流和磁流基函数一起分组，研究了在不

同层时，各分组间基函数编号的对应关系，方便 M-

HODLR 算法中不同层级上的子矩阵块的填充与聚合

操作。最后，通过数值算例表明，对于同一个金属介

质复合结构的 MRH 问题，采用本文所提的高阶 M-

HODLR 算法相比传统的低阶 M-HODLR，计算效率可

提升 12 倍，而内存消耗仅为低阶时的 1/4，可见算法

效率得到极大提升。
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