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摘　要：　本文研究非平衡有向通信图下欧拉-拉格朗日群体智能系统的分布式时变优化问题。考虑由多个具有

欧拉-拉格朗日动力学的智能体组成的群体智能系统，其信息交互建模为强连通且非平衡的有向图，每个智能体拥有

私有的局部时变代价函数，目标是为每个智能体设计控制输入，使所有智能体实时状态达成一致并共同收敛至全局代

价函数的时变最优解。实际应用中，通信拓扑非平衡导致的加权一致性偏差、时变代价函数引起的解漂移，与系统固

有的非线性及参数不确定性交织耦合，为设计分布式优化算法带来了严峻的理论挑战。为克服上述挑战，本文提出一

种融合分布式优化器与自适应控制器的新型双层算法框架。在优化层，设计了一种适用于非平衡有向图的分布式优

化器，通过在线估计拉普拉斯矩阵零特征值对应的左特征向量以消除通信拓扑的非平衡性影响，同时引入时变梯度补

偿器以动态修正最优轨迹漂移，生成参考速度信号。在控制层，针对每个智能体设计了基于系统参数自适应律的跟踪

控制器，利用欧拉-拉格朗日系统的线性参数化性质在线更新未知参数估计值，使智能体的实际速度能够精确跟踪参

考速度，从而抑制模型不确定性对跟踪性能的影响。为分析算法的收敛性，首先，利用输入-状态稳定性理论分析优化

器的动态演化，证明当跟踪误差有界且收敛时智能体状态能够达成一致；其次，构造Lyapunov函数分析最优跟踪步骤，

结合Barbalat引理证明全局梯度之和渐近趋于零；基于此，严格证明了当控制器参数满足给定的不等式条件时，所有智

能体的实时状态全局渐近收敛于时变最优轨迹；最后，通过包含十个双连杆机械臂的数值仿真验证了所提算法的有效

性，仿真结果表明所有智能体的关节角度轨迹均能快速、准确地跟踪最优轨迹。

关键词：　分布式优化；欧拉-拉格朗日群体智能系统；非平衡有向图；时变函数；自适应控制；协同控制

基金项目：　国家自然科学基金（No.62325304，No.U2541220）；江苏省自然科学基金（No.BK20253020）；浙江省“尖
兵”研发攻关计划（No.2025C01055）；江苏省应用数学科学研究中心（No.BK20233002）

中图分类号：　TP273  　文献标识码：　A 文章编号：　0372-2112(2026)03-0938-09
电子学报URL:http://www.ejournal.org.cn DOI:10.12263/DZXB.20251219

Distributed Time-Varying Optimization for Euler-Lagrange Swarm 
Intelligent Systems over Unbalanced Directed Graphs

ZHANG Yunfei1, LUAN Meng2*, ZHAO Dan3, HUANG Di4, HUANG Tingwen5

(1. School of Science, Liaoning Technical University, Fuxin, Liaoning 123032, China; 
2. School of Data Science, Lingnan University, Hong Kong SAR, China; 

3. School of Automation, Southeast University, Nanjing, Jiangsu 210096, China; 
4. Hubei Luojia Laboratory, Wuhan, Hubei 430072, China; 

5. Faculty of Computer Science and Control Engineering, Shenzhen University of Advanced Technology, Shenzhen, Guangdong 518107, China)
Abstract:　This paper investigates a distributed time-varying optimization problem for Euler-Lagrange swarm intelli⁃

gent systems over unbalanced directed communication topologies. Consider a swarm intelligent system composed of multi⁃
ple agents with Euler-Lagrange dynamics, where information exchange is modeled as a strongly connected and unbalanced 
directed graph, and each agent possesses its own private local time-varying cost function. The objective is to design control 
inputs for each agent such that all agents’ real-time states achieve consensus and collectively converge to the time-varying 
optimal solution of the global cost function. In practical applications, the coupling of weighted consensus bias caused by un⁃
balanced communication topologies, solution drift induced by time-varying cost functions, and inherent system nonlineari⁃
ties and parameter uncertainties presents severe theoretical challenges for the design of distributed optimization algorithms. 
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To overcome the aforementioned challenges, this paper proposes a novel dual-layer algorithm framework that integrates a 
distributed optimizer and an adaptive controller. In the optimization layer, a distributed optimizer tailored for unbalanced di⁃
rected graphs is designed. It eliminates the impact of communication topology imbalance by online estimation of the left ei⁃
genvector associated with the zero eigenvalue of the Laplacian matrix, while introducing a time-varying gradient prediction 
compensation term to dynamically correct the optimal trajectory drift, thus generating a reference velocity signal. In the con⁃
trol layer, a tracking controller with a system parameter adaptation law is designed for each agent. Utilizing the linear pa⁃
rameterization property of Euler-Lagrange systems, it updates estimates of unknown parameters online, enabling the agents’ 
actual velocities to accurately track the reference velocity, thus mitigating the impact of model uncertainties on tracking per⁃
formance. To analyze the convergence of the proposed algorithm, first, the input-to-state stability theory is utilized to ana⁃
lyze the optimizer dynamics, demonstrating that the states of agents achieve consensus when the tracking error is bounded 
and convergent. Second, a Lyapunov function is constructed to analyze the optimal tracking step, and Barbalat’s lemma is 
applied to prove that the sum of global gradients asymptotically approaches zero. Consequently, it is rigorously proven that 
the real-time states of all agents globally and asymptotically converge to the time-varying optimal trajectory provided the 
controller parameters satisfy the certain inequality conditions. Finally, the effectiveness of the proposed algorithm is validat⁃
ed through numerical simulations involving ten two-link manipulators. The results demonstrate that the joint angle trajecto⁃
ries of all agents can accurately track the optimal trajectory.
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0　引言

随着智能无人集群系统在军事与工业等领域的

广泛应用，实现群体智能体间高效、自主的协同已成

为提升整体效能的核心［1-2］。此类协同任务（如编队、

覆盖与协同决策）在理论层面可抽象为分布式优化与

控制问题，其物理实现则紧密依赖于对智能体动力学

的精确描述以及对模型中参数不确定性与非线性的

有效处理［3-4］。欧拉-拉格朗日（Euler-Lagrange，EL）系

统因能精确刻画机械臂、无人机等装备的动力学，成

为实现此类协同的理想物理模型［5］。相较于单个 EL
智能体，EL 群体智能系统通过智能体间的协同合作，

在任务执行效率、系统鲁棒性及功能涌现等方面展现

出显著优势，并广泛应用于多机器人协同装配、无人

机任务分配问题及环境监测问题等多个领域［6-7］。
在此背景下，EL 群体智能系统的分布式优化与

控制研究近年来备受关注，并已形成系列成果。多智

能体系统一致性理论与分析框架，为分布式优化算法

的设计与收敛性证明提供了重要的理论基础［8］。早

期研究主要集中于分布式静态优化问题，文献［9］在

无向图下提出基于梯度下降与反馈线性化的策略，实

现了异构 EL 系统全局收敛；文献［10］通过设计自适

应辅助系统，实现了完全分布式优化；文献［11］进一

步考虑了约束条件，提出了基于投影辅助动力学的优

化方法；文献［12］则为平衡有向图设计了基于内外

环结构的分布式非线性控制器。近年来，随着任务动

态性要求的提高，分布式时变优化成为新的研究焦

点。文献［13］在固定无向图下提出了基于实时状态

反馈的算法，实现了对时变最优轨迹的零误差跟踪；

文献［14］进一步将框架拓展至切换拓扑，并通过引

入光滑函数消除了控制抖振。然而，上述针对 EL 系

统的优化算法，其有效性均依赖于无向图或平衡有向

图的通信拓扑假设，难以直接应用于存在非对称交互

的非平衡有向图场景。

有向图通信拓扑的非平衡性使一致性协议收敛

到加权平均而非算术平均，导致梯度信息估计存在偏

差，这是算法设计面临的一个根本性挑战。为此，近

期研究在非平衡有向图下的分布式优化方面取得了

进展。例如，文献［15］设计了基于梯度跟踪与动量

项的离散时间算法，通过特定的权重矩阵设计，在非

平衡图下实现了凸优化问题的线性收敛；文献［16］
提出了一种随机约束求解算法，能够处理时变非平衡

有向图下带有一般性约束的优化问题。这些工作从

优化算法层面有效解决了非平衡拓扑带来的收敛性

难题。然而，它们通常基于简单的静态或离散时间系

统模型，其算法设计与收敛性分析尚未充分考虑 EL
系统所固有的非线性动力学与参数不确定性。

基于上述讨论，本文针对非平衡有向图下的 EL
群体智能系统，研究其分布式时变优化问题。然而，

通信拓扑非平衡导致的加权一致性偏差、时变代价函

数引起最优轨迹的持续漂移以及系统动力学固有的
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非线性与参数不确定性，致使现有方法难以适用。为

此，本文提出一种融合分布式优化器与自适应控制器

的双层算法框架。主要贡献如下：（1）提出了一种新

的分布式优化-控制算法，通过在线估计通信拓扑图的

拉普拉斯矩阵零特征值对应的左特征向量，构建了适

用于非平衡有向图的分布式优化器，突破了文献［9-14］
中方法对平衡通信拓扑的依赖，通过引入具有时变梯

度补偿机制的自适应控制器，在线抵消代价函数变化

引起的不确定性，克服了文献［9-12］中静态优化目标

的局限，结合参数自适应律，实现了对动态最优轨迹

的实时跟踪；（2）基于 Lyapunov 稳定性理论与非光滑

系统分析，通过协调步骤与最优跟踪步骤的推导，结

合输入-状态稳定性理论与 Barbalat 引理，严格证明了

所有智能体的状态能全局渐近收敛至时变最优轨迹，

并给出了确保算法收敛性的参数选取条件。

1　预备知识

1. 1　符号说明

本文中，R、R≥ 0 和 Rp 分别表示实数集、非负实数

集和 p 维实列向量空间。对于集合 S，| S |表示其基

数；对于实数 x Î Rp，| x |表示其绝对值。矩阵 A的转置

记为AT。对于向量 x = [ x1 x2 xp ]
T

ÎRp，定义其范数

为： x
1
=∑

i= 1

p

|| xi  x
2
 = ∑

i= 1

p

x2
i  x

¥
= max

i= 12p
 | xi |。

对 称 矩 阵 AÎRp ´ p 的 特 征 值 记 为 λ1 (A)≤  ≤
λp (A)。σmax( A) = λmax( )AT A 表示矩阵 A 的最大奇异

值。矩阵 A 和 B 的 Kronecker 积记为 A⊗ B。0n 和 1n

分别表示 n 维的全零列向量和全一列向量。In 表示

n ´ n 单位矩阵。diag{a1 a2 an}表示以 a1 a2 an

为对角线元素的对角矩阵。定义函数空间：

Lp
¥ =

ì
í
î

x：R≥ 0®Rp
|

|

|
||
||

|

|
||
|

sup
tÎR≥ 0

  x ( )t
¥
< ¥ 

Lp
2 =

ì
í
î

x：R≥ 0®Rp
|

|
|
||
||

|
|
||
| ∫

0

¥

  xT( )t x ( )t dt <¥ 。
对 于 时 变 函 数 f：Rp ´ R≥ 0 ® R，其 梯 度 记 为

Ñf (qt ) Î Rp，Hessian 矩阵记为 H (qt)Î Rp ´ p。

1. 2　图论说明

考虑有向图 G = (NEA )，其中 N = {12N}为
结点集，E Í N ´N 为有向边集，A = [aij ]N ´ N 为加权邻

接矩阵，其元素 aij > 0 表示从结点 i 指向结点 j 的边的

权重，其中 ij Î N。(ij ) 表示从结点 i 指向结点 j 的

边，且 (ij ) Î E 当且仅当 aij > 0。本文假设图中不存

在自环，即对所有 i Î N，有 aii = 0。与邻接矩阵A 对

应的拉普拉斯矩阵 L = [lij ]N ´ N 的元素定义为：其非对

角元素 lij =-aij；对角元素 lii = ∑
k = 1

N

aik。该矩阵满足

∑
k = 1

N

lik = 0。若对所有 i ¹ j，有 lij = lji，则该图为无向图。

若图中任意两个不同结点间存在有向路径，则称该有

向 图 为 强 连 通 的 。 若 对 于 任 意 结 点 i 满 足

∑
j = 1

N

aij= ∑
j = 1

N

aji，即 1T
N L = 0，则称该有向图为平衡的，反

之则为非平衡的。

对于有向图 G，其拉普拉斯矩阵 L 具有以下

性质。

引理 1［17-18］ 若 G 为强连通有向图，则其拉普拉

斯矩阵 L 不可约，且满足：（1）L1N = 0；（2）存在零特

征 值 相 关 的 左 特 征 向 量 ξ = [ ξ1 ξ2 ξN ]
T
，满 足

ξi > 0，"i Î N 和 ξ T1N = 1，使得 ξ T L = 0；（3）存在正定

对 角 矩 阵 Ξ = diag{ξ1 ξ2 ξN}，使 得 L̂ = [l̂ ij ]N ´ N =

1
2 (ΞL + LTΞ)为对称矩阵，且对所有 i Î N，有∑

j = 1

N

l̂ij   =

∑
j = 1

N

l̂ji   = 0；（4）lim
t ®¥

 e-Lt = 1Nξ
T。

基于上述引理，引入如下定义。

定义 1［19］ 对于具有拉普拉斯矩阵 L 的强连通有

向图 G，定义其广义代数连通度为

a(L)= min 
xTξ = 0x ¹ 0

xT L̂x

xTΞx


其中，L̂、Ξ和 ξ由引理 1 给出。若 G为无向图，则此时

广义代数连通度退化为 L 的第二小特征值，即 a(L)=

λ2 (L)。如果 G是强连通的，则 a(L)> 0。

2　问题描述

本文考虑由 N 个智能体组成的多智能体系统，其

信息交互由有向图 G描述。第 i 个智能体的动力学方

程为

M i(q i) q̈ i +C i(q i q̇ i) q̇ i + g i(q i) = τ i （1）
其中：q i Î Rp 为实时状态；M i(q i) Î Rp ´ p 为惯性矩阵；

C i(q i q̇ i) Î Rp ´ p 为 科 里 奥 利 与 离 心 力 矩 阵 ；

g i(q i) Î Rp 为重力力矩向量；τ i Î Rp 为控制力矩向

量。该系统具有以下三个基本性质。

性质 1：惯性矩阵 M i(q i)对称且一致正定，即存在

正常数 kM，使得对 "i Î N 和 "q i Î Rp，有 λ1( )M i (q i ) ≥
kM。此外，存在正常数 kc 和 kβ，对 "i Î N 使得以下不

等式成立：

 C i( )q i q̇ i
2
≤ kc q̇ i 2

 g i(q i)
2
≤ kβ。
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性质 2：矩阵 M i(q i) - 2C i(q i q̇ i)为反对称矩阵。

性质 3：系统动力学关于未知常参数向量 ϑ i Î Rm

是线性的，即控制力矩向量 τ i 可通过参数向量 ϑ i 与回

归矩阵 Y i (q i q̇ i yx)线性表示。对任意 xy Î Rp，存在

M i(q i) x +C i(q i q̇ i) y + g i(q i) = Y i (q i q̇ i yx)ϑ i。

本文的目标是在非平衡有向通信拓扑下，设计

EL 智能体的控制输入 τ i，使得每个智能体能够协同跟

踪由全局时变代价函数所定义的最优轨迹 q* Î Rp：

q* = arg min∑
i = 1

N

 fi(q i t ) s.t.q i = q j "i ¹ j （2）
其 中 ，q i = [qi1

qi2
qip

]T

Î Rp；fi (q i t)：Rp ´ R≥ 0 ® R

是智能体 i Î N私有的局部时变代价函数。在后续分

析中，假设 q* Î Lp
¥，在所关注的一类典型应用场景

中，该条件往往成立［13］。
进一步，对通信拓扑和代价函数作出如下假设。

假设1 有向图 G是强连通的。

假设 2 每 个 代 价 函 数 fi(q i t ) 关 于 q i Î Rp 和

t Î R≥ 0 二阶连续可微，关于 q i 强凸，且关于 t 一致凸。

具 体 地 ，其 Hessian 矩 阵 H i(q i t ) 对 所 有 q i Î Rp 和

t Î R≥ 0 一致正定，即存在常数-m > 0，使得对 "i Î N，

有 λ1( )H i(q i t ) ≥ -m。此外，H i(q i t )一致有界，即存在

常数 m̄ > 0，使得对"i Î N，有 Hi(q i t )
2

≤ m̄。

假设 3 对 "ij Î N，Hessian 矩阵满足 H i(q i t ) =
H j(q j t )。

假设 4 对于每个智能体 i Î N，若其实时状态 q i

有 界 ，则
¶
¶t
Ñfi (q i t)、

¶2

¶t2
Ñfi (q i t)、

¶2

¶q2
i

Ñfi (q i t) 和

¶2

¶t¶q i

Ñfi (q i t)均有界。

上述假设在分布式时变优化研究中具有一般

性［20-22］。假设 2 保证了最优轨迹 q* 的唯一性以及

Hessian 矩阵 H i(q i t )的可逆性。假设 4 关于高阶导数

有界性的要求为系统的稳定性分析奠定了理论基础。

3　主要结果

对于每个智能体 iÎN，设计参考速度信号 v i ÎRp：

v̇ i =-ξ̂ii∑
j = 1

N

aij
é
ë

ù
ûα ( )q i - q j + β ( )q̇ i - q̇ j + ϕ i

       -γξ̂iih ( )∑
j = 1

N

aij
é
ë

ù
ûα ( )q i - q j + β ( )q̇ i - q̇ j

（3）

ξ̇̂ i =-∑
j = 1

N

aij( )ξ̂ i - ξ̂ j （4）
其中，α、β和 γ是待确定的正常数。非光滑函数 h ( x )

的定义为：当  x
2
¹ 0 时，h(x)=

x
 x

2

，否则 h ( x ) = 0。

时变梯度补偿器 ϕ i 设计为

ϕ i =-Ḟ i(q i t ) -H i(q i t )Ñf i(q i t ) （5）
F i (q i t)=H -1

i (q i t ) éëêêêê
¶
¶t
Ñf i(q i t ) +Ñf i(q i t )ùûúúúú （6）

通信图的拉普拉斯矩阵零特征值相关的左特征

向量估计为 ξ̂ i = [ ξ̂i1 ξ̂i2 ξ̂iN ]
T

Î RN，其中 ξ̂ ii Î R 为

智能体 i 对 ξi 的估计，且满足初值条件：对任意 i ¹ j，

ξ̂ ij(0) = 0，对任意 i Î N，ξ̂ ii(0) = 1。进一步，定义误差

变量：

s i = q̇ i - v i （7）
针对 EL 系统（1）设计如下自适应控制器：

τ i =-K i s i + Y i(q i q̇ i v i v̇ i) ϑ̂ i （8）
ϑ̇̂ i =-Γ iY

T
i (q i q̇ i v i v̇ i) s i （9）

其中，K i 和 Γ i 是对称正定矩阵，ϑ̂ i 是 ϑ i 的估计值。

本文算法（3）~（9）采用双层设计，包括分布式优

化器（3）~（6）和自适应控制器（7）~（9）。首先，分布

式优化器基于局部邻居信息与梯度计算，实时生成参

考 速 度 信 号 v i，其 中 ，一 致 性 协 议 项

-ξ̂ii∑
j = 1

N

aij
é
ë

ù
ûα ( )q i - q j + β ( )q̇ i - q̇ j 利用智能体与邻居的

相对状态信息，使得系统状态达成一致；非光滑项

-γξ̂iih (∑j = 1

N

aij
é
ë

ù
ûα ( )q i - q j + β ( )q̇ i - q̇ j ) 在动态环境下维

持智能体间的一致，抑制因时变梯度引起的跟踪误

差；时变梯度补偿 ϕ i 通过推算梯度未来的变化，动态

补偿因代价函数时变所造成的最优解漂移，确保系统

能够紧跟动态最优轨迹；拉普拉斯矩阵零特征值相关

的左特征向量估计量 ξ̂ i，使算法能自适应非平衡有向

图结构。其次，自适应控制器通过跟踪误差 s i 构成负

反馈，在线调整控制输入，使智能体的真实速度实时

跟踪期望的参考速度。

由假设 2 和假设 4 可知，式（5）、式（6）所定义的

时变梯度补偿器 ϕ i 存在且具有良好的解析性质。本

文对 ϕ i 做出如下假设。

假设 5［13］ 对任意 ij Î N，存在正常数 c1 和 c2，使

得 ϕ i - ϕ j
1

≤ c1( q i - q j
1
+  q̇ i - q̇ j

1 ) + c2。

令 q = [ qT
1 q

T
2 qT

N ]T
， v= [ vT

1 v
T
2 vT

N ]T
， s=

[ sT
1 s

T
2 sT

N ]T
，ϕ = [ϕT

1 ϕ
T
2 ϕT

N ]T
，ξ̂= [ ξ̂ T

1 ξ̂
T
2 ξ̂ T

N ]T

和 Ξ̂ = diag{ξ̂11 ξ̂22 ξ̂NN}。动态系统（3）和（4）可以

改写为
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q̇ = v + s （10）

v̇ =- ( Ξ̂L⊗ Ip ) (αq + βv + βs) + ϕ
     -γ ( Ξ̂⊗ Ip ) h[ (L⊗ Ip ) (αq + βv + βs) ]

（11）

ξ̇̂ =-(L⊗ IN )ξ̂ （12）
引理2 若假设 1成立且 ξ̂ (0)满足初值条件：对任

意 i ¹ j，ξ̂ij(0) = 0，对任意 iÎN，ξ̂ii(0) = 1，则 lim
t®¥

 Ξ̂ = Ξ。

证明 由式（12）可解得，ξ̂ = e-(L⊗ IN )t ξ̂(0)。利用矩

阵指数与 Kronecker 积的性质，结合引理 1，可知：

lim
t®¥

 e- ( )L⊗ IN t = lim
t®¥

 [e-Lt⊗ IN ] = (1Nξ
T ) ⊗ IN。

根 据 初 始 条 件 可 得 ξ̂(0)= [eT
1 e

T
2 eT

N ]T，其 中

e i Î RN，其第 i个元素为 1，其余为 0，进而可得：

lim
t®¥

 ξ̂ = [ (1Nξ
T ) ⊗ IN ] ξ̂(0)= 1N⊗ ξ。

因此每个智能体的估计向量  ξ̂ i 都收敛到  ξ，即

lim
t®¥

 Ξ̂ = lim
t®¥

 diag{ξ̂11 ξ̂22 ξ̂NN}
            = diag{ξ1 ξ2 ξN} =Ξ。

证毕

引理 3 考虑由式（10）~（12）描述的多智能体系

统。若假设 1~5 成立，参数 α、β和 γ满足 α >
2k

-ξ a(L)
，β >

max

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

3k + 2 k [ ]α -ξ a ( )L + 2k + 4α -ξ a ( )L - k

4α -ξ a ( )L - k
α

α
2α ( )L -ξ

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

和 γ >
c2σmax (L)N Np

a(L) -ξ
，其 中 k =

c1σmax (L)Np

-a
，-ξ =

min
i Î N

 {ξi }，c1 和 c2 在假设 5 中给出，则对 "i Î N，以下

两个结论成立：（1） 如果 s i Î Lp
¥ Ç Lp

2，则 q i - q* Î Lp
¥；

（2） 如果 s i Î Lp
¥ Ç Lp

2 且 lim
t ®¥

s i = 0p，则 lim
t ®¥

 q i = q*。

证明 本引理的证明分为协调步骤与最优跟踪

步骤两部分。在协调步骤中，证明当 s i 有界且收敛于

零时，协调误差 q i -
1
N ∑

j = 1

N

q j 和 v i -
1
N ∑

j = 1

N

v j 亦有界且收

敛 于 零 。 在 最 优 跟 踪 步 骤 中 ，证 明 若 s i Î Lp
2，则

∑
j = 1

N

Ñf j (q j t)Î Lp
¥  ；进一步，若 s i Î Lp

2 且 lim
t ®¥

s i = 0p，则

lim
t ®¥

∑
j = 1

N

Ñf j (q j t)= 0p  。综合上述两步即可完成证明。

定义 x = (M⊗ Ip ) q，y = (M⊗ Ip ) v，Ξ͂ = Ξ̂ - Ξ，其

中 M = IN -
1
N

1N1T
N，则

ẋ = y + (M⊗ Ip ) s （13）
ẏ = Y1 + Y2 （14）

其中函数 Y1 和 Y2 分别定义如下：

Y1 =- (ΞL⊗ Ip ) (αx + βy + βs) + (M⊗ Ip )ϕ
        -γ (MΞ⊗ Ip )h[ (L⊗ Ip ) (αx + βy + βs) ] 

Y2 =- [ MΞ͂L⊗ Ip ] (αx + βy + βs)
        -γ [ MΞ͂⊗ Ip ]h[ (L⊗ Ip ) (αx + βy + βs) ]。
首 先 ，考 虑 协 调 步 骤 。 定 义 函 数 V =

1
2
[ xT yT ] P [ xT yT ]T

，其 中 P =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú2αβL̂ αIN

αIN βIN

⊗ Ip，L̂ =

1
2 (ΞL + LTΞ )。由 β >

α
2α ( )L -ξ

，可得 V 是正定函数。

沿系统（13）、（14）的轨迹对函数 V 求导，可得：

V̇ =U1 +U2 +U3 （15）
其中，函数 U1，U2 和 U3 分别定义如下：

U1=-α
2 xT( L̂⊗Ip ) x-yTé

ë( β2 L̂-αIN )⊗Ip
ù
û y

        +αβxT(LTΞ⊗Ip ) s-β2 yT(ΞL⊗Ip ) s+αyT(M⊗Ip ) s

U2 = zT(M⊗ Ip )ϕ - γzT(MΞ⊗ Ip )h[ (L⊗ Ip ) ( z + βs) ]，
U3 =-zT(MΞ͂L⊗ Ip ) ( z + βs)
         -γzT(MΞ͂⊗ Ip )h[ (L⊗ Ip ) ( z + βs) ] 

其 中 ，z = αx + βy。 令 ζ = [xT yT ]T。 对 于 U1，由 于

 (L⊗ Ip ) s
2
= sT( )LT L⊗ Ip s ≤ σmax (L) s

2
，可知：

U1 ≤-X TQ1 X + cM 2Np  ζ
2
 s

¥
（16）

其中：X = é
ë x

2
 y

2
ù
û

T

；Q1 = diag{α2

-ξ a(L)β2a(L) -ξ -

α}；cM = max{αβσmax (L)β2σmax (L)+ α}。函数 U2 可以写

成如下形式：

U2 = zT( )M⊗ Ip ϕ                                     

              -γzT( )MΞ⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs
  （17）

考虑函数 U2 中的第一项，根据 Holder 不等式，可得：

zT(M⊗ Ip )ϕ ≤  z
1∑

i = 1

N 





 







ϕ i -
1
N ∑

k = 1

N

  ϕk

1

（18）
由假设 5 可知：







 







ϕ i -
1
N ∑

k = 1

N

ϕk

1

                                              

      ≤ c1

N ∑
k = 1

N ( ) q i - qk 1
+  q̇ i - q̇k 1

+ c2 

注意到， q i-qk 1
≤ || E

-a
((L⊗ Ip ) q)

1
=

|| E
-a

 (L⊗ Ip ) x
1
，

 q̇ i - q̇k 1
≤ ||E

-a
 (L⊗ Ip ) v

1
≤ ||E

-a
 (L⊗ Ip ) ( y + s)

1
，
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其中-a =min{ }aij| ijÎNaij ¹ 0 ，将其代入上式，可得：







 







ϕ i -
1
N ∑

k = 1

N

ϕk

1

                                                                    

      ≤ c1 ||E σmax( )L Np

-a
( ) x

2
+  y

2
+  z

2
+ c2

（19）

再将式（19）代入式（18），可得：

zT(M⊗ Ip )ϕ ≤ X TQ2 X + k1(ζ ) 2
 s

¥
+ k2 z

2
（20）

其 中 ，Q2 =
k
2
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú2α α + β

α + β 2β
，k =

c1|E |σmax (L)N 2 p

-a
，k1 =

Np ( )α2 + β2 k，k2 = c2 N Np。考虑函数 U2 中的第二

项，通过对其加减项 -γβsT(MΞ⊗ Ip )h[ (L⊗ Ip ) ( z +

βs) ]，可知：

-γzT( )MΞ⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs                          

  =-γ ( )z + βs
T( )MΞ⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs

+γβsT( )MΞ⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs      

（21）

对于 -γ ( z + βs) T(MΞ⊗ Ip )h[ (L⊗ Ip ) ( z + βs) ]，可得：

-γ ( )z + βs
T( )MΞ⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs         

=-γ
( )z + βs

T( )MΞ⊗ Ip ( )L⊗ Ip ( )z + βs

 ( )L⊗ Ip ( )z + βs
2

≤-γk3 z
2
+ βγ Np k3 s

¥
                           

（22）

其 中 k3 =
a(L) -ξ
σmax (L)

。 另 一 方 面 ， 对 于

γβsT(MΞ⊗ Ip )h[ (L⊗ Ip ) ( z + βs) ]，可知：

γβsT( )MΞ⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs                                

   ≤ βγ s
2 ( )MΞ⊗ Ip

2



 


h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs

2

≤ βγ Np  s
¥
                                                             

（23）

将式（22）、（23）代入式（21）可得：

-γzT( )MΞ⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs

≤-γk3 z
2
+ βγ Np ( )k3 + 1  s

¥

（24）

再将式（20）、（15）代入式（17）可得：

U2 ≤- ( )γk3 - k2  z
2
+X TQ2 X          

                  +k1 ζ
2
 s

¥
+ βγ Np ( )k3 + 1  s

¥

（25）

进一步，由引理 2 可知， Ξ͂
2
指数收敛到 0，则存在时

间 t ≥ T1 和正实数 Ξ̄，使得当 t ≥ T1 时，有 Ξ͂
2

≤ Ξ̄。于

是对于函数 U3，可知：

U3 =-zT( )MΞ͂L⊗ Ip ( )z + βs                                 

-γzT( )MΞ͂⊗ Ip h[ ]( )L⊗ Ip ( )z + βs

        ≤ k4 Ξ
2
 ζ 2

2
+ k5 ζ

2
 s

¥
+ k6 DDξ

¥
 ζ

2

（26）

其 中 ，DDξ = [ ξ̂11 - ξ1 ξ̂22 - ξ2 ξ̂NN - ξN ]T

，k4 = (α2 +

β2 ) L
2
，k5 = βΞ̄ Np ( )α2 + β2  L

2
，k6 = γ α2 + β2 。

因此，将式（16）、（25）和（26）代入式（15）可得：

V̇ ≤-X TQX - (γk3 - k2 ) z
2
+ k4 ζ 2

2
 Ξ

¥

      + (cM 2Np + k1 + k5 + k6 ) ζ
2
 u

2

      +βγ Np (k3 + 1) u
¥


其中，Q = Q1 - Q2，u = [Dξ T sT ]T
。注意到若 α >

2k

-ξ a(L)

且 β >
3k + 2 k [ ]α -ξ a ( )L + 2k + 4α -ξ a ( )L - k

4α -ξ a ( )L - k
α，则 Q

是正定矩阵。于是有-X TQX ≤-λ1 (Q) X
2

2
。进而可得

V̇ ≤-λ1 (Q) (1 - 3η) ζ 2

2
- (γk3 - k2 ) z

2
- 3λ1 (Q)η ζ 2

2

+k4 ζ 2

2 Ξ͂
2
+ ( )cM 2Np +k1+k5+k6  ζ

2
 u

¥
+βγ Np

( )k3 + 1  u
¥
。其中 η Î ( )0

1
3

。由引理 2 可知，存在时

间 T2，当 t ≥ T2 时，有 Ξ͂
2

≤ λ1 (Q)η
k4

，即

-λ1 (Q)η ζ 2

2
+ k4 ζ 2

2 Ξ͂
2
≤ 0。

另一方面，当  ζ
2
≥ max{d1 u

¥
d2  u

¥ }时，

可知：

(cM 2Np + k1 + k5 + k6 ) ζ
2
 u

¥

      +βγ Np (k3 + 1) u
¥
- 2λ1(Q ) η ζ 2

2
≤ 0

其中，d1=
cM 2Np + k1+ k5+ k6

λ1 (Q)η
，d2=

βγ Np ( )k3+1

λ1 (Q)η
。

定义 ρ(r)= max{d1rd2 r }，其为 K 类函数［23］。于是

可得：

V ≤-λ1(Q ) (1 - 3η) ζ 2

2
- (γk3 - k2 ) z

2


" ζ
2
≥ ρ ( u

¥ ) t ≥ T

其中，T = max{T1 T2 }。

根据［23，Theorem 4.19］和输入-状态稳定性理论

［23，Definition 4.7］可知，若 s Î LNp
¥ ，又由引理 2 可知，

Dξ Î LN
¥，则 u Î LNp + N

¥ ，从 而 x Î LNp
¥ 且 y Î LNp

¥ ；进 一

步，若 lim
t ®¥

s = 0Np，则 lim
t ®¥

x = 0Np 且 lim
t ®¥

y = 0Np。结合 x

与 y 的定义，可得协调步骤的结论成立。
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接下来，考虑最优跟踪步骤。令 χ = ∑
j = 1

N

Ñf j (q j t)

且 ψ = ∑
j = 1

N
é
ë

ù
ûv j + F j( )q j t ，并 构 造 Lyapunov 候 选 函 数

W =
1
2
χT χ +

1
2
ψTψ。对 W 求导可得：

Ẇ =-χT χ + χT
é

ë

ê
êê
ê∑

j = 1

N

 H j (q j t)s j

ù

û

ú
úú
ú -ψTΠ，

其中：

Π =∑
j = 1

N ( )ξ̂jj - ξj  ∑
k = 1

N

ajk
é
ë

ù
ûα ( )q j - qk + β ( )q̇ j - q̇k  

      +γ∑
j = 1

N ( ξ̂jj - ξj) h (∑k = 1

N

ajk
é
ë

ù
ûα ( )q j - qk + β ( )q̇ j - q̇k )。

由引理 2 及其证明过程可知，ξ̂ j 指数收敛到

ξ，即 存 在 常 数 cξ > 0 和 λξ > 0，使 得 对 于 任 意

j Î N，有∑
j = 1

N

|| ξ̂jj - ξj ≤ cξe
-λξt  。 又 由 协 调 步 骤 可 知 ，

q j、 q̇ j 和 v j 有 界 ，从 而 存 在 Cz > 0，使 得






















 





















∑
k = 1

N

ajk
é
ë

ù
ûα ( )q j - qk + β ( )q̇ j - q̇k +  

γh ( )∑
k = 1

N

ajk
é
ë

ù
ûα ( )q j - qk + β ( )q̇ j - q̇k  

2

≤ Cz 。

另一方面，结合假设 2 和 4 可知，存在 Cψ > 0，使

得  ψ
2

≤ Cψ。 于 是 有 |ψTΠ | ≤ CψCzcξe
-λξt。 注 意 到

χT
é

ë

ê
êê
ê∑

j = 1

N

Hj (q j t)s j  
ù

û

ú
úú
ú ≤ 1

2
 χ 2

2
+

N
-
m

2

2 ∑
j = 1

N

  s j

2

2
，因此可得：

Ẇ ≤- 1
2
 χ 2

2
+

N
-
m

2

2 ∑
j = 1

N

  s j

2

2
+CψCzcξe

-λξt。

故 2Ẇ +  χ 2

2
≤ N

-
m

2∑
i = 1

N

 s j

2

2
+ 2CψCzcξe

-λξt   成立。

若 s j Î Lp
2，则 ∫

0

t

 s j (τ)
2

2
dτ < ¥"t ≥ 0。注意到 W ≥ 0 且

∫
0

t

 e-λξτdτ < ¥"t ≥ 0，则 2W + ∫
0

t

  χ(τ)
2

2
dτ < ¥"t ≥ 0，这

意味着W Î Lp
¥且 χ Î Lp

2。因此，χ Î Lp
¥且ψ Î Lp

¥。由于

q i-
1
N∑

j= 1

N

q jÎLp
¥，则对"iÎNq i- q*ÎLp

¥。结论（1）得证。

若对任意 jÎN 有 s jÎLp
¥，则由假设 2 和 4 可得

χ̇ÎLp
¥。 结 合 χÎLp

2，根 据 Barbalat 引 理［24］可 知 ，

lim
t®¥

 ∑
j=1

N

Ñf j (q j t)=0p。进一步，由协调步骤可知，若 lim
t®¥

 s i=

0p，则对任意 ijÎN有 lim
t®¥

 (q i-q j ) =0p且 lim
t®¥

 (v i-v j ) =0p，

从而对"iÎN有 lim
t®¥

 q i=q*。结论（2）得证。证毕

引理 4 若假设 1~5成立，则对于系统（10）~（12），

若对任意 j Î N有 s i Î Lp
¥  Lp

2，那么所有 ϕ i Î Lp
¥。

证明 该结论可由引理 3 及式（5）、式（6），结合

假设 2、4 直接推出。

定理 1 考虑由式（1）描述的EL系统，采用分布式优化

器（3）~（6）和自适应控制器（7）~（9）所构成的分布式优化-控

制算法。若假设1~5成立，参数α、β和γ满足α>
2k

-ξ a(L)
，β>

max

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

3k+2 k [ ]α -ξ a ( )L +2k +4α -ξ a ( )L -k

4α -ξ a ( )L -k
α

α
2α ( )L -ξ

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï
和

γ >
c2σmax (L)N Np

a(L) -ξ
， 其 中 k =

c1σmax (L)Np

-a
， -ξ =

min
i Î N

 {ξi }，c1 和 c2 在假设 5 中给出，则所有智能体的状

态能够全局渐近收敛至全局时变代价函数的最优轨

迹，即 lim
t ®¥

 q i = q*， "i Î N。

证明 对任意 i Î N，定义 Lyapunov 候选函数 Vi =
1
2

sT
i M i (q i )s i +

1
2
ϑ͂ T

i Γ
-1
i ϑ͂ i，其中 ϑ͂ i = ϑ̂ i - ϑ i。利用性质

2 和自适应律（9），沿系统轨迹对 Vi 求导可得：

Vi = sT
i [ M i(q i) ṡ i +C i(q i q̇ i) s i ] + ϑ͂ T

i Γ
-1
i ϑ̇̂ i

    =-sT
i K i s i ≤ 0

因此，Vi 有界，进而 s i Î Lp
¥ 且 ϑ͂ i Î Lm

¥，故 ϑ̂ i Î Lm
¥。由

于 Vi 非负且 V̇i =-sT
i K i s i ≤ 0，Vi 收敛到某一有限值。

进 一 步 ，∫
0

t

 sT
i (τ)K i s i (τ)dτ = Vi (0)- Vi (t)< ¥，因 此 对

"i Î N可得 s i Î Lp
2。

由于 s i Î Lp
¥  Lp

2，由引理 4 可知 ϕ i Î Lp
¥。根据引

理 3 可知 q i - q* Î Lp
¥，又因 q* Î Lp

¥，则 q i Î Lp
¥。进一

步，由引理 3协调步骤的证明可知 xyÎLNp
¥ ，且 v是 y的

线性变换，则 v i ÎLp
¥。由式（10）可得 q̇ i ÎLp

¥。另一方

面，考虑式（11），由于q i、v i、s i、ϕ i均有界，则 v̇ i ÎLp
¥。

将控制器（8）代入动力学方程（1），并利用性质 3，
可得：

M i (q i )ṡ i +C i (q i q̇ i )s i =-K i s i + Y i (q i q̇ i yx)ϑ͂ i，

由于 q i q̇ i v i v̇ i s i ϑ͂ i 均有界，进而 C i (q i q̇ i )、K i s i 和 Y i ϑ͂ i

亦有界，又 M i (q i ) 一致正定，则 ṡ i Î Lp
¥。因此，对

"i Î N，s i 是一致连续的。由于 s i Î Lp
2 且一致连续，

根据 Barbalat 引理［24］可知，对"i Î N 有 lim
t ®¥

 s i = 0p。进

而，由引理 3 可知，对"i Î N，lim
t ®¥

 q i = q*。证毕

4　仿真验证

本节通过数值算例验证算法（3）~（9）的有效性。

考虑一组由 10 个双连杆旋转关节机械臂组成的多智

能体系统，每个机械臂视为一个智能体，各机械臂的

动力学由式（1）描述［5］，编号为 1210。每个机械
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臂 i具有如下局部代价函数：

fi(q i t ) = [ qi1
- isin ( )t ] 2

+ [ qi2
- icos ( )t ] 2

，

其中，q i = [ qi1
qi2

]T

"iÎN。智能体之间的信息交

互边集为 E = {(12 )  (23 )  (910 )  (101 )  (14) 
}( )25  ( )36 。

在分布式优化算法（8）和（9）中，对 "i Î N，令

Γ i = 0.09I5 和 K i = 14I2，并选取控制器参数为 α = 50、

β = 100 以及 γ = 200。设 q* = [q*
1 q

*
2 ]T 表示最小化所有

局部代价函数 fi(q i t )之和的最优轨迹。图 1 分别展

示了各智能体状态轨迹的 qi1
分量和 qi2

分量与最优轨

迹 q*
1 和 q*

2 的演化过程，可以看出，所有智能体的状态

均收敛至最优轨迹，即 lim
t ®¥

 qi1
= q*

1 且 lim
t ®¥

 qi2
= q*

2。

5　结束语

本文解决了非平衡有向图下 EL 群体智能系统的

分布式时变优化问题。结合拉普拉斯矩阵零特征值

相关的左特征向量在线估计与带有梯度补偿的自适

应控制器，提出了分布式优化-控制算法，突破了传统

方法对平衡通信拓扑结构和静态优化目标的限制。

理论分析证明了系统能够渐近收敛至时变最优轨迹，

仿真实验进一步验证了算法的有效性。未来研究将

进一步探索切换拓扑下的分布式优化算法设计，以增

强算法的实用性与普适性。
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图1　各智能体运动轨迹及最优轨迹

Figure 1　Motion trajectories of agents and the optimal trajectory
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