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应用分形几何与混沌理论进行植物形态建模
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摘 要： 自然界植物形态的描述是近现代的一个热门话题 .若以图片的形式去保存一副植物图形的信息，图形

的精细程度取决于图片的存储格式和占用空间的大小，且难以实现对图形进行整体上的改动 .用计算机语言对植物形

态建模可仅用几十个数值计算并得出植物图形，并且可以很简单的对整体图形进行修改 .植物形态建模领域中，分形

几何可利用图形的自相似性更好地描绘自然界植物形态，与分形几何同为非线性领域的混沌理论在自然界事物描述

中同样占有着重要地位 .为了提升事物绘制的精细程度和生动性，该文章提出一种基于分形几何与混沌理论的植物形

态建模算法 .在分形几何运算时利用非线性科学中的混沌的不确定性，设定进入周期轨道的概率并根据概率随机进入

周期轨道进行运算 .通过绘制一颗基本树图形并通过调整参数实现形态的改变以验证算法的可行性，实验结果表明，

本算法绘制的植物形态图形接近自然中的真实事物图形，适用于描述自然界事物图形 .
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Plant Morphological Modeling Using Fractal Geometry and
Chaos Theory
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Abstract： The description of plants appearance in nature is a hot topic in modern times. If save a plant graphics infor⁃
mation in the form of a picture, the fineness of graphics depends on the storage format of the image and the amount of space
it takes up. And it’s very difficult to realize the change to the graphics as a whole. By utilizing the computer language to
model plant morphology can calculate and get plant graphics with only dozens of numerical, and it is easy to modify the
whole graph. In the field of plant appearance modeling, fractal geometry can use the self-similarity of graphs to describe the
natural appearance of plants better. Chaos theory, which is nonlinear as same as fractal geometry, also plays an important
role in the description of natural objects. To improve the precision of object rendering, this paper proposed a plant morphol⁃
ogy modeling algorithm based on theory of the fractal geometry and chaos. The uncertainty of chaos is utilized to the opera⁃
tion of fractal geometry. The probabilities of entering a periodic orbit are set. And then the system does the calculations
based on the periodic orbitals that come in. A basic tree graph is drawn by this algorithm, and the thickness of tree trunk, the
height of branch and density of tree are adjusted by adjusting the parameters in the affine transformation matrix, which veri⁃
fies the feasibility of the algorithm. The experimental results demonstrated that the graph of plant drawn by this algorithm is
close to the real object in nature and the algorithm is suitable for describing the object in nature.
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1 引言

近现代，在许多科学家研究自然界中的物体的几

何图形时，发现只通过欧几里得几何学中的线条对自

然界图形进行描述十分困难，因为自然界中的物体通
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常是不规则的，如山脉、河流、树木、云层等自然景象，

通过简单的线性方程对这些物体的描述能力具有一定

局限性［1］. 20世纪 50年代以前，物理学研究主要停留在

较为简单的线性系统［2］. 而客观世界绝大部分现象都

是不确定的，精确性描述客观世界的现象会带来种种

难以解释的困惑 . 在 1903年，法国数学家庞加莱指出

动力学系统和拓扑系统可能存在混沌特性［3］，像混沌系

统这样的非线性系统开始走入科学界视野 . 20世纪 70
年代，社会学研究中破窗效应以及大气学蝴蝶效应等

非线性现象公布于世［4］. 随着各学科领域的非线性现

象的发现，在这一时期，美籍数学家本华·曼德博首先

提出了分形几何学［5］，分形理论（Fractal Theory）就此

诞生 . 分形理论通过利用自然界物体的自相似性以及

数学运算递归中的生成原则而拥有强大的自然界物体

描述能力［6］.
在混沌理论思想的启发下，本文提出了一种基于

分形几何与混沌理论的植物形态学建模方法，可以更

好地完成非严格自相似性物体的描绘，生成的图形更

加接近自然界物体 . 本文算法在利用分形几何理论的

基础上打破原有的确定性思想的束缚，保证了以点作

图表达能力强大特性的同时，又保留线性方程绘图可

塑性强、模型鲁棒性强的特点 . 文章首先讲述分形几何

和混沌理论的特性，提出一种对仿射矩阵的处理方法

以及概率的确定方法 . 而后讨论利用分形几何与混沌

理论进行植物形态学建模的过程，最后进行一系列数

值实验验证本文方法的有效性 .
2 方法

2. 1 分形几何

分形几何或分形理论研究的对象是那些很不规则

而有自相似性的形状［7］. 分形几何指的是事物的形态

在部分与整体之间存在着相似的关系，在任意小的尺

寸上也保留有整体的形状特性，最为经典的分形几何

图形为 Koch 曲线［8］. 该曲线为在一单位线段，取其两

个三等分点，以此为新的起点作两条等长线段，相交于

一点，经过多次对自身的迭代，可由简单的初始图形得

到复杂的目标图形，形成 Koch曲线 . 此迭代过程可充

分体现分形几何的自相似性和迭代生成原则 . 在分形

几何领域，以表达植物形态见长的L系统也是基本相同

的思想［9］.
2. 2 混沌理论

自然界存在着三种基本运动状态：确定性运动状

态、随机性运动状态和混沌状态 . 所有的系统都在不断

地运动与变化，系统的运动形态里包括有序和无序运

动，有序又包括简单有序运动和混沌这两种类型，区别

于简单有序的确定性（精确周期性）和无序的混乱，混

沌没有严格的周期但具备丰富的有序状态［10］. 混沌现

象并不是由随机性外因引起的，而是由确定性方程（内

因）直接得到的具有随机性的运动状态［11］.
混沌系统是确定性系统下发生的貌似不规则运

动，在确定系统下却表现出不可重复、不可预测的特

性［12］. 混沌使运动路径发生模糊，在局部上变得不稳定

而整体上很稳定 . 混沌具有的初值敏感性是混沌系统

所具有的基本特征［13］，其对初始条件有高度的依赖性

而难以对系统状态进行长期预测［14］.
2. 3 应用分形几何和混沌理论进行植物形态学建模

像 Koch曲线这种基本的分形方法仍有一些缺陷，

能描述的物体需要过强的自相似性 . 因此本文算法引

入混沌理论加以增强，以表现更加复杂的植物图形 . 自
混沌在 20世纪初被提出到 80年代，混沌研究迎来热

潮，大量混沌现象被发现 . 但人们仍无法控制和运用混

沌现象 . 直到 1990年，Ott E，Grelogi C和 Yorke J A 提

出 OGY控制法［15］，该方法是第一个能有效控制混沌的

方法 . 即便历经近 30年到了现在，该方法仍占据着重

要地位，该方法主要操作是找到一个满足要求的周期

轨道，当有数值进入轨道时就使数值向轨道吸引 . 基于

该理念，可建立不同的数学模型完成对混沌系统的控

制，对许多领域有一定的作用［16，17］. 本文算法也吸取

了 OGY控制法的理念，并通过建立数学方程来对混沌

进行控制，相比于其他方法，本文方法更适于完成对外

观形态上具有自相似性的植物图形的绘制 .
本文算法运用分形几何中的自相似性以及迭代生

成原则，对原本的确定性方程加入随机成分，进行多次

迭代运算，在迭代过程中，即使初值有微小的改变，微

小的变化累积导致结果也发生较大改变 . 迭代系统需

要确保稳定，而吸引点的存在，使系统状态向某一点靠

近，保证混沌的可控制性 .
先举例如何用迭代函数系统绘制一根曲线，定义

矩阵E（E是行为 2，列为 3的矩阵，即 2×3矩阵）作为周

期轨道参数 . 定义矩阵 B（B为 2×N矩阵，N为迭代次

数）存储坐标数据，令B第 j列第 1行为 xj，j列第 2行元

素为 yj，则：

{xj + 1 = xj ´E(11)+ yj ´E(12)+E(13)

yj + 1 = xj ´E(21)+ yj ´E(22)+E(23)
（1）

矩阵E的E（1，1）和E（1，2）控制横坐标 xj + 1 在迭

代运算中根据上一组坐标 (xj yj)进行计算，E（1，1）和

E（1，2）绝对值越大，则迭代运算中下一个值 xj + 1 根据

上一个值计算结果变化范围越大 . E（1，3）作为固定偏

移，大于 0向右偏移，小于 0向左偏移 . 同理，可由类似

运算得出 yj + 1.
为使系统稳定，则 (xj yj)坐标数值必须均为有限大

小 . 首先讨论特殊情况，当式（1）中E（1，2）和E（2，1）

1777



电 子 学 报 2021年

等于0. 则有

{xj + 1 = xj ´E(11)+E(13)

yj + 1 = yj ´E(22)+E(23)
（2）

横（纵）坐标数列值是关于自身的迭代 . 假定数列

｛xj｝和｛yj｝存在极限，即当 j趋于无穷则有

lim
j®¥

xj + 1 = xj  lim
j®¥

yj + 1 = yj （3）
可得

lim
j®¥

xj =
E(13)

1-E(11)
 lim

j®¥
yj =

E(23)
1-E(22)

（4）
lim
j®¥

(xj yj)最终位置与其较远之前的位置无关 . 由
此可见，形如式（2）所确定的关系拥有将坐标点向极值

点吸引的能力 . 接下来讨论矩阵E中的数值需要满足

什么条件才使极限存在 . 式（2）拥有 gn+ 1 = a·gn + b 形

式 . 当g0确定后，

g1 = ag0 + b （5）
g2 = a2 g0 + ab+ b （6）

g3 = a3 g0 + a2b+ ab+ b （7）
gn = an g0 + b(1+ a + a2 + a3 +an- 1 )

= an g0 + b(
1- an

1- a
) （8）

若数列 gn 收敛，应有 |a|< 1，即 E（1，1）与 E（2，2）
绝对值均小于 1. 当 b= 0，即E（1，3）或E（2，3）等于 0，
有数列 gn 收敛为 0，对应的为坐标位置收敛至纵或横坐

标轴上 .
类似的，当式（1）中E（1，1）和E（2，2）等于0. 则有

{xj + 1 = yj ´E(12)+E(13)

yj + 1 = xj ´E(21)+E(23)
（9）

同理可递推出
gn = a2(n- 1) g0 + b(1+ a + a2 + a3 +a2n- 3 )

= a2(n- 1) g0 + b(
1- a2n- 2

1- a
) （10）

lim
j®¥

(xj yj)= (
E(13)

1-E(12)


E(23)
1-E(21)

) （11）
若数列 gn 收敛，应有 |a|< 1，即 E（1，2）与 E（2，1）

绝对值均小于1.
对于一般情况，即矩阵 E中元素非上述两种特殊

情况的位置为 0时，应同时满足上述情况系统收敛所需

满足的要求，否则迭代系统必定不收敛 .
在绘制一根直线时，当上一个点与下一个点的位

置关系的都固定不变时，以每对 xj + 1，yj + 1 为一组坐标参

数，得到的结果如图1（a）所示 .
在混沌状态下由吸引点控制的直线中，直线两端

点各为一个吸引点，下一个点随机向某一个端点靠近，

得到图 1（b）的直线图形 . 一般的确定性方程所能表达

的数据形式极为有限，难以满足绘制较复杂不规则图

形的需求，是不适合去绘制自然界图形的，而通过建立

多个周期轨道加上随机可以拥有更合适的描述能力 .
下面建立数个周期轨道，利用随机数来选定周期

轨道 . 迭代递归可保证分形几何图像的自相似性以绘

制较复杂的植物图形，算法流程如图2所示 .

首先生成仿射变换系数矩阵M（矩阵M为 n行 6
列，行数 n即图像由 n个部分组成），aij 为矩阵M中第 i

行，第 j列的元素，i和 j为整数，取值范围分别为［1，n］和

［1，6］. 矩阵M相当于一棵树的基因，对于自然界的树

而言，基因的不同就会导致外观和功能的差异，本文也

遵循此原则 . 改变M的值会对运行结果产生影响，仿射

变换系数矩阵M如下：

开始

设定仿射矩阵  M ,概率向

量  p ，迭代次数  N

调整矩阵  M 维度生成矩

阵  A ，e = 0

生成随机数确定  d

选定相应的  A 进行迭代

运算

e > N

作图

是

否

图2 植物形态建模流程图
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图1 不同状态直线
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M =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

a11 a12  a16

   
an1 an2  an6

（12）

定义 2×3×n的三维矩阵 A，重新调整矩阵M，将M
矩阵的每一行转换成二行三列的矩阵，如A[1]为M第一

行元素的转换：

M1 =[a1 a2 a3 a4 a5 a6] （13）
A[1] = é

ë
ê

ù
û
ú

a1 a3 a5

a2 a4 a6

（14）
分别赋予落入每一组周期轨道 A[i] 的概率为 pi，pi

组成的概率矩阵 p对图形的绘制也有重要影响 . 落入

控制相应部位的周期轨道概率越大，则该部分运行次

数越多，该部分图像点的密度则越大；反之，次数少则

图像点密度小 .
p= [ p1 p2  pn ] （15）

p中所有元素和为 1，因为 p中的元素值将作为每

一部分算式执行的概率 .
sk =∑

i = 1

k

pi  k Î (1 2  n) （16）

s =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

p1

p1 + p2

p1 ++ p3


p1 ++ pn

（17）

设定次数N，混沌和分形几何可通过对非线性方程

进行无限次数的迭代运算产生［18］. 迭代产生大量数据 .
迭代次数愈多得到的数据越多，图像愈加清晰，同时初

值敏感性表现得越明显 . 为了保证图像的清晰，并使程

序运行时间在合理范围内，一般 N在几十万这个数量

级 . 定义迭代矩阵G（G为 2×N矩阵），G矩阵全部元素

初值为 0，其中每行的第一列和第二列作为一组坐标参

数，由此可以绘制出N个点 .
G = é

ë
ê

ù
û
ú

x1 x2  xN

y1 y2  yN

（18）
对G矩阵内容进行重新赋值：定义正整数 d，迭代N

次搜寻［0，1］之间随机数值减去矩阵 s所得结果中第一

个小于零的数值所在位置，d为其所在行数 . 若取随机

数为 r，求得d为 k，则有

sk - 1 < r < sk （19）
则 r区间大小为

Dr = sk - sk - 1 （20）
通过下面图 3能够发现，每个位置的概率为 p矩阵

中对应元素的值 .
接下来对矩阵进行如下运算，给G矩阵重新赋值，

计算迭代点和映射矩阵的乘积 .

G j + 1 =
é
ë
ê

ù
û
ú

xj + 1

yj + 1

=A[d] ´
é

ë

ê
êê
ê
ù

û

ú
úú
ú

xj

yj

1

（21）

简单的线性方程和之所以表达能力有限，主要在

于方程在进行迭代运算时，所能利用的数据过于单一，

规律性过强 . 本文算法利用随机数来确定周期轨道，使

一个数据能被任意方程利用，迭代产生的数据为非线

性关系，使得数据有更强的表达能力弥补单一线性方

程绘制图形的不足 .
3 结果

本文基于 PC实验平台，在配置为 Intel Core i7-

8750H CPU@ 2. 20 GHz的 PC 机的 MATLAB 2018a下
设置并进行实验的 .

使用本文算法绘制一棵基本树图形 . 一棵树的结

构主要分为树干和树冠，这里将树划分五个部分，分别

为树主干左半部分和右半部分、中间树冠和左右侧枝，

五个部分分别对应五组数值作为周期轨道来调控其位

置 . 本次实验选取的周期轨道及仿射矩阵数值如表 1
所示 .

由式（12）~（14）、（21）知，矩阵M第1、3、5列可控制

对应作用部位横坐标变化，第 2、4、6列控制纵坐标变

表1 基本树仿射矩阵数值

i=1
i=2
i=3
i=4
i=5

aij

j=1
-0. 64
-0. 04
0. 20
0. 46
-0. 06

j=2
0

-0. 47
0. 33
-0. 25
0. 46

j=3
0
0. 07
-0. 49
0. 41
-0. 07

j=4
0. 50
-0. 02
0. 43
0. 36
-0. 11

j=5
0. 86
0. 49
0. 44
0. 25
0. 59

j=6
-0. 25
0. 51
0. 25
0. 57
0. 10

pi

0. 05
0. 50
0. 15
0. 15
0. 15

作用

部位

中间

左干

左枝

右枝

右干

p1 p1 p1 p1 p1

p2 p2 p2 p2

p3 p3 p3

p4 p4

p5

假定  n 为5，确定  d  

随机

产生

0～1
数值

与s
矩阵

做差

s1 s2 s3 s4 s5

 

图3 确定周期轨道方式
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化，数值增加则坐标值增加 . 本次仿射矩阵数值设定中

A[1]控制中间部分树冠以及枝干的填充，A[2]控制树主干

的左半部分、A[3]控制树冠左侧枝、A[4]控制树冠右侧枝、

A[5]控制树主干的右半部分 .
对仿射变换矩阵的数值修改不能幅度过大，否则

因混沌的初值敏感性使图像混乱，要避免映射矩阵系

数数值绝对值超过 1，否则会像幂函数一样，数据出现

极端化（数值极大，正如 0. 99100和 1. 01100之间的差距是

很大的）. G矩阵中的所有元素重新赋值后，接下来以每

一列的第一行为横坐标、第二行为纵坐标，将所得结果

绘制出来，如图4（a）所示 . 绘制结果接近一棵有两个侧

枝的树（基本树图形），证明本文算法具有一定的可行

性 . 本文算法利用分形几何的自相似性、混沌的随机性

和不确定性通过迭代，用不到 40个数值得到了十万计

的数据并绘制出此图，每一个数字本身的意义相当于

极大量数据的压缩 . 图 4（a）中每一个枝都与整个树个

体本身很相似，树从主干分为两个较大的侧枝，而几乎

所有的树枝也都分为两个更小的分支 . 本算法将整体

拆分为部分，又利用整体表现部分，混沌处理成分使分

形几何绘制的图像更接近真实物体图形 . 在横纵坐标

均出现峰值的区域的图像会更加清晰 . 树主干区域，大

量的横坐标在 0. 5左右，横坐标在 0. 5附近出两个现峰

值，如图 4（e）所示，分别代表树干的左右轮廓横坐标 .
纵坐标在 0. 28附近出现峰值，表示树干在纵坐标数值

为0. 28处出现点的聚集 .
为了进一步证明每一部分 A分别控制图像的一部

分，并体现本算法对图像的有效调控能力，将矩阵M中

一些数值进行了较小幅度的修改，实现对图像整体上

的修改 . 将分别控制树干填充和树干左部分的M（1，
5），M（2，5）分别由 0. 86、0. 49改为 0. 80、0. 42，根据式

（12）、（13）、（14）、（21）可知如此修改可将树干左部左

移，中间填充右移，由此使树干加粗，结果如图 4（b）所

示 . 因树干左部数据在总体数据中占比为 50%，对其横

坐标修改后，结果的横坐标分布变化很明显，对比图 4
（e）和图 4（f），横坐标两个峰值出现位置由 0. 5附近改

为0. 42和0. 55附近，表明本文调试方法的可行性 .

将控制树冠左侧枝纵坐标的 M（3，4）减小，由

0. 43改为 0. 25，左侧枝将向下移动，结果如图 4（c）所

示，左侧枝根部纵坐标由 0. 47变为 0. 43，因为偏移幅

度较小且左侧枝在总体数据占比较小，为 15%，纵坐

标 数 值 分 布 变 化 不 明 显 ，坐 标 数 值 统 计 结 果 见

图 4（g）.

M增加一组数据并对原参数进行适当修改，如表 2
所示，即可生成更加复杂的图形，结果如图 4（d）. 即便

只是增加了一组参数，但由于分形的特性，每一个部分

都显示出整体的特性，因此有较大的变化 . 对比基本树

图形，由于加枝树图形的点分布更加分散，所以横纵坐

标分布也要分散一些，坐标数值统计结果见图 4（h）. 通
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图4 树形态建模结果
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过这组实验可见本文算法可较好的完成其他一些树木

形态的建模 .

4 结束语

分形几何通过自相似和迭代可以只利用少量的数

据就可以绘制较复杂的图形，本文将分形几何和混沌

理论进行结合用于自然形态物体的描绘，混沌将随机

和规律融合在一起，使确定路径偏移 . 混沌的加入使本

文算法拥有超过一般分形几何算法的表达能力，绘制

出的图像精细程度明显提升，更适合表现自然界物体

的形态 . 非线性系统的应用不仅仅局限于图形绘制，未

来在图像重建等领域可能也会得到利用和发展［19］.
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