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基于NSP的微弱频率确知信号的提取
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摘 要： 为实现确知频率信号在强噪声环境下的有效提取，本文在零空间追踪(Null Space Pursuit, NSP)方法的

基础上，通过增加已知频率的先验信息约束，提出了一种基于频率确知信号约束的微弱信号提取方法 .该方法继承了

零空间追踪方法的优良属性，通过将确定的频率作为先验信息约束，可以实现其微弱信号相位和幅度的有效提取，仿

真实验证明最多可实现高达 30dB信噪比的提升；特别适合相对低信噪比环境下（信噪比小于-5dB）的微弱信号提取 .
该方法提供了常规的微弱确知信号的检测/提取方法之外的一种新的选择 .
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An Approach of Weak Frequency Determined Signal Extracting Based
on Null Space Pursuit
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Abstract： In order to realize the effective extraction of determined frequency signal under the strong noise environ⁃
ment，we propose a weak signal extraction method based on null space pursuit(NSP) and determined frequency signal con⁃
straint. The proposed approach inherits the excellent properties of NSP algorithm, by incorporating the determined frequen⁃
cy as prior information constraint，can extract the amplitude and phase of the weak signal effectively. The simulated experi⁃
mental results show that, for the weak signal extraction, the proposed approach can improve signal to noise ratio (SNR) up
to 30dB and especially suitable for low SNR environment extraction (i.e. SNR below -5dB). In addition to the traditional
methods, this approach provides an alternative way for the weak signal extraction or detection.
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1 引言

信号检测和提取是信号处理的重要内容之一，强

噪声背景下微弱信号的提取又是信号检测和估计中的

难点，其目的就是抑制噪声，将有用的信号从强噪声背

景中分离出来，或者用一些新技术和新方法来提高检

测系统输出信号的信噪比 .
有众多的方法可以实现微弱信号在强噪声背景下

的检测或提取［1］. 基本上，针对单频率微弱信号的检测/
提取的经典方法目前一般有如下几种，多重自/互相关，

锁相放大，匹配滤波以及随机共振方法［2］等等 . 其中匹

配滤波器是针对白噪声，在已经知道信号先验信息的

前提下，应用已知信号频谱的共轭作为滤波器的传递

函数，得到输出端的信号瞬时功率与噪声平均功率的

比值最大的线性滤波器 . 而随机共振是 1981年Benzi［2］
提出的概念：当非线性系统、弱的周期驱动信号和适量

的噪声三者一定条件下协作时，噪声通过非线性系统

对信号起到积极的增强作用，可以实现信噪比的有效

提升 . 这打破了以往学者们认为噪声总是有害的、是造

成无序的根源的观点 . 相比匹配滤波方法而言，随机共

振方法并不需要预先知道待处理信号的先验信息，在

强噪声背景中检测微弱信号方面显示出了独特的优势

得到了持续的热点关注［3~5］.
经 验 模 态 分 解（Empirical Mode Decomposition，
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EMD）［6］是 1998年Norden黄提出的一种全新的由数据

局部特征驱动的信号自适应分解方法 . 在EMD方法的

启发下，中科院自动化所研究员彭思龙和黄文良深入

的研究了窄带信号的相关数学表达和物理特性，彻底

抛弃了信号包络的概念而回归到信号分解目标为局部

对称的起点，借鉴了匹配追踪Match Pursuit/拉格朗日

乘子法/非对称最小二乘方法等数学手段和 EMD 逐次

筛选逼近的思路，成功的提出了奇异局部线性算子/零
空间追踪的信号自适应分解方法NSP（Null Space Pur⁃
suit，零空间追踪）［7，8］. 近年来，NSP方法得到了较大的

发展 . 在NSP微分算子的研究方向，针对AM-FM信号

的特征，增加了二阶差分算子的一次项表达，在其鲁棒

性得到提升的同时，放宽了对其约束目标窄带的要

求［9］；而提出的复数差分算子使得AM-FM信号完全而

非近似的被纳入其定义的零空间中，并且从理论上证

明了其方法的二次收敛性［10］. 在积分算子的研究方向，

通过研究二阶微分算子和积分算子的等效转换，提出

了基于特征值核函数的积分算子方法，该方法能够在

高噪声环境下进行可靠有效的多分量信号的分离和提

取［11］. 在NSP的应用方向也取得了一些进展，提出了多

算子组合的NSP方法［12］和基于多算子组合的盲信号分

离方法［13］；前者针对信号分解中的模式混淆问题和

NSP方法中的参数初值进行了优化研究，而后者能够有

效的处理信号盲源分离中的欠定和过定的问题 . 因此，

NSP方法在信号的自适应分解方向的研究展示了极具

潜力的特性，提供了我们在该方向一种新的思考和新

的技术手段 .
在语音分解和重构过程中，语音信号的基频可以

被有效的预先提取出来，而语音信号的能量基本分布

在其基频及基频的倍频上 . 因此在仅仅已知信号频率

信息（相位信息未知）的基础上，如何有效、自适应的分

解语音和重构语音信号，一直是我们的长期的研究任

务和目标 .
考虑到语音分解重构的要求，以及被类似“软锁定

放大器”的思路所启发，在NSP方法的基础上，通过增

加已知频率的先验信息约束，本文提出了基于NSP的
微弱频率确知信号提取的有效方法（NSP ‐α方法）. 本
方法继承了NSP方法的优良属性，在已知信号频率的

基础上，可以实现其微弱信号幅度和相位的优先提取，

最多实现高达 30dB信噪比的提升，NSP‑α是独立于目

前常规的单频率微弱确知信号的检测/提取方法之外的

一种新的探索研究，具有广泛的工程应用前景 .
2 基于零空间追踪((NSPNSP))方法的频率确知信

号提取

NSP方法［7，8］，首先定义奇异局部线性算子（微分算

子）如下：

Ts =
d2

dt2
+ α(t) （1）

则若其算子 Ts 作用于单频率信号 eiϕ(t) 并使其作用

域内的结果为零，即 Ts (eiϕ(t))= 0. 显然可以很容易得到

α(t)= ϕ'(t)2，其中 ϕ'(t)为单频率信号相位导数即瞬时角

频率 .
给定信号 S(t)，我们希望找到一些局部窄带信号

Si (t)和一个剩余量UM (t)使得：

S(t)=∑
i = 1

M

Si (t)+UM (t) （2）
其中 Si (t)是一个广义局部窄带信号，UM (t)是余量 . 由
于 Si (t)是一个广义局部窄带信号，那么存在一个奇异

局部线性算子Ts使得：

Ts (Si)(t)= 0 （3）
这样就可以将一个信号 S(t)分解为多个局部窄带

子分量之和，分解的方法采用类似EMD筛选的迭代方

法 . 其中每一个子信号 Si (t)都是算子Ts的零空间信号，

UM (t)是迭代过程中的残余信号，在每一步迭代中需要

找到最佳的零空间信号 . 具体可以通过求如下的优化

问题实现零空间信号的优化提取，其中F为定义的优化

代价函数：

F(α(t)Uλ1 γλ2 )= arg min
α(t)Uλ1 γλ2

{ Ts (S -U )
2

+λ1 ( U
2 + γ  S -U

2
)+ λ2  Dα(x)

2

（4）
式中 D 是二阶的微分算子，用来规则化 α(x)，λ1 和 λ2 是

拉格朗日乘子参数，γ是泄漏因子 . 在离散情况下上式

可写为：

F(αUλ1 γλ2 )= arg min
αUλ1 γλ2

{ (D + Pα)(S -U)
2

+λ1 ( U
2 + γ  S -U

2
)+ λ2  Dα

2

（5）
其中，D是二阶差分算子，SUα为长度L的列向量，γ为

控制分解贪婪度的指数，Pα是对角矩阵且对角元素与α

相等 .
可通过类似EMD筛选过程的迭代方法，得到该优化

问 题 的 解 ，即 分 别 得 到 变 量 αλ1 γU 的 估 计 值

α̂ j+ 1 λ1
j+ 1 γj+ 1 Û j+ 1（j为迭代次数）在优化过程中的迭代表

达式，从而得到达到算子Ts分解要求的优化分解结果 .
在NSP的基础上，本文提出一个具有已知固定单

频率约束的改进NSP模型应用在高噪声的背景下的分

解方法NSP‐α法，推导如下 .
同样应用第二类微分算子，为了能够在高噪声环境

中优先分解瞬时频率（平方）为α0的单频率成分信号，定
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义λ3为拉格朗日乘子参数，修正优化过程的代价函数为：

F(αUλ1 γλ2 λ3 )= arg min
αUλ1 γλ2

{ (D + Pα)(S -U)
2

+ λ1 ( U
2 + γ  S -U

2
)+ λ2  Dα

2

+ λ3  α - α0

2

}

（6）
¶F(αUλ1 γλ2 λ3 )

¶α
= 2AT (Aα +D(S -U))

+2λ2 DT Dα + 2λ3 (α - α0 ) （7）
为了估计 α̂，令

¶F(αUλ1 γλ2 λ3 )

¶α
=0，λ2 = λ̂2则可以得到：

AT Aα̂ +AT D(S - Û)+ λ̂2 DT Dα̂ + λ3 α̂ - λ3α0 = 0 （8）
其中A为对角阵，其对角上元素等于S -U. 这样可以得

到 α̂的迭代式：

α̂(t)= (AT A+ λ̂2 DT D + λ3 I)-1 (λ3α0 -AT D(S - Û))（9）
相似的，令 ¶F ¶U | α = α̂ = 0，可以得到残余信号的最

优估计：

Û = (QTQ + (1+ γ̂)λ̂1 I)-1 (QTQS + λ̂1 γ̂S)

=M (λ̂1 γ̂)(QTQS + λ̂1 γ̂S) （10）
其中，Q =D + Pα̂，定义M (λ̂1 γ̂)= (QTQ + (1+ γ̂)λ̂1 I)-1.

由于瞬时频率的估计值 α̂依赖于参数 λ̂2，Wen-Li⁃
ang Hwang等人通过大量的数值实验证明得出：λ̂2 的大

小对求取最佳瞬时频率的值影响较小，因此该值可以

设定为一较小的常数 . 因此推导残余信号 U的重估公

式则主要取决于参数 λ̂1和 γ̂.
设计信号模型：假设信号S由两个相互正交的分量

组成，即信号理想分解的结果为：

S = U͂ + V͂ （11）
且 V͂是算子D + Pα的零空间成份，而实际分解得到的信

号 Û是理想残余信号 U͂和理想零空间信号 V͂的线性加

权组合，是实际优化分解的结果，其可以表示为部分理

想残余信号 U͂和部分理想 V͂的线性加权和：

Û = β1V͂ + β2U͂ （12）
其中，β1，β2 是常系数，结合式 S = U͂ + V͂，V͂ TU͂ = 0，(D +

Pα̂)V͂ = 0可以推导出下式：

F(α̂Ûλ1 γλ̂2 λ3 )

=  (D + Pα̂)(S - Û)
2

+ λ1 ( Û
2

+ γ  S - Û
2

)

+λ̂2  Dα̂
2
+ λ3  α̂ - α0

2

= (1- β2 )2  (D + P α̂)U͂
2

+ λ1 (β 2
1 + γ(1- β1 )2)  V͂

2

+λ1 (β 2
2 + γ(1- β2 )2)  U͂

2

+ λ̂2  Dα̂
2
+ λ3  α̂ - α0

2

（13）
从式（13）中可以看出常系数 β1，β2是分别对应 U͂和

V͂，所以可分成两部分求解 F(α̂Ûλ1 γλ̂2 λ3 )中的最优

参数值：F1和F - F1，其中F1表示如下：

F1 = λ1 (β 2
1 + γ(1- β1 )2)  V͂

2

（14）
对β1求偏导，并令 ¶F1 ¶β1 = 0，可得：

β1 = γ (1+ γ) （15）
同样，对β2求偏导，并令 ¶(F - F1 ) ¶β2 = 0，可得：

β2 =
 (D + Pα̂)U͂

2

+ λ1γ
2  U͂

2

 (D + Pα̂)U͂
2

+ λ1 (1+ γ)  U͂
2

（16）

当 λ1 的取值非常小时，β2 约等于 1，把式（15）、（16）
代入式（11）可得：

Û =
γ

1+ γ
V͂ + U͂ （17）

S - Û =
1

1+ γ
V͂ （18）

回顾式（6）可以看出式（18）是算子 (D + Pα̂)实际筛

选出来的信号，实际上算子 (D + Pα̂)并没有能够把 V͂完

全的消除掉 . 基于假设模型：S = U͂ + V͂和 V͂ TU͂ = 0，我们

可以得到优化的泄露因子 γ，如下所示：

(S - Û)T S

 S - Û
2
= 1+ γ = 1+ γ̂ （19）

另外，利用式（10）可以得到：

S - Û = S - (QTQ + (1+ γ̂)λ̂1 I)-1 ´(QTQS + λ̂1 γ̂S)

= λ̂1 (QTQ + (1+ γ̂)λ̂1 I)-1 S

= λ̂1 M (λ̂1 γ̂)S （20）
通过式（20）可以得到：

(S - Û)T S

 S - Û
2
=

1

λ̂1

ST M (λ̂1 γ̂)T S

ST M (λ̂1 γ̂)T M (λ̂1 γ̂)S
（21）

通过式（19）、（21）又能得到：

1

λ̂1

ST M (λ̂1 γ̂)T S

ST M (λ̂1 γ̂)T M (λ̂1 γ̂)S
= 1+ γ̂ （22）

交换式（22）中两参数的位置，可得到 λ1的优化值：

1

1+ γ̂
ST M (λ̂1 γ̂)T S

ST M (λ̂1 γ̂)T M (λ̂1 γ̂)S
= λ̂1 （23）

从上面推导过程中可以看出：只要已知 α0 并给定

λ3，λ2，以及 λ1，γ的初始值，就能通过重估公式分别得到

其对应变量的估计值 α̂，Û，λ1，γ.
总结NSP⁃α法算法如算法1.

算法1 NSP‐α法的算法

步骤1 设输入的信号为S，已知确知信号频率（平方）α0，给定拉格朗

日参数λ2、λ3，以及方法的停止阈值 ε，初始化参数λ0
1，γ

0的值；
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步骤2 给所有的参数赋初值：

j¬ 0Û j ¬ 0λj
1 ¬ λ0

1 γ
j ¬ γ0；

步骤3 瞬时频率的计算公式：

α̂= (AT A+ λ̂2 DT D + λ3 I)-1

(λ3α0 -AT D(S - Û)) （24）
其中A j是对角矩阵且对角元素等于S - Û j；

步骤4 λj + 1
1 的计算公式如下：

λj + 1
1 =

ST M (Q j λ
j
1 γ

j)T S

(1+ γ0)ST M (Q j λ
j
1 γ

j)T M (Q j λ
j
1 γ

j)S
（25）

Q j =D +Pα̂j
M (Q j λ

j
1 γ

j)= (QT
j Q j + (1+ γj)λj

1 I)-1 Pα̂j
是一个对角矩

阵且其对角元素与 α̂ j相等；

步骤5 Û j + 1的计算公式如下：

Û j + 1 = (QT
j Q j + (1+ γj)λj + 1

1 I)-1

´(QT
j Q j S + γj λj + 1

1 S) （26）
步骤6 γj + 1的计算公式如下：

γj + 1 =
(S - Û j + 1)T S

 S - Û j + 1

2
- 1 （27）

步骤7 判定下面的条件：

 Û j + 1 - Û j > ε  S （28）
如果成立，设置 j = j + 1然后继续运算步骤3；

步骤 8 否 则 ，最 佳 Uλ1 γα 分 别 为 ：Û = Û j + 1 λ1 = λ
j + 1
1 γ =

γj + 1 α̂= α j + 1 通过执行上面的方法，就可以从输入信号 S中分离出频

率确知信号 Û和S - Û.

3 应用NSP‐α实现频率确知信号从不同强度

白噪背景中的提取

3. 1 仿真实验11
一个具体的去噪实例：采用模型 y = x + g，其中 y为

观测到的信号，x为原始输入信号，g为高斯白噪声 . 定
义输入频率确知信号 x = cos (2πf0n+ 0.5)，其中 2πf0 为数

字域频率，f0 = 0.03，采样频率为 800/3Hz，数据长度

800，去噪前输入信噪比为-15dB，其中拉格朗日参数

λ1 = 0.01λ2 = 0.001 按文献［8，14］得到的结论设定，并

在随后的实验中保持该设定，λ3初值设定为0. 01.
NSP-α方法提取的 x̂信号（蓝线）如图 1（c）所示，图

1（c）显示，NSP-α方法提取的信号 x̂的相位信息准确，

提取的幅度信息基本正确，去噪后信噪比为 14. 42dB，
其输出信噪比提升达 29. 42dB，说明该方法能够有效的

恢复频率确知信号 .
值得注意的是，提取的信号 x̂的幅度总是要大于原

始输入信号 x. 这是因为该方法把噪声信号基于 f0 =
0.03邻域的能量同时抽取出来迭加到 x上，因此，x的提

取结果是拥有正误差的有偏估计 .
由图 1（d）可知，NSP方法分解输入信号 y获得的结

果（这里仅显示了前 2阶 IMF分解结果）呈现出白噪声

分解的特点，NSP方法并不能针对淹没在噪声里的单频
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(b) 观测信号 y（蓝线）和输入信号 x（红线）的傅里叶谱
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(c) NSP-α方法提取的 x̂信号（蓝）和输入信号 x（红）

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
/s

-10

0

10
IMF1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
/s

-10

0

10 IMF2

�
�

�
�


�


�

(d) 应用NSP方法提取输入信号 y得到的第一阶和第二阶 IMF
图1 一个具体的去噪示例
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率目标信号进行有效的提取 .
3. 2 仿真实验22

输入信噪比改变的例子：仍然采用模型 y = x + g，其

中 y为观测到的信号，x为原始输入信号，g为高斯白噪

声 . 定义输入频率确知信号 x = cos (2πf0n+ 0.5)，f0 =

0.03，数据长度 800. 在不同噪声强度及不同 λ3 的值的

去噪实验如图2所示 .

从图2中可以发现：

（1）λ3 具有较高的鲁棒性，表现在除了 λ3=0. 001时
情况其去噪效果稍差，λ3 取 0. 01~100在去噪平面上的

分布皆比较集中，在此设定值区间去噪稳定且去噪效

果优良 .
（2）去噪的效果可以大约区分为 2个区间 . 在输入

信噪比小于-5dB时，去噪的效果可以提升约 25~30dB，
在输入信噪比大于-5dB时，去噪的效果可以提升约

15dB. 也就是说该方法对微弱信号高噪声的情况去噪

的效果相对更好 .
3. 3 仿真实验33

一个频率随时间变化的信号去噪提取：

仍然采用模型 y = x + g，其中 y 为观测到的信号，x
为原始输入信号，g为高斯白噪声 . 定义输入离散信号

x = cos (2πf0n+ 3sin(
πf0n

8
)+ 0.5)，确知频率 f0 = 0.03，数

据长度 800. 在不同噪声强度及不同 λ3 取值的去噪实验

如图3所示 .
从图 3中可以发现，当 λ3 > 0.1 时，提取效果较差，

这是因为输入信号频率是变化的，如果约束太强（λ3 较

大，例如 λ3 > 0.1），就变成优先筛选固定的确知频率，因

此提取效果变差 . 如果放宽约束（λ3 较小，例如 λ3 <
0.001），则在输入信噪比小于 10dB的区间基本不能够

实现去噪和信噪比的提升，甚至信噪比有恶化的趋势，

而在输入信噪比大于10dB的区间的信噪比提升效果也

非常有限，最多不超过5dB的增幅 .
一个具体的去噪例子如图 4所示，输入信号同图 3

例 . 其中拉格朗日参数设置 λ3 = 0.001，信号输入信噪

比-6dB，输出信噪比增益约 10dB. 其显示当输入信号

瞬时频率为波动变化时，本方法对幅度的跟踪的误差

较大，但基本能够提取和跟踪其瞬时频率的变化趋势，

提取的相位信息基本正确，但瞬时频率仍然存在不可

忽视的误差波动，因此联合考虑到图 3的实验结果，固

定约束的确知频率和改变约束因子 λ3 都不适用于实现

频率随时间变化的（或存在多普勒频移的）确知频率信

号提取 .
3. 4 仿真实验44

微弱信号提取的对比：采用仿真实验 1中的相同信

号设置：（采用模型 y = x + g，其中 y 为观测到的信号，x
为原始输入信号，g为高斯白噪声 . 定义输入频率确知

信号 x = cos (2πf0n+ 0.5)，其中 2πf0 为数字域频率，f0 =

0.03，数据长度 800），随机共振参数设置［2，3］为 b=1，a=
0. 2895，去噪前输入信噪比为-15dB，输出信号信噪比

为4. 38dB. 得到实验结果如图5.
比较实验 1、图 1（c）及实验 4、图 5（c）可知，在有先

验频率信息的基础上，NSP-α方法可以有效的提取原始

信号，能够完整保持原始信号的相位和原始信号波形，

其失真的来源主要是幅度失真；而随机共振方法也可

以 有 效 提 升 输 出 信 号 信 噪 比（有 效 提 升 信 噪 比

19. 38dB），与输入信号 x相比，输出信号波形尽管不够

光滑完整但能够基本保持单频率信号属性，图 5（d）显

示随机共振方法提取的信号 x̂的频谱与输入信号 x频谱

重合，这说明了随机共振方法对信号提取的有效性 .
最后考虑到随机共振方法在低信噪比条件下对信

号检测的有效性，我们用本文的结果和随机共振在不

同场合的应用进行了比较：文献［15］应用随机共振方
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图4 频率变化的信号去噪示例
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图5 一个具体的随机共振去噪示例
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法于双基地逆合成孔径雷达成像弱信号提取，最大可

以实现15. 73dB的信噪比增益；文献［16］应用随机共振

结合小波去噪的方法，实现了最高达30. 27dB的信噪比

增益，文献［17］应用自适应随机共振方法对强噪声环

境下的弱语音信号进行了检测，可以实现最多达

9. 79dB的信噪比增益 . 通过图 2可知，本文方法可以实

现最高不超过 30dB的信噪比增益；单就信噪比提升而

言，基本达到随机共振的水平，但不同的是，随机共振

没有确知频率的信息指导而达到这一指标，强调目标

信号的检测，实现了信噪比的提升；而本文方法在确知

频率先验信息的前提下实现了微弱信号的分离提取，

为微弱信号提取的方法提供了一种新的探索和选择 .
4 结语

基于NSP-α的微弱频率确知信号提取的方法可以

实现确知频率微弱信号的优先提取，最多实现高达

30dB信噪比的有效提升，而且特别适合相对低噪声环

境下（信噪比小于-5dB）的微弱信号提取 . 该方法是常

规的单频率微弱确知信号的检测/提取方法之外的一种

可选新的探索尝试 .
对于信号频率随时间变化的情况该方法提取的信

号有较大的幅度涨落，因此，如果为达成实现频率随时

间变化的（或存在多普勒频移的）确知频率信号提取的

目标，可以考虑改进引入 α0 的定值约束为时变约束，即

将常数的 α0 修正为 α0 (t)，并考虑针对确定常数 α0 为中

心的频率偏移Dα0，设定为约束目标函数的变量不仅仅

是 α0 (t)，还需考虑 Dα0，这样才可能追踪并优先筛选频

率随时间变化的（或存在多普勒频移的）确知频率信号

提取，而实现此任务是我们下一阶段的核心目标 .
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