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自适应突触神经元简化模型的动力学与电路实现

朱永鑫，徐 权，陈 墨，侯莉萍，包伯成
（常州大学微电子与控制工程学院,江苏常州 213164）

摘 要： 自适应突触神经元模型具有两个复杂激活函数，导致其不易于理论分析和硬件电路实现 . 然而，该神经

元的主要放电活动仅受到两个激活函数的局部曲线特征的影响，且这些局部曲线特征是完全不一样的 . 鉴于此，采用两

个简单函数分别对两个不同局部曲线特征进行拟合，提出了一种自适应突触神经元的简化数学模型 . 基于平衡点轨迹

图，阐述了该简化模型随外部刺激变化的平衡点稳定性演化机理，它经由Hopf分岔实现稳定与不稳定平衡态之间转迁 .
借助理论分析和数值仿真，分析了不同参数下自适应突触神经元的复杂动力学 . 最后，采用分立元器件进行了模拟电路

设计，制作印刷电路板，由数字示波器捕捉的运动轨迹图，验证了简化激活函数的可行性与MATLAB数值仿真的正确性 .
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Dynamics and Circuit Implementation of a Simplified Model of Adaptive
Synaptic Neuron

ZHU Yong-xin，XU Quan，CHEN Mo，HOU Li-ping，BAO Bo-cheng
（School of Microelectronics and Control Engineering，Changzhou University，Changzhou，Jiangsu 213164，China）

Abstract： Adaptive synaptic neuron model has two complex activation functions, which make it difficult to be analyzed
theoretically and implemented in hardware circuit. However, the main firing activities of this neuron are only affected by the lo⁃
cal curve characteristics of the two activation functions and these local curve characteristics are completely different. In view
of this, a simplified mathematical model of adaptive synaptic neuron is proposed using two simple functions to respectively fit
the two different local curve characteristics. Based on the trajectory diagram of the equilibrium point, the evolution mechanism
of the equilibrium stability of the simplified model with the change of external stimulus is explained. It achieves the transition
between the stable and unstable equilibrium states via Hopf bifurcation. By means of theoretical analyses and numerical simu⁃
lations, complex dynamics of the adaptive synaptic neuron under different parameters is investigated. Finally, an analog circuit
is designed using discrete components and a printed circuit board is made. The motion trajectory captured by a digital oscillo⁃
scope verifies the feasibility of the simplified activation functions and the correctness ofMATLAB numerical simulations.

Key words： activation function；neuron；equilibrium；stability；dynamics；numerical simulation；circuit implementa⁃
tion

1 引言

神经元是神经系统的基本组成单位，其放电活动

往往可以表现出丰富的动力学行为［1，2］. 无论对生物神

经元还是神经网络，研究其动力学行为都是非常必要

的［3］. 神经系统是生物传递信息的重要媒介，而神经元

之间的动作电位则承担着处理这些信息的职责［4］. 在

神经网络学习或演化过程中，神经元放电行为会受到

时间和突触的影响，它们同时发生且相互作用［5］. 文献

［6］证实了颞下皮层自适应神经元在短时记忆过程中

存在突触的记忆痕迹 .
人工神经网络的灵感来源于大脑中存在的神经网

络［7，8］，它有着广泛的应用前景，例如数据存储、信号检测

和温度补偿等［9］. 在人工神经网络中，激活函数起到非常

重要的作用，它有助于理解输入、输出的非线性和复杂映

射关系［10］. 近年来，越来越多的学者开始研究神经网络中

激活函数的动力学效应 . Hikawa提出了以分段线性函数
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作为激活函数的新型数字脉冲神经元，提高了学习的收

敛速度和泛化能力［11］. Apicella等认为可学习的、适应性

的激活函数可以提高神经网络的性能［12］. 由此可见，激活

函数是神经元及人工神经网络的重要组成部分 .
基于模拟电路或数字电路设计的电子神经元，对

人工神经网络的硬件实现具有重要意义［13~15］. 由于一

些神经元涉及到复杂的非线性项，使得神经元难以硬

件电路实现 . 根据目前报道的有关神经元文献中，大多

数神经元的激活函数为指数多项式函数和双曲正切复

合函数两大类 . 指数多项式函数需要用到乘法器模块，

实现难度大；双曲正切复合函数则需要多组电流镜像

模块［16］，导致激活函数实现成本高、设计难度大、不易

大规模电路实现 . 该文在设计激活函数时，采用两个简

单函数分别对不同局部曲线特征进行拟合，使得激活

函数中电流镜像模块数量比文献［16］中的减少了 2组，

有效降低了神经元模型实现的复杂度，并且保留了自

适应突触神经元的主要动力学特征 .
2 神经元数学模型

2. 1 自适应突触神经元

由输入 ui和输出Vi构成的单个神经元，用一个状态

方程来描述神经元的放电行为［14］

duidt = -
ui
τi
+∑

j
TijVj + Ii （1）

其中，τi是电路积分时间常数，Ii为外加刺激 . 式（1）的

状态方程仅适用于固定的神经元连接情况，且 Tij与时

间常数无关，当神经元突触与时间相关联时，需要引入

第二个方程来描述自适应突触神经元 . 因此，一种具有

自适应突触的单神经元模型可简写为
du dt = -u + H1 (u )H2 ( s) + I ( t )
ds dt = -αs + αH1 2 (u ) （2）

其中，u是膜电位，s是突触变量，α是可变正参数，时间

常数固定为1. 此外，外加刺激为

I = A sin (2πFt ) （3）
根据文献［16］，式（2）中两个激活函数H1和H2所采

用的拟合激活函数可以统一描述为
H ( ξ ) = 2tanh(κξ ) - tanh (κξ + 1.5κ )

-tanh (κξ - 1.5κ ) （4）
自适应突触神经元模型中外加刺激幅值为 A = 1，

双曲正切函数的斜坡梯度为 κ = 5. 通过Multisim电路

仿真软件，可模拟出自适应突触神经元在主要放电活

动（混沌状态）时H1（ξ）和H2（ξ）的局部曲线特征如图 1
（a）所示 . 因此，H1（ξ）的曲线特征是式（4）中激活函数

H（ξ）的上升沿特征，而H2（ξ）的曲线特征则是式（4）中

激活函数H（ξ）的右侧下降沿特征，且两个曲线特征都

是单调、有界且光滑的 .

可考虑采用两个简单的非线性函数拟合神经元在

主要放电活动时的局部曲线特征，实现激活函数的简

化，其数学表达式为
F ( ξ ) = 2tanh(κξ )
G ( ξ ) = -tanh [ κ ( ξ - 1.5) ] + 1 （5）

MATLAB数值仿真可得到式（5）中两个拟合函数

F（ξ）和G（ξ）的传递特性曲线，如图 1（c）、图 1（d）所示 .
比较图1（a）、图1（b），图1（c）、图1（d），结果说明F（ξ）和
G（ξ）能够较好地拟合H1（ξ）和H2（ξ）在神经元放电活动

时的主要曲线特征，即采用两个简单的非线性函数代替

原复杂激活函数的方法是可行的 . 因此，式（2）可改写为
du dt = -u + F (u )G ( s) + I ( t )
ds dt = -αs + αF 2 (u ) （6）

式（6）为所提出的自适应突触神经元简化模型，后续分

析中简称为模型（6）.
2. 2 平衡点及稳定性分析

根据模型（6），可得到简化神经元模型的平衡点表

达式为

S = (η1，η2 ) （7）
其中，η2 = F2（η1）. 由超越方程

h (η1 ) = -η1 + F (η1 )G [ F 2 (η1 ) ] + I ( t ) = 0 （8）
可解出η1的值 .

在平衡点S处的雅克比矩阵为

JS = é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú-1 + F' (η1 )G (η2 ) F (η1 )G' (η2 )

2αF (η1 )G' (η1 ) -α （9）
其中，F'和G'分别是F和G关于时间 t的导数，且有

F' ( ξ ) = 2κ - 2κ tanh2 (κξ )
G' ( ξ ) = κ tanh2 (κξ - 1.5κ ) - κ （10）

相应地，特征多项式为

P (λ) = λ2 + m1λ + m2 = 0 （11）
式（11）中，
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图1 激活函数局部曲线特征及其拟合曲线特征
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m1 = 1 - F' (η1 )G (η2 ) + α
m2 = α - αF' (η1 ) [G (η2 ) + 2F 2 (η1 )G' (η2 ) ]（12）

可计算出式（11）的特征根为

λ1，2 = -m1 ± m21 - 4m2
2 （13）

以下列出了 7种不同特征根情形，对应了不同的平

衡点稳定性 .
情形 1：m1 = 0且m2 > 0. λ1和λ2都是纯虚数，表明

在S点处发生了Hopf分岔 .
情形 2：m1 > 0且m2 = 0. λ1是零根，λ2是负实根，表

明在S点处发生了折叠分岔 .
情形 3：m1 > 0且m2 < 0. λ1是一个正实根，λ2是负

实根，表明S点是不稳定鞍点 .
情形 4：m1 < 0且m2 > 0，m21 - 4m2 ≥ 0. λ1和λ2都是

正实根，表明S点是不稳定结点 .
情形 5：m1 < 0且m21 - 4m2 < 0. λ1和λ2是一对实部

为正的共轭复根，表明S点是不稳定焦点 .
情形 6：m1 > 0，m2 > 0且m21 - 4m2 ≥ 0. λ1和λ2都是

负的实根，表明S点是稳点结点 .
情形 7：m1 > 0，m2 > 0且m21 - 4m2 < 0. λ1和 λ2是

一对实部为负的共轭复根，表明S点是稳定焦点 .
设定时间 t在 I（t）的一个周期内从 0到 1变化，选取

典型参数为α = 2，κ = 5，A = 1和F = 1，由特征根λ1，2确定

的平衡点稳定性可很好地刻画出来，如图2所示 . 其中，

黄色、粉色、蓝色和绿色线段分别代表着稳定结点（Sta⁃
ble Node Point，SNP）、不稳定结点（Unstable Node Point，
UNP）、稳定焦点（Stable Node Focus，SNF）和不稳定焦点

（Unstable Node Focus，UNF）. 另外，由方框标注出的稳

定性转换点代表 Hopf分岔点（Hopf Bifurcation Point，
HBP）. 这里，情形3中的情况不存在，且不存在折叠分岔

点 . 由图2可观察到，当时间 t在一个完整的周期内增加

时，始终具有 3个平衡点，随着时间变化，经由Hopf分
岔，SNF转变为UNF，或者UNF转变为SNF.

3 数值仿真

基于MATLAB ODE45算法（时间步长为0.01），利用

分岔图和李雅普诺夫指数谱对模型（6）进行动力学分析［17］.
模型（6）中典型参数κ = 5，A = 1和F = 1保持不变，参

数α作为分岔参数且变化区间为［0，7］. 当初始值固定为

（0，0）时，模型（6）中变量u的最大值分岔如图3（a）及其李

雅普诺夫指数谱如图3（b）所示 . 不难观察到，图3中的分

岔图和李雅普诺夫指数所描述的动力学行为是基本一致

的 . 当α从0开始逐渐增加时，模型（6）的运行轨迹由周期

1极限环出发，演变为多周期状态，当α = 1.34时，由混沌

危机进入混沌状态；当α = 4.92时，由切分岔进入周期2极
限环；当α = 5.28时，再次回到周期1极限环 .

需说明的是，当 α = 2.5时，图 3中的分岔图为混沌

状态，而李雅普诺夫指数则为周期状态，出现了两者所

描述的动力学行为不一致的现象，这是由于模型（6）在

此参数处存在瞬态混沌现象 . 选取四组典型状态下的

参数α的值，分别取 1、1. 2、2和 5，数值仿真得到三组共

存的多周期极限环和一组混沌双涡卷吸引子的相平面

图，如图4所示 .
4 电路设计和实验验证

利用商用分立元器件，对自适应突触神经元简化

模型进行模拟电路设计 . 通过制作印刷电路板，将实验

所需元器件焊接在印刷电路板上，由硬件实验验证数

值仿真的正确性 .
4. 1 模拟电路设计

自适应突触神经元简化模型所采用的两个激活函

数是由不同偏移量的双曲正切函数表示的 . 利用文献

［18］可设计出所需激活函数的实现电路，如图 5（a）和 5
（b）所示 . 其中，电流源 I0可由三极管对、三个电阻和一

个输入电压等效实现 . 特别是，图 5（b）中 tanh（∙）单元

模块的运算放大器Ui的反向输入端并联了一个输入偏

置电压 V1，运算放大器Uo2的反向输入端并联了一个输
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(a)  初值(0, 0)的分岔图
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图3 模型(6)的分岔图与李雅普诺夫指数谱
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图2 简化神经元模型随时间变化的平衡点稳定性
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出偏置电压 V2，通过此连接方式，构建了模型（6）激活

函数G（·）的电路模块 .
在激活函数电路模块中，电阻参数R = 10 kΩ、RF =

2.6 kΩ、RC = 1 kΩ、Rk = 5 kΩ，输入电压 E = 15 V，电流

源 I0 = 1.10 mA，以及偏置电压V1 = 1.5 V，V2 = 1 V. 当输

入电压 vi时，图 5（a）和 5（b）中激活函数电路模块的输

入-输出关系可以描述为
F ( vi ) = mtanh(κvi )
G ( vi ) = -tanh [ κ ( vi - V1 ) ] + 1 （14）

其中，m=R/Rk = 2、κ=RF/2RVT=5 V−1. 因此，式（5）描述的

简化激活函数是可以用商用分立元器件来实现的 .
基于图 5（a）和 5（b）所示的激活函数电路模块，

可设计出图 5（c）的自适应突触神经元简化模型的

主电路 . 与文献［16］所设计的激活函数电路模块相

比，图 5中的简化激活函数电路模块节省了 37个电

阻、8个三极管、9个运算放大器、2个偏置电压，大大

减少了实验成本以及实现电路的复杂度 . 以两个积

分通道中的电容电压 vu和 vs为状态变量，其电路方

程描述为

RC
dvudt' = -vu + g2F ( vu )G ( vs ) + VI ( t')

RC
dvsdt' = -

R
Rα1

vs + g1RRα2
G2 ( vs )

（15）

令 t' = RCt，进 行 时 间 尺 度 变 换 ，则 工 作 频 率 f =
F/（RC）. 外部输入电压可重写为

VI ( t') = A sin (2πft') （16）
实 验 中 选 取 积 分 时 间 常 数 为 RC = 10 kΩ ×

100 nF = 1 ms. 因此实际工作频率为 f = F/（RC）=
1 kHz. 另外，乘法器增益选取 g1 = g2 = 1. 本次实验选

取参数α = 1、1.2、2和5作为例子，它们所对应的理论阻

值分别为Rα1 = Rα2 = 10 kΩ、8.33 kΩ、5 kΩ和2 kΩ.
4. 2 硬件实验验证

硬件实验采用精密可调电位器、贴片电阻、陶瓷电
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图5 自适应突触神经元简化模型的模拟实现电路
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容 、三 极 管 MPS2222、运 算 放 大 器（TL082CP 和

AD711JN）、乘法器 AD633和±15 V直流电压源 . 根据

图 5原理图，利用Altium Designer绘制实验所需的印刷

电路板 . 自适应突触神经元简化模型的硬件实验电路

板如图 6所示 . 此外，在供电电压源两端并联 1个 100
nF的电容，起高频滤波作用 .

通过数字示波器可以测试出简化激活函数电路模块

的传输特性曲线 . 在硬件实验测量中，F（·）模块的RF为
2.43 kΩ，RW（调节电流源 I0）为9.35 kΩ；G（·）模块的RF为
2.57 kΩ，RW为10.27 kΩ. 两个电路模块的参数不一致是

硬件实验的寄生参数、测量误差等因素所导致的 .
将调好的简化激活函数电路模块连接到积分通道主电

路中，外接信号发生器所产生的正弦信号VI = sin（2000πt）
V，以及连接±15 V直流电压源至各电路模块中 . 当Rα1
和Rα2分别为四组阻值时（对应于 α = 1、1.2、2和 5），实

验捕获的在 vu⁃vs平面上的相轨图如图 7所示，实验结果

与图 4的数值仿真结果一致 . 同样地，因寄生参数和测

量误差等因素的影响，Rα1和Rα2的实际阻值与理论阻值

存在一定差异 .

5 结论

自适应突触神经元主要放电活动时，两个激活函

数只呈现出局部曲线特征 . 基于激活函数的局部曲线

特征，本文采用两个简化激活函数拟合原有的激活函

数，提出了一种自适应突触神经元简化模型 . 简化模型

有效降低了自适应突触神经元的理论分析复杂度和硬

件电路实现成本，且有利于大规模神经网络的集成电

路设计 . 本文阐述了平衡点稳定性的演化机理，外部刺

激的变化使得稳定和不稳定平衡态经由Hopf分岔发生

了转移 . 数值仿真观察到了自适应突触神经元在不同

参数时所呈现的丰富放电行为 . 最后，设计了模拟实现

电路，制作了印刷电路板，并进行了硬件实验 . 实验结

果与数值仿真完全一致，验证了该方案的可行性 .
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