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摘 要： 本文在时域有限元（Finite-Element Time-Domain，FETD）方法中实现了一种新型亚网格技术，并通过

空间滤模 (Spatial Modes Filtering，SMF)发展为无条件稳定亚网格 FETD（Subgridding SMF-FETD，SSMF-FETD）方法 .
本文给出了 FETD中亚网格技术的具体实施方案，包括粗细网格交界处粗网格棱边的编号方案、系统矩阵的建立过

程以及亚网格 FETD（Subgridding FETD，S-FETD）方法的系统迭代方案 . 亚网格技术的引入在一定程度上会破坏系

统矩阵的稀疏度，但基于有限元框架下建立的系统矩阵依然保持对称正定或半正定特性 . 因此，可以直接将 SMF方
法应用到 S-FETD方法中 . 通过广义特征值分解获得 S-FETD系统矩阵的不稳定模式，并修改其矩阵方程，进而得到

SSMF-FETD方法 . S-FETD方法能够有效减少未知量数目，在此基础上数值结果表明，SSMF-FETD可以有效扩大时

间步长并保持结果准确，从而进一步提升计算效率 . 在面对含有复杂精细结构的问题时，所提方法具有较高的有效

性和准确性．
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Abstract： A subgridding technology is implemented in the finite-element time-domain(FETD) method, and with spa⁃
tial modes filtering(SMF) method further developed into the unconditionally-stable subgridding SMF-FETD(SSMF-FETD)
method. The specific implementation scheme of the subgridding technology in FETD is given, including the numbering
scheme of the edges of the coarse grid at the junction of coarse and fine grid regions, the establishment process of the sys⁃
tem matrices, and the system iteration scheme of the subgridding FETD(S-FETD) method. The introduction of subgridding
technology will destroy the sparsity of the system matrix to a certain extent, but the system matrices based on the finite ele⁃
ment framework still maintain the symmetric positive definite or positive semi-definite characteristics. Therefore, the SMF
method can be directly applied to the subgridding FETD method. The unstable modes of the subgridding FETD system ma⁃
trices are obtained through generalized eigenvalue decomposition, and the subgridding FETD matrix equation is modified to
obtain the SSMF-FETD method. The S-FETD method can effectively reduce the number of unknowns. On this basis, nu⁃
merical results show that the SSMF-FETD method can effectively expand the time step and maintain the accuracy of the re⁃
sults, which further improves the calculation efficiency. The proposed method has high effectiveness and accuracy when fac⁃
ing the problems with complex and fine structures.
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1 引言

多尺度问题对几何建模方案的需求及对时间步

长选取的限制给传统时域有限元方法（Finite-Element
Time-Domain，FETD）及其他电磁波时域计算方法带来

了巨大挑战［1~5］．在使用矩形单元剖分时，FETD通常

需要使用单一尺度单元来离散多尺度计算域［6］，为准

确描述部分精细结构所需的空间步长很小，将在其他

区域中产生大量不必要的未知量，浪费内存．因此，

亚网格技术［7~10］应运而生，采用细网格对精细结构进

行局部加密剖分，其余区域采用粗网格剖分，这样可

以更好地描述精细结构并有效减少内存．另一方面，

由于 FETD采用显式中心差分格式近似时间导数，其

时间步长受到稳定性条件的限制［11］，精细网格的存在

会使时间步长过小，增加计算成本．亚网格技术虽减

少了网格数量，但时间步长仍被稳定性条件约束，时

域计算压力依然较大．近年来，为了突破稳定性条件

的 限 制 ，众 多 学 者 提 出 了 一 系 列 无 条 件 稳 定 方

法［12~14］．其中，Jiao Dan团队提出的基于空间滤模的

无条件稳定 FETD（Spatial Modes Filtering Finite-Ele‑
ment Time-Domain，SMF-FETD）方 法［13］，无 需 传 统

FETD方法预处理，通过滤除在给定的大时间步下不

能被稳定模拟的空间模式就可以使系统稳定，随后其

团队又在无条件稳定时域有限差分方法中引入了亚

网格技术［15，16］．
本文的主要工作是将一种亚网格技术应用到

SMF-FETD中，开发了基于空间滤模 FETD方法的新型

亚网格技术（Subgridding SMF-FETD，SSMF-FETD），拓

展了 FETD方法在处理包含精细结构计算域时的剖分

方案．首先，以粗细网格比率为 5为例，详细描述了

FETD中亚网格技术的具体操作流程，给出了亚网格

时域有限元（Subgridding FETD，S-FETD）方法．随后，

将亚网格技术应用至 SMF-FETD方法，通过滤除空间

不稳定模式解决了时间步长依赖于最小空间步长的

问题，给出了 SSMF-FETD方法．数值结果表明，相比

于 FETD方法，S-FETD可以有效减少未知量数目，

SSMF-FETD方法在此基础上可采用大时间步长计算，

保证计算精度的同时进一步提升了计算效率，证明了

SMF-FETD亚网格技术在面对多尺度复杂问题时的有

效性．

2 SSMF-FETD基本理论

FETD的系统矩阵方程为［1］

T
d2e

dt2
+ Se = h （1）

其中，质量矩阵T和刚度矩阵S是稀疏矩阵，e为棱边基

函数的相关系数矢量，h是激励源矢量．

单元质量矩阵 Te 和单元刚度矩阵 Se 由式（2）
给出［1］：

T e

ij
= ε∬

Ωe

N e
i N e

j dΩ

S e

ij
= μ-1∬

Ωe

(Ñ´N e
i ) × (Ñ´N e

j ) dΩ
（2）

式（2）中，Ω表示单元积分区域，ij 表示单元内棱边编

号，N e
i 表示第 e个单元内第 i条棱边的基函数，ε为介电

常数，μ为磁导率．

2. 1 亚网格FETD方法

引入亚网格技术后，用两种尺寸的正方形网格剖

分计算域，粗、细网格边长分别为 lc、lf．考虑如图 1
所示的网格比率 Ratio = lc lf = 5 时的剖分情形，中心

AA区域为细网格加密区域，即将该区域原有的粗网

格均匀细分，此外区域保持粗网格剖分．AA、A型单

元为常规单元，每个单元包含 4条等长棱边，区别是

AA、A区内分别只包含细、粗网格单元；B型单元为粗

细网格交界处粗单元，该类单元含有一条粗细单元

共用棱边，即每个单元含 3条粗棱边与 Ratio条细

棱边．

如此剖分计算域后，需通过空间插值进行粗细网

格区域边界的信息交互，即将共用棱边的粗棱边信息

等效至其对应的细棱边，将交界处粗棱边对场值的贡

献改由对应的细棱边的贡献代替，以此保证场值连续，

避免重复计算．

2. 1. 1 粗细网格交界处粗网格单元矩阵的构建

常规单元可按照 FETD方法进行单元矩阵的构

建，B型单元因情况特殊，构建单元矩阵需要采用一

种新的编号方式处理．以 B1单元为例（B2~B4同

理），先按常规单元编号方式对粗棱边编号，将下、
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图1 亚网格技术剖分方案示意图
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上、左、右棱边分别编号为 1、2、3、4号棱边（如图 1
（a）所示），方向为坐标轴正方向．此时粗棱边的基

函数表达式为［1］

N1( xy) = 1
ly

æ

è
çççç yc +

ly

2
- y

ö

ø
÷÷÷÷ x̂

N2( xy) = 1
ly

æ

è
çççç y - yc +

ly

2
ö

ø
÷÷÷÷ x̂

N3( xy) = 1
lx

æ

è
çççç xc +

lx

2
- x

ö

ø
÷÷÷÷ ŷ

N4( xy) = 1
lx

æ

è
çççç x - xc +

lx

2
ö

ø
÷÷÷÷ ŷ

（3）

式（3）中，xc、yc 为单元中心点坐标，lx、ly 为单元 x、y方向

的棱边长度．随后提供B1粗细网格交界处棱边的新编

号方案，1号粗棱边被分割为 5~9号细棱边，由于棱边

基函数是与单元棱边长度有关的函数，此时各细棱边

的基函数为

Ni( xy) = 1
5

N1( xy) i = 59 （4）
为了使粗细网格交界的场保持连续性，B1单元

的 1号粗棱边对场值的贡献由其对应的 5~9号细棱

边的场值替代，如图 1（b）所示，粗细边界场值的关

系为［15］

E1 = ∑
i = 5

Ratio + 4 lfi

lc

Ei （5）
式（5）中，E1 为 1号粗棱边的场值，Ei 为第 i条细棱边的

场值，lfi为第 i条细棱边的长度，lc为粗棱边长度．

由式（2）、式（3）可得 FETD 的单元质量、刚度

矩阵［1］：

T e =
lxly
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将1号粗棱边与2~4号粗棱边的相互作用由5~9号
细棱边与2~4号粗棱边相互作用替代，据式（2）~（4），新

形成的单元质量、刚度矩阵如式（8）、式（9）：
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lxly
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（9）

2. 1. 2 S-FETD系统矩阵方程的构造

单元矩阵构造完成后进行系统矩阵的组合．为便

于消除粗棱边作用，首先对粗、细网格区分别进行系统

矩阵的对号入座累加填充 . 粗网格区域先填充域内常

规棱边，后填充交界共用粗棱边；细网格区域先填充交

界共细棱边，后填充域内常规棱边 . 然后将两区域分别

生成的矩阵按先粗后细的顺序组合为完整的系统质

量、刚度矩阵．
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ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù
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T ff
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S =

é

ë
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ê
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ú

úS cc
ii S cc
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S fc
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（10）

式（10）中，上标 c表示粗网格区域，f表示细网格区域，
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下标 i表示域内棱边，b表示交界棱边，上下角标为一一

对应，如T fc
bi 表示细区域交界棱边与粗区域内部棱边的

相互作用．

随后对共用棱边进行处理，将粗区域共用棱边的

贡献 T cc
bb、T cc

ib 、T cc
bi 、S cc

bb、S cc
ib 、S cc

bi 置零，此时矩阵将会出现

多个零行、列，将这些零行列删除，得到插值处理后的

新系统矩阵：

Tnew =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úT cc
ii T cf

ib

T fc
bi T ff

bb T ff
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T ff
ib T ff
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úS cc
ii S cf
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bi S ff

bb S ff
bi

S ff
ib S ff

ii

（11）

S-FETD系统矩阵方程此时由式（1）更新为

Tnew

d2enew

dt2
+ Snewenew = hnew （12）

使用中心差分方案离散时间变量，得到显式时间迭

代式：

en + 1
new = 2en

new - Dt2T -1
new Snewen

new - en - 1
new + Dt2T -1

new hn
new（13）

2. 2 无条件稳定的亚网格FETD方法

为保证仿真的稳定性，FETD迭代时间步长的选取

需要满足稳定性条件［11］：

Dt £
2

ρ ( )T -1 S
（14）

其中，ρ(T -1 S)为矩阵 T -1 S 的谱半径，与空间最小步长

有关．式（14）说明时间步长的选取会被空间离散的最

小尺度所限制，也就意味着如果计算域内存在精细网

格，为精确捕捉其中场值，过小的空间步长会限制时间

步长也不得不很小，这在实际计算中难以承受．

S-FETD方法时间步长的选取仍受式（14）约束，但

因其系统矩阵 Tnew 和 Snew 依然保持对称正定和对称半

正定特性，故可以将 SMF方法［13］直接应用至 S-FETD突

破式（14），得到大时间步下的无条件稳定亚网格 FETD
方法．此时，式（12）的解由以下广义特征值问题

确定［12］：
SnewΦ =DTnewΦ （15）

式（15）中，D为对角矩阵，其元素是 Snew 相对于 Tnew 的

特征值 λ2
i，Φ是特征向量矩阵．

对于给定的Dt，系统特征值 λ2
i 若满足［12］：

λ2
i ³ 4 Dt2 （16）

就会导致式（13）计算的不稳定，满足式（16）的特征值

对应的特征模式称为不稳定模．如果通过空间滤模从

基础数值系统中排除不稳定的本征模式，就可以保证

在给定时间步下仿真的稳定性［13］．将系统的不稳定模

式的特征矢量组合为矩阵Φh，通过简单的修改将式

（12）变为消除掉不稳定模式的新系统［13］，即 SSMF-

FETD，系统矩阵方程变为

Tnew

d2enew

dt2
+ Snew( I -ΦhΦ

T
hTnew ) enew = hnew （17）

相应的时间迭代式为

en + 1
new = 2en

new - Dt2T -1
new Snew( I -ΦhΦ

T
hTnew ) en

new

- en - 1
new + Dt2T -1

new hn
new

（18）
为确保场值的准确性，需对每一步场值进行修正［13］：

en + 1
new = en + 1

new -ΦhΦ
T
hTnewen + 1

new （19）
3 数值算例

为了说明上述 SMF-FETD亚网格技术的有效性，将

通过两个数值算例进行验证 . 计算环境为 Intel（R）Xe‑
on（R）Platinum 8160 CPU@2.1 GHz台式机，2处理器各

24核48线程，内存256 GB．
算例1 线磁流源在自由空间的辐射与干涉

首先考虑线磁流源在自由空间的辐射问题 . 计算

模型如图 2所示，真空计算域大小为 4 m ´ 4 m，粗、细网

格剖分尺度分别为 0.1 m ´ 0.1 m 和 0.02 m ´ 0.02 m，网

格比率为 5. 将域内 3个大小为 0.2 m ´ 0.2 m 的计算区

域用细网格加密，线磁流源位于计算域中心点P，时谐

场频率 f = 0.25 GHz. 分别采用 FETD、S-FETD、SSMF-

FETD方法计算直线PQ上的磁场，并与解析解对比．

FETD全域采用细网格剖分，未知量数目为 80400
个，亚网格技术的引入将未知量数目降至 3904个，受稳

定性条件的限制，FETD和 S-FETD的时间步长为 Dt =
2.6 ´ 10-11 s，SSMF-FETD的时间步长仅受计算频率的限

制可扩大至Dt = 1.3 ´ 10-10 s．图 3给出了各方法计算直

线PQ上磁场随距离的变化情况，可以看出计算结果吻

合良好，证明SSMF-FETD具有很高的精确度．

下面考虑自由空间中两个线磁流源的干涉问题．

设置真空计算域尺寸6.4 m ´ 3.2 m，网格尺度、加密区域

大小与辐射问题一致．加源点（−1. 6，0）、（1. 6，0）和观

测点（0，0）分别位于3个细网格区中心，在加源点同时加

入微分高斯脉冲 I(t)= ((t- t0 ) τ )exp(-4π(t- t0 )2 τ2 )，脉冲

宽度 τ = 8 ´ 10-9 s，峰值时刻 t0 = τ．

源点

P
Q

图2 计算模型示意图
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表 1给出了三种方法的计算效率对比，可以看出亚

网格技术的引入有效减少了总未知量数目，在保证精

确度的同时也大幅提升了计算速度，SSMF-FETD的时

间步长是 FETD方法的 5倍，通过删除 282个不稳定模

式实现无条件稳定．

为了更为清晰地展示二维空间两个波源的扩散和

相干过程，将计算域扩大至 12 m ´ 6 m，如图 4所示，加

源点位置（−3，0）、（3，0），但如此设置FETD剖分的未知

量数目将高达 360900个，普通计算机难以对模型棱边

进行编号．此时使用 SSMF-FETD方法可解决该问题并

快速仿真得到干涉图样，这凸显了亚网格技术的引入

在处理包含精细结构的大规模计算域时的建模优势，

可解决由于精细结构存在导致剖分尺度不得不很小，

从而使未知量激增造成FETD难以计算的问题．

算例2 二维金属EBG结构传输特性的研究

根据Bragg定律，EBG结构的中心频率 f0 是该结构

周期单元长度 r的函数［17］. 对于如图 5（a）所示由周期

排列的二维金属方柱组成的EBG结构［18］，通常按如下

公式来估计阻带的中心频率 f0：

f0 =
c
2r

（20）
表1 不同方法计算效率对比

方法

FETD
S-FETD

SSMF-FETD

加密区

未知量数目

-

660
660

总未知量数目

102880
4816
4816

时间步长/s
2.6E−11
2.6E−11
1.3E−10

系统矩阵组合时长/特征值

求解时长/迭代时长/s
413.69/‑/141.11
0.52/‑/14.29
0.51/1.49/6.29

加速比

1
37.46
66.92

峰值内存

/MB
90.68
14.96
24.17
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（a）第2000步
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（b）第2400步
图4 扩大计算域后干涉问题的场值快照
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图3 线磁流辐射场与解析解对比
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图5 二维金属EBG结构示意图
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设置EBG结构上下为无限多层，左右为N层，周期

单元长度 r = 0.14 m，金属柱截面边长a = 0.04 m（为简便

计算将金属视为 PEC处理）．图 5（b）展示了一个周期

计算域内的条件设置，引入亚网格技术剖分，粗、细网

格尺寸分别为 0.01 m ´ 0.01 m、0.002 m ´ 0.002 m，将金

属柱部分加密剖分．平面波源为微分高斯脉冲 I(t)=
((t - t0 ) τ )exp(-4π(t - t0 )2 τ2 )，参 数 设 置 τ = 8 ´ 10-10 s，

t0 = τ．采用 SSMF-FETD方法并结合 Floquet定理引入

周期边界条件研究其传输特性，并分析层数 N、周期单

元长度 r对传输特性的影响．

图 6给出了当 N = 6 层，FETD、S-FETD和 SSMF-

FETD方法计算出的EBG结构传输特性曲线，表 2给出

了三种方法的计算效率对比，其中 SSMF-FETD方法通

过删除 2244个不稳定模式实现无条件稳定，可以看出

计算结果吻合良好，计算出的阻带中心频率与Bragg定
律式（20）估计的频率一致，充分说明了本文方法的正

确性和高效性．相比算例 1，该算例中 SSMF-FETD方

法的加速比有所下降，主要是由于加密区未知量较多，

同时导致亚网格方法的全域未知量增多，在求解特征

值、时域迭代计算部分对内存需求增大，耗时较长，这

也说明本文所提亚网格方法在处理精细目标占比越少

的多尺度计算域越有优势．

图 7分别给出了 EBG结构层数N、周期单元长度 r
对传输特性的影响．当 N ³ 3层时，层数不影响阻带中

心频率及带宽，但随着N的增大，阻带性能提升．一般

只要 N > 5，S21 <-20 dB 就可以满足一般阻带的要求．

当金属柱截面边长和层数一定时（a = 0.04 m，N = 6），随

着周期单元长度 r的增大，阻带性能降低，带宽减小，中

心频率向低频方向移动．以上分析不仅说明了 SSMF-

FETD方法的实用有效性，也为EBG结构的工程设计和

应用提供了参考．

4 结论

本文提出了基于 SMF-FETD方法的一种二维新型

亚网格技术，详细介绍了亚网格的实现过程．在保证

计算精度的前提下，采用 SMF-FETD亚网格技术可以

有效减少未知量数目，在多尺度建模中增加网格生成

的灵活性；同时，通过滤除空间不稳定模式可以有效

扩大时间步长，大幅提高计算效率．通过参照本文方

法，易得出其他网格比率的亚网格 FETD方法．可以

预期，本文方法在复杂多尺度问题分析中将有广泛

应用．
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图6 不同方法计算出的S21参数

表2 不同方法计算效率对比

方法

FETD
S-FETD

SSMF-FETD

加密区

未知量数目

-

5040
5040

总未知量数目

108640
9280
9280

时间步长

/s
2.6E−12
2.6E−12
1.35E−11

系统矩阵组合时长/特征值

求解时长/迭代时长/s
495.31/‑/3321.97
1.33/‑/295.24

1.32/117.15/93.65

加速比

1
12.87
18.00

峰值内存

/MB
129.33
23.62
470.12
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图7 参数对传输特性的影响
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