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最优高斯整数周期组间互补序列集的构造
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摘 要： 本文在高斯整数集上，基于完备高斯整数序列和正交矩阵，构造了一类最优周期组间互补序列集，可实

现任意长度的零相关区内互补码数量和互补码集数量的灵活选择 . 通过设计 2阶和 3阶核正交矩阵，将其对角拼接与

完备高斯整数过滤，得到一类任意阶正交矩阵 . 利用该正交矩阵，结合任意长完备高斯整数序列，可构造零相关区与

完备序列等长的周期组间互补序列集，其参数达到理论界 . 构造结果与已有文献比较，参数可在无条件限制下实现最

优 . 组间互补序列集应用于多载波系统可消减邻区间的通信串扰并提升用户容量 .
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Construction of Optimal Gaussian Integer Periodic Inter-Group
Complementary Sequence Sets
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Abstract： Based on perfect Gaussian integer sequences and orthogonal matrices, a class of optimal periodic inter-
group complementary(IGC) sequence set is constructed on the Gaussian integer set, which can realize the flexible number
of complementary codes and complementary code sets within any zero-correlation zone length. By designing 2-order and 3-

order kernel orthogonal matrices, splicing them on the diagonal way and filtering with perfect Gaussian integer sequences, a
class of orthogonal matrices of arbitrary order is obtained. By using the orthogonal matrices and perfect Gaussian integer se⁃
quences of arbitrary length, the periodic inter-group complementary sequence set can be constructed, in which the length of
zero correlation zone equals to that of perfect sequence and the set parameters reach the theoretical bound. Compared with
the existing literature, the construction results show that the parameters can be optimized without any restriction. IGC se⁃
quence sets can be applied to the multi-carrier code division multiple access communication system to reduce adjacent cell
interference and increase user capacity.

Key words： inter-group complementary sequence sets；orthogonal matrices；perfect Gaussian integer sequence；theo⁃
retical bound

1 引言

互补序列集在多载波码分多址（Multi-Carrier Code
Division Multiple Access，MC-CDMA）系统和多输入多

输出码分多址（Multi-Input and Multi-Output Code Divi⁃
sion Multiple Access，MIMO-CDMA）系统中有着重要应

用，其理想的自相关和互相关特性可在一定程度上抑制

系统的多径干扰和多址干扰［1~3］. 但是，互补序列集中互

补码的数量受限于子序列数量，因此大大限制了通信系

统容量 . 为此，Fan等人［4］提出了零相关区（Zero Correla⁃
tion Zone，ZCZ）互补序列集，突破了互补码的数量限制，

可使扩频系统在一定同步范围内大大提升系统容量 . 为
了满足通信容量增长的同时减少通信小区间的邻区干

扰，Li等人［5］提出了组间互补（Inter-Group Complemen⁃
tary，IGC）序列集 . 它是由多个ZCZ互补序列集组成的集

合，每个 ZCZ互补序列集被称为一个组 . 同一组内的

ZCZ互补序列在给定码片时延（即ZCZ范围）内，具有理
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想的自相关和互相关性质；而不同组的 ZCZ互补序列

则在所有码片时延内都具有理想的互相关特性 . IGC序

列集应用于多载波扩频系统时，将不同码组对应于不同

小区，组中的ZCZ互补码分配给小区内的用户 . 这样，不

仅提升了用户容量，又降低了小区间的邻区干扰 . 与基于

传统互补码的多载波扩频系统相比，IGC-CDMA系统在

保证抗干扰能力的同时可获得更大的用户容量，因此，

IGC集合在多载波技术中具有一定的应用前景 .
IGC序列集的设计分为周期 IGC和非周期 IGC集

合设计 . 2008年，Li等人［5］最先基于完备互补序列构造

了一类非周期 IGC序列集，直到 2018年，文献［6，7］分

别基于正交矩阵和二阶广义布尔函数对非周期 IGC序

列集的构造法给出了进一步的研究，获得了不同的集

合参数 . 较之非周期 IGC集合，周期 IGC序列集的构造

结果相对丰富 . 2011年，文献［8］利用交织技术，基于完

备互补码和正交矩阵，首先构造了周期 IGC序列集，实

现了 ZCZ的灵活选择，在满足一定条件下，序列集参数

可以达到理论界 . 而后文献［9］基于ZCZ非周期互补序

列集和完备周期互相关码，构造了一类没有满足理论界

的周期 IGC序列集，但序列集中的组数和每组内的序列

数拥有更大的自由度 . 文献［10］基于完备互补码和正

交矩阵以及文献［11］基于 ZCZ周期互补序列集和非相

关序列集，均利用交织技术进一步扩充了周期 IGC序列

集的构造，在一定条件下可实现最优 . 2016年，文献

［12］将完备序列和正交矩阵作为初始序列，利用移位

序列构造了一类周期 IGC序列集，通过选择合适的移位

序列，IGC序列集可以达到理论界，同时 ZCZ长度和序

列长度可以灵活选择 . 尽管近几年得到了一些 IGC序

列集的设计结果，但在兼顾集合参数最优性和参数选

择灵活性的构造方法研究方面还需要进一步探索 .
高斯整数序列是一类实部和虚部均由整数构成

的复数序列，通信中广泛应用的四元序列和正交幅度

调制（Quadrature Amplitude Modulation，QAM）序列都

是高斯整数序列的特殊形式 . 与传统序列相比，高斯

整数序列不再限制序列的幅度值，具有更灵活的自由

度，通信中可利用载波的幅度和相位同时传输信息，
因此在相同序列长度的情况下，使用高斯整数序列可
以增加带宽利用率，提高数据传输速率 . 其由于具有
高的传输效率和频谱利用率的优良性质，引起了人们
的广泛关注，完备高斯整数序列［13］、ZCZ高斯整数序
列［14］和 ZCZ高斯整数互补序列集［15］等已相继出现 .

本文针对如何构造出具有灵活参数的最优 IGC集
合的问题，提出了不同于已有文献的构造方法 . 如图 1
所示，通过核正交矩阵与完备高斯整数序列过滤构造任
意阶高斯整数正交矩阵，再结合完备高斯整数序列构造

出一类具有任意ZCZ长度的周期 IGC序列集，集合参数

可无条件满足理论界，获得最优集合 .

2 预备知识

定义定义 1 设 a = (a(0)a(1)a(N - 1))是长度为 N的

复整数序列，序列中元素 a(t)取自集合A，其中A=｛a+bj，
a，b∈Z｝，Z表示整数集，则称 a为高斯整数序列 . 序列 a
中不同的非零元素的个数为 k，那么称 k 为序列 a的自

由度，表示为 k-degree.
定义定义2 设 a = (a(0)a(1)a(N - 1)) 和 b = (b(0)

b(1)b(N - 1))是两个复序列，a和 b的周期互相关函

数定义为

Rab (τ)=∑
t = 0

N - 1

a(t)b* (t + τ) （1）
其中，*表示复共轭，t + τ = (t + τ)mod N. 当 a=b时，Rab (τ)

称为周期自相关函数，记为Ra (τ).
性质性质 1 N长复序列 a和 b的周期互相关函数满足

Rb a (N - τ)=Rab (τ)*.
定义定义 3 设 a = (a(0)a(1)a(N - 1))为复序列，若 a

的自相关函数满足

Ra (τ)= {δa  τ = 0

0 τ ¹ 0
（2）

则称a为完备序列，其中 δa ¹ 0.
定义定义 4 设序列集 S ={S 0 S 1 SG }包含 G个组，

每个组 Sg ={S g
0 S

g
1 S g

M - 1 }包含M个序列集，每个序列

集 S g
m ={sg

m0 s
g
m1 sg

mN - 1 }包含 N个长度为 L的序列

sg
mn = (sg

mn (0)sg
mn (1)sg

mn (L - 1))，其中 0 ≤ g <G，0 ≤m <
M，0 ≤ n <N. 若任意两个序列集 S g1

m1
和 S g2

m2
的周期相关函

数满足

R
S g1

m1
S g2

m2

(τ)=∑
n = 0

N - 1

R
sg1

m1n
sg2

m2 n
(τ)

=

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

∑
n = 0

N - 1

ξn  g1 = g2 m1 =m2 τ = 0

0 g1 = g2 m1 =m2 0 < τ < Z

0 g1 = g2 m1 ¹m2 0 ≤ τ < Z

0 g1 ¹ g2 0 ≤ τ < L

（3）

图1 周期 IGC序列集构造方法示意图
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其中 0 ≤ g1 g2 <G，0 ≤m1 m2 <M，ξn =∑
l = 0

L - 1

| sg1

m1 n
(l) |2，则称

序列集 S为周期 IGC序列集，记为 (GMZ)IGCL
N，每个组

S g 称为周期 ZCZ互补序列集，表示为 (MZ)ZPCSL
N. 当

Z = L时，S g 和 S即为传统的周期互补序列集，参数可记

为 (ML)PCS和 (GML)PCS.
引理引理1［4］ (GMZ)IGCL

N序列集的参数满足

G ×M ≤N × ê
ë
êêêê ú

û
úúúúL

Z
， （4）

令 η =G ×M/(N × ê
ë
êêêê ú

û
úúúúL

Z
)，那么 η ≤ 1. 若 η = 1，表示集合达到

最优 .
定义定义 5 设H = [hik ]

M ´M
是阶数为M ´M的复值矩

阵，其中0 ≤ ik <M. 若H中任意两行满足

∑
k = 0

M - 1

hikh*
i'k = {δ i = i'

0 i ¹ i'
（5）

其中 δ ¹ 0，那么H为正交矩阵 .
定 义定 义 6 设 序 列 a = (a(0)a(1)a(N - 1)) 和 b =

(b(0)b(1)b(N - 1))，将 b作为过滤序列对 a进行的过

滤操作定义为

u(n)= a(t) b(t + n)=Rab (n) 0 ≤ tn <N （6）
u = (u(0)u(1)u(N - 1))表示过滤后的生成序列 .

引理引理 2［16］ 若过滤序列b为完备序列，那么基序列a
经b过滤得到的生成序列u与a具有相同的相关特性 .
3 任意阶高斯整数正交矩阵的构造

本节提出一种任意阶高斯整数正交矩阵的构造方

法，具体如下：

设 U =[uik ]M ´M =

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

úVT1 ´ T1
0  0

0 VT2 ´ T2


  0
0  0 VTN ´ TN

为对

角矩阵，其中 VTn ´ Tn
为 Tn 阶正交矩阵，Tn Î{23}，1 ≤ n ≤

N，M = 2p + 3q，p，q为非负整数，那么U也是正交矩阵 .
取M长高斯整数完备序列 c = (c(0)c(1)c(M - 1))，对U

的每行过滤得到矩阵H = [hit ]
M ´M

，其中

hit = c(k) ui(k + t)mod M
= Rcu ik

(t) （7）
其中 c(k)hit Î{p + qj|pqÎZ}，0 ≤ kit <M.

定理定理 1 上述构造得到的矩阵H为高斯整数正交

矩阵 .
证明证明

任取1≤ ii'≤M，i¹ i'，U i 和U i' 表示矩阵U的任意两

行向量 .由于正交矩阵VTn ´ Tn
分布在矩阵U的对角线上，

所以当U i 和U i' 分别取自不同的VTn ´ Tn
时，U i ×U

T
i' = 0，其

中U T
i' 表示U i' 的转置；当U i 和U i' 取自相同的VTn ´ Tn

时，

U i ×U
T
i' =∑

k = 0

M - 1

uiku
*
i'k =∑

k = 0

Tn - 1

vikv*
i'k （8）

因为∑
k = 0

Tn - 1

vikv*
i'k = {δ i = i'

0 i ¹ i'
，其中 δ ¹ 0.那么，

U i ×U
T
i' =∑

k = 0

M - 1

uiku
*
i'k = {δ i = i'

0 i ¹ i'
（9）

所以矩阵U为正交矩阵 .
由引理 2可知，经完备高斯整数序列 c过滤得到的

矩阵H与矩阵U具有相同的相关特性，故H也为正交

矩阵 .又因为序列 c和U中的元素都在高斯整数集内，

所以经过滤操作的加减及乘法运算得到的矩阵H中元

素也在高斯整数集内 .
综上所述，矩阵H为高斯整数正交矩阵 .证毕

定理 1中，2p或 3q阶的正交矩阵 VTn ´ Tn
存在很多，

这里给出一类设计形式 .
首先，令2阶正交矩阵V2´2=

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úx y

z p
，满足xz*+yp*=0，

再令V3´ 3=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-a a b
a b a
b a -a

为3阶正交矩阵，满足a= 2b.
其次，以V2 ´ 2和V3 ´ 3作为核矩阵按照定理1的组合

方式进行拼接扩展，即可得到(2p + 3q)阶的正交矩阵U.
最后，利用 (2p + 3q)长高斯整数完备序列对U进行

过滤，消除矩阵U内的 0元素，得到高斯整数正交矩阵

H. 下面举例说明 .
例例 1 根 据 V2 ´ 2 =

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úx y

z p
和 xz* + yp* = 0，可 取

V2 ´ 2 =
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 1

1 -1
和 V2 ´ 2 =

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú2 2j

2j 2
，由定理 1得到 4阶矩

阵 U =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú1 1 0 0
1 -1 0 0
0 0 2 2j

0 0 2j 2

. 再取 4长完备高斯整数序列

c = (61 + j2j - 2 + 2j) 对 U 过滤，得到 4阶正交矩阵

H =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú7 - j 1 - 3j -2 - 4j 4 - 2j

5 + j 1 + j 2 -8 - 2j

4 - 8j -4 + 8j 14 + 2j 6 - 2j

-4j 16 - 4j 2 + 10j 2 - 2j

.

例例 2 取{a = 2
b = 1

，由 V3 ´ 3 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-a a b
a b a
b a -a

，得到 V3 ´ 3 =

é

ë

ê

êê
ê
ê

ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú-2 2 1
2 1 2
1 2 -2

. 利用V2 ´ 2 =
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 1

1 -1
和定理 1可得 5阶矩
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阵U =

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú1 1 0 0 0
1 -1 0 0 0
0 0 -2 2 1
0 0 2 1 2
0 0 1 2 -2

. 取 5长完备高斯整数序列

c = (6 + 4j1 + j2j - 2 + 2j - 4)对U过滤，得到正交矩阵

H =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú7 - 5j 1 - 3j -2 - 4j -6 - 2j 2 - 4j

5 - 3j 1 + j 2 2 - 2j -10 + 4j

-8 2 21 - 9j -10 + 4j -4 - 4j

-10 - 6j 4 - 12j -6j 13 - 13j -2 - 8j

4 - 6j -22 + 6j 6 - 6j 8 - 2j 5 - j

.

例例 3 利用例 1和例 2中的正交矩阵V2 ´ 2和V3 ´ 3进

行拼接，可扩展为不同结构的正交矩阵 U，例如 U =

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úV2 ´ 2 0 0
0 V2 ´ 2 0
0 0 V3 ´ 3 7 ´ 7

，U =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úV2 ´ 2 0 0
0 V3 ´ 3 0
0 0 V2 ´ 2 7 ´ 7

. 利

用 7长完备高斯整数序列对不同组合结构的正交矩阵

U进行过滤，可得到大量 7阶高斯整数正交矩阵H，这

里不再赘述 .
从以上设计和举例可以看出，利用定理 1方法可方

便简洁地构造出任意阶的高斯整数正交矩阵，这是构

造任意ZCZ长 IGC序列集的关键步骤 .
4 高斯整数周期 IGC序列集的构造

利用定理 1构造的正交矩阵，结合完备高斯整数序

列，本节给出高斯整数周期 IGC序列集的构造方法 . 具
体方法如下 .

选取 Z长完备高斯整数序列 a 以及 M阶和 K阶

高斯整数正交矩阵 H1 = [h1
im ]

M ´ M
和 H2 = [h2

tk ]
K ´ K

，

其中 gcd(ZM ) = 1 . 构造序列集 S ={S 0 S 1 SK - 1 }，

Sg ={S g
0 S

g
1 S g

M - 1 }，S g
m ={sg

m0 s
g
m1 sg

mK - 1 }，sg
mn =

(sg
mn (0)sg

mn (1)sg
mn (MZ - 1))，

sg
mn (t)= a(t)mod Z × h

1
mtmod M

× h2
gn （10）

其中，0 ≤ gn <K，0 ≤m <M，0 ≤ t <MZ.
定理定理2 由上述构造得到的序列集S为高斯整数周

期 IGC序列集，参数为 (KMZ)IGCMZ
K .

证明证明

取序列集 S中任意两个序列 S g1

m1
和 S g2

m2
，0 ≤ g1 g2 <

K0 ≤m1 m2 <M，周期互相关函数为

R
S g1

m1
S g2

m2

(τ)=∑
n = 0

K - 1

R
sg1

m1 n
sg2

m2 n
(τ)

=∑
n = 0

K - 1∑
t = 0

MZ - 1

sg1

m1 n
(t)×(sg2

m2 n
(t + τ))*

=∑
n = 0

K - 1∑
t = 0

MZ - 1(a(t)mod Z × h
1
m1 tmod M

× h2
g1 n

)×

(a(t + τ)mod Z × h
1
m2 (t + τ)mod M

× h2
g2 n

)*

=∑
n = 0

K - 1∑
t = 0

MZ - 1 a(t)mod Z × a
* (t + τ)mod Z × h

1
m1 tmod M

×

h1*
m2 (t + τ)mod M

× h2
g1 n

× h2*
g2 n

= ∑
t = 0

MZ - 1 a(t)mod Z × a
* (t + τ)mod Z ×

h1
m1 tmod M

× h1*
m2 (t + τ)mod M

×Rh2
g1
h2

g2

(0)

（11）

因为gcd(ZM )= 1，则

R
S g1

m1
S g2

m2

(τ) =∑
t1 = 0

Z - 1∑
t2 = 0

M - 1 at1 mod Z
a*

(t1 + τ)mod Z
×

h1
m1 t2 mod M

h1*
m2 (t2 + τ)mod M

Rh2
g1
h2

g2

(0)

=∑
t2 = 0

M - 1

h1
m1 t2 mod M

h1*
m2 (t2 + τ)mod M

Ra (τ)mod Z Rh2
g1
h2

g2

(0)

（12）

分三种情况讨论式（12）：

（1）当 g1 = g2，m1 =m2 时，Rh2
g1
h2

g2

(0)¹ 0，∑
t2=0

M-1

h1
m1 t2 mod M ×

h1*
m2 (t2+ τ)mod M¹0.当0< τ<Z时，Ra (τ)=0；当τ=0时，Ra (0)=δa.

（2）当 g1 = g2，m1 ¹m2 时，Rh2
g1
h2

g2

(0)¹ 0. 当 0 < τ < Z

时 ，Ra (τ)= 0；当 τ = 0 时 ，∑
t2 = 0

M - 1

h1
m1 t2 mod M × h

1*
m2 (t2 + τ)mod M = 0，

Ra (0)= δa.
（3）当g1 ¹ g2时，Rh2

g1
h2

g2

(0)= 0.

综上所述，序列S g1

m1
和S g2

m2
的周期互相关函数为

R
S g1

m1
S g2

m2

(τ)=∑
n = 0

K - 1

R
sg1

m1 n
sg2

m2 n
(τ)

=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ζ g1 = g2 m1 =m2 τ = 0

0 g1 = g2 m1 =m2 0 < τ < Z

0 g1 = g2 m1 ¹m2 0 ≤ τ < Z

0 g1 ¹ g2 0 ≤ τ <MZ

（13）

其中 ζ¹0. 因此，S是参数为(KMZ)IGCMZ
K 的周期 IGC序

列集 . 由于序列a和矩阵H1,H2 中元素都在高斯整数集

内，则经乘法运算得到的序列集S也在高斯整数集内，故序

列集S是(KMZ)IGCMZ
K 高斯整数周期IGC序列集.证毕

定理 2方法可应用定理 1中构造的任意阶数正交

矩阵实现构造条件 gcd(ZM )= 1，但正交矩阵的选择并

不仅限于定理 1，已存在的正交矩阵都可作为定理 2的
选择范围 .

例例 4 选取长度为 3的完备高斯整数序列 a = (4 -

2j1 + j2j)，正 交 矩 阵 H1 =

é

ë

ê

ê

ê

êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

ú1 1 1 1
j j -j -j

1 -1 1 -1
j -j -j j

，H2 =

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

ú2 + 2j 2 + 2j 2 - 4j

1 - 8j 1 + 7j 1 + j

-10 + 2j -10 + 8j -10 - 10j

. 由定理 2构造序列集

S，由于篇幅限制，这里仅例举S 0如下 .
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S 0
0 ={(12 + 4j4j - 4 + 4j12 + 4j4j - 4 + 4j12 + 4j4j

-4 + 4j12 + 4j4j - 4 + 4j)(12 + 4j4j - 4 + 4j
12 + 4j4j - 4 + 4j12 + 4j4j - 4 + 4j12 + 4j4j
-4 + 4j)(-20j6 - 2j8 + 4j - 20j6 - 2j8 + 4j
-20j6 - 2j8 + 4j - 20j6 - 2j8 + 4j)}

S 0
1 ={(-4 + 12j - 44 + 4j4 - 12j - 4 - 4 - 4j4 - 12j4 - 4

-4j - 4 + 12j44 + 4j)(-4 + 12j - 44 + 4j4 - 12j - 4
-4 - 4j4 - 12j4 - 4 - 4j - 4 + 12j44 + 4j)(202 + 6j
4 - 8j - 202 + 6j - 4 + 8j - 20 - 2 - 6j - 4 + 8j20
-2 - 6j4 - 8j)}

S 0
2 ={(12 + 4j - 4j - 4 + 4j - 12 - 4j4j4 - 4j12 + 4j - 4j

- 4 + 4j - 12 - 4j4j4 - 4j)(12 + 4j - 4j - 4 + 4j - 12

- 4j4j4 - 4j12 + 4j - 4j - 4 + 4j - 12 - 4j4j4 - 4j)
(-20j - 6 + 2j8 + 4j20j6 - 2j - 8 - 4j - 20j - 6 + 2j
8 + 4j20j6 - 2j - 8 - 4j)}

S 0
3 ={(-4 + 12j44 + 4j - 4 + 12j - 44 + 4j4 - 12j - 4

-4 - 4j4 - 12j4 - 4 - 4j)(-4 + 12j44 + 4j
-4 + 12j - 44 + 4j4 - 12j - 4 - 4 - 4j4 - 12j4
-4 - 4j)(20 - 2 - 6j4 - 8j202 + 6j4 - 8j - 20
2 + 6j - 4 + 8j - 20 - 2 - 6j - 4 + 8j)}

序列集 S的周期相关函数表示在图 2中 . 以 S 0 的

组内自相关函数为例计算，对于0 ≤ τ < 12，

RS 0
0
(τ)= (374400374400374400374400)；

RS 0
1
(τ)= (374400000 - 374400000)；

RS 0
2
(τ)= (374400 - 374400 - 374400

-374400)；

RS 0
3
(τ)= (374400000 - 374400000).

图 2（a）~（c）图描述 Sg的组内自相关函数RS g
m
(τ)，其

中 0 ≤ g ≤ 2，0 ≤m ≤ 3. 图 2（d）图表示组内互相关函数

(a) S 0组的周期自相关函数

(c) S 2组的周期自相关函数

(b) S 1组的周期自相关函数

(d) S 0、S 1和S 2组内周期互相关函数

图2 集合S周期相关函数图

1870



第 8 期 刘 凯:最优高斯整数周期组间互补序列集的构造

RS g
m1 S

g
m2

(τ)，0 ≤m1 m2 ≤ 3，m1 <m2，经计算除 RS g
1 S

g
3
(τ)外都

为全 0序列，图中用“•”表示 . 又由性质 1，图中省略了

RS g
m1 S

g
m2

(τ)，m1 >m2.
图 2可见，τ < 3 时，周期自相关函数和组内互相关

函数都为 0，即零相关区长度Z为 3，说明组内序列之间

具有零相关区互补性 . 计算组间各 ZCZ互补序列的互

相关函数，得出都为 12长的全 0序列，即 R
S

g
1

m1
S g2

m2

(τ)=

(000000000000)，0 ≤ g1 g2 ≤ 2，g1 ¹ g2，因此省略

了组间互相关函数图，其结果说明组间序列具有完全

互补性 . 因此，序列集 S为周期 IGC序列集，参数为

(343)IGC12
3 .

例例 5 将基础正交矩阵H1和H2替换为例 2和例 1
构造的 5阶和 4阶正交矩阵，同样取例 4中 3长完备高

斯整数序列可构造得到序列集 S为 (453)IGC15
4 . 下面

以组S 0为例说明 .
S 0

0 ={(92 - 256j26 - 18j52 - 36j - 192 + 56j40 - 20j
84 + 88j - 28 - 96j8 - 44j16 - 88j - 20 - 140j86 + 2j
44 + 8j - 124 - 68j - 36 - 52j60 + 20j)(-84 - 88j
- 2 - 14j - 4 - 28j - 16 + 88j - 20j52 - 16j - 44 - 8j
- 16 - 12j - 32 - 24j - 60 - 20j18 - 34j12 - 16j
- 52 + 36j - 28 + 4j20 - 20j)(-172 - 4j - 16 - 12j
- 32 - 24j72 + 104j - 20 - 20j36 - 68j - 52 + 36j
- 28 + 4j - 56 + 8j - 80 + 40j - 16 - 52j - 4 - 28j
- 16 + 88j - 24 + 32j - 40j)(4 - 172j12 - 16j
24 - 32j - 104 + 7220 - 20j68 + 36j - 36 - 52j
- 4 - 28j - 8 - 56j - 40 - 80j52 - 16j28 - 4j
- 88 - 16j - 32 - 24j40)}

计算 S 0
0 与 S x

y 的周期相关函数 RS 0
0 S

x
y
(τ)，其中 0 ≤ x ≤

3，0 ≤ y ≤ 4，得出除 RS 0
0 S

0
y
(τ)外，其他相关函数都为全 0

序列 . 将 RS 0
0 S

x
y
(τ)表示在图 3上，除 RS 0

0 S
0
y
(τ)外的全 0相

关函数用“•”表示 .
例 4和例 5应用相同的完备高斯整数序列和不同

的正交矩阵得到了不同参数的周期 IGC序列集 . 这表

明，当已知信道的同步范围给定，即ZCZ长度Z确定，可

先选定Z长的完备高斯整数序列，再通过系统需要的组

数K和用户数M来选择K阶和M阶正交矩阵，利用定理

2的方法构造出 IGC序列集 . 定理 1给出的任意阶正交

矩阵的构造方法为定理 2选择适当阶数的正交矩阵提

供了保证 .
5 性能分析

5. 1 最优性分析

由引理 1可知，定理 2得到的参数为 (KMZ)IGCMZ
K

的 IGC序列集，满足

η =K ×M/ ( )K × ê
ë
êêêê ú

û
úúúúMZ

Z
= 1 （14）

也就是说定理2构造的 IGC序列集参数是最优的 .
本文将构造的 IGC序列集与现有构造结果从构造

基础、集合参数、参数是否最优以及周期性等角度进行

了对比，见表1.
表 1可见，文献［5~7］构造了三类最优的非周期

IGC序列集，ZCZ长度的灵活性还需进一步提升 . 文献

［9~12］构造了周期 IGC序列集，其中文献［9］构造的

IGC序列集参数不能满足理论界，文献［10~12］则需要

在基础序列满足一定条件下使构造的 IGC序列集达到

最优 . 现有文献表明，非周期 IGC序列集的构造参数不

是很丰富，但都可以无条件达到最优参数条件；周期

IGC序列集的构造结果尽管参数形式上较丰富一些，但

是最优集合参数都需要受到条件约束，ZCZ长度不够

灵活 .
需要注意的是，尽管非周期互补序列也是周期互

补序列，但是 ZCZ非周期互补序列却不一定是 ZCZ周
期互补序列 . 因此，文献［5~7］中具有无条件最优参数

的非周期 IGC序列集却不一定是周期 IGC序列集 . 而
本文利用新的构造基础，即完备高斯整数序列和正交

矩阵，构造了无条件限制的最优参数形式的周期 IGC序

列集，突破了现有文献中周期 IGC序列集对参数的约束

限制 .
5. 2 参数分析

定 理 2 构 造 的 周 期 IGC 序 列 集 参 数 为

(KMZ)IGCMZ
K ，其中ZCZ长度Z与完备高斯整数序列同

长，而近年完备高斯整数序列的研究取得了丰富的成

果，已证明存在任意长度［17~19］，因此 ZCZ长度相比已有

文献更加灵活 . 另外，组数K和组内互补序列数M取自

正交矩阵的阶数，定理 1利用 2阶和 3阶核矩阵构造的

高斯整数正交矩阵可具有任意阶，即M和 K可任意取图3 S 0
0 与S x

y 的周期互相关函数图
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值 . 构造中要求组内互补序列数量M和 ZCZ长度 Z互

素，而M和 Z都存在任意长度，因此，该条件非常容易

满足，而且 Z和M较大的选取范围可为实际通信系统

提供更加灵活的允许同步范围和用户容量接入 . 下面

列举在 2 ≤ Z ≤ 10 且 2 ≤M ≤ 50 内的周期 IGC序列集参

数，见表 2. 可以看出，本文构造结果参数丰富，可得到

大量的 IGC序列集 .
当周期 IGC集合应用于 IGC-CDMA系统时，K和M

对应着通信小区数量和小区内的用户数量 . 理论上，对

于给定ZCZ长度，用户数量M可在与Z互素的前提下保

持增长，通信小区数量K也可灵活选择，如表2所示 . 只
要正交矩阵的阶数K和M以及完备序列的长度Z确定，

那么选择不同的基础矩阵和完备序列并不影响周期

IGC序列集的构造参数和相关性能 . 这也意味着对

IGC-CDMA系统的小区数量、用户容量、允许同步范围

以及用户间干扰等都不会产生影响 . 但是，由于高斯整

数范围广泛，不同高斯整数字符集的正交矩阵和完备

序列会影响 IGC序列集的字符集范围 . 考虑系统的抗

表1 IGC序列集参数比较

文献

[5]
[6]
[7]
[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

定理2

构造基础

完备互补码PC(ML)、正交矩阵

HN ´N

两个正交矩阵HN ´N

二阶广义布尔函数

完备互补码PC(GPL)、移位序列集

EM ´ 2

Z互补码 (MZ)ACSN
P、完备周期互相

关码PPCC(GL)

完备互补码PC(MPTqk)、正交矩阵

HN ´N

非相关序列集HT2 ´ T1
、(MZ)ZPCSL

P

序列集

周期互补序列集 (MPL)PCS、正交

矩阵HN ´N

Z长完备高斯整数序列、正交矩阵

H1 M ´M
和H2 K ´K

集合参数

(MNL)IGCLN
M

(N/ZNZ)IGCN
N

(2k + 1 2p 2m - p )IGC2m

2k + 1

(G2MZ)IGC2L
P

(GMZ)IGCL(N + Z - 1)
P

(MNTkork - 1)IGCTNqk
P

(T2 MZ)IGCT1 L
P

(MNë ûL + 1 N ×N - 1)IGCNL
P

(KMZ)IGCMZ
K

是否最优

是

是

是

2GM = 2qP +P ë û2r Z , L=qZ+r,其中 q, r为非负整数,当Z

为偶数且1 < r < Z/2、Z为奇数且0 < r < Z/2时,达到最优

否

q=1时,达到最优

T2 M =P ë ûT1 L Z 时,达到最优

r < L N + 1,M =P时,达到最优

是

周期性

非周期

非周期

非周期

周期

周期

周期

周期

周期

周期

表2 周期 IGC序列集2 ≤ Z ≤ 10，2 ≤M ≤ 50参数举例

ZCZ
2

3

4

5
6

7

8

9
10

互补序列数M

3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,
29,31,33,35,37,39,41,43,45,47,49

2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20,22,23,25,26,28,
29,31,32,34,35,37,38,40,41,43,44,46,47,48,49,50

3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,
29,31,33,35,37,39,41,43,45,47,49

2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,
28,29,31,32,33,34,36,37,38,39,41,42,43,44,46,47,48,49

5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35,37,41,43,47,49
2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,
20,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33,34,
36,37,38,39,40,41,43,44,45,46,47,48,50
3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,
29,31,33,35,37,39,41,43,45,47,49

2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20,22,23,25,26,
28,29,31,32,34,35,37,38,40,41,43,44,47,48,49,50

3,7,9,11,13,17,19,21,23,27,29,31,33,37,39,41,43,47,49

K

任意≥2的正整数
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噪性，希望高斯整数字符集的字符间最小欧氏距离和

最小相位偏移尽可能大，以降低码间干扰，提高传输信

号抗高斯白噪声性能、抗相位抖动和时钟恢复精确度

的敏感性 . 例如，例 4和例 5中的完备高斯整数和正交

矩阵的最小欧氏距离都为 1.414 2，构造的 IGC序列集

的最小欧氏距离分别是 2和 2.828 4，可见，例 5的

(453)IGC15
4 比例 4的 (343)IGC12

3 具有更大的最小欧氏

距离 . 由于时间和篇幅的限制，本文的研究重点仅针对

周期 IGC集合参数最优性和灵活性问题进行了构造方

法研究，IGC集合字符集对系统传输性能的影响可作为

IGC集合构造方法的进一步约束条件开展研究 .
6 结束语

本文在高斯整数集上，利用M阶和 K阶正交矩阵

与Z长完备序列构造了一类周期 IGC序列集 . 其中，为

了实现 Z与M互素的构造条件，给出了一类任意阶高

斯整数正交矩阵的构造方法，从而扩充了正交矩阵的

选择范围 . 通过分析周期 IGC序列集参数可知，本文构

造参数满足理论界，达到最优 . 本文方法有效地利用了

完备高斯整数序列存在任意长度的优点，突破了已有

构造结果中 ZCZ长度不够灵活和最优集合参数需要附

加条件的限制，同时在提升信道传输效率和频谱利用

率方面发挥了高斯整数信号集的优势 . 此外，本文构造

的任意阶高斯整数正交矩阵，还可用于文献［5，6］的非

周期 IGC集构造中，扩大非周期 IGC集合参数存在

范围 .
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