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非光滑强凸情形Adam型算法的最优收敛速率
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摘 要： 对于非光滑强凸问题，在线梯度下降（Online Gradient Decent，OGD）取适当步长参数可以得到对数阶后悔界 .
然而，这并不能使一阶随机优化算法达到最优收敛速率 . 为解决这一问题，研究者通常采取两种方案：其一是改进算法本身，另

一种是修改算法输出方式 . 典型的Adam（Adaptive moment estimation）型算法SAdam（Strongly convex Adaptive moment esti⁃
mation）采用了改进算法的方式，并添加了自适应步长策略和动量技巧，虽然得到更好的数据依赖的后悔界，但在随机情形仍然

达不到最优 . 针对这个问题，本文改用加权平均的算法输出方式，并且重新设计与以往算法同阶的步长超参数，提出了一种名

为WSAdam（Weighted average Strongly convex Adaptive moment estimation）的Adam型算法 . 证明了WSAdam达到了非光滑

强凸问题的最优收敛速率 . 经过Reddi问题的测试和在非光滑强凸函数优化中的实验，验证了所提方法的有效性 .
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Abstract： For non-smooth strongly convex problems, the logarithmic regret bound can be obtained by online gradi⁃
ent descent with the appropriate step size parameter. However, it cannot make the first order stochastic optimization algo⁃
rithm achieve the optimal convergence rate. To solve this problem, researchers usually adopt two schemes: one is to modify
the iterate of the algorithm, the other is to change the output mode of the algorithm. SAdam, a typical Adam-type algorithm,
modify the algorithm by adding adaptive step size strategy and momentum technique. Although it obtains a tighter data de⁃
pendent regret bound, it still cannot reach the optimal bound in the stochastic case. To solve this problem, this paper rede⁃
signs the step size scheme which is the same order as the previous algorithm, uses the weighted average algorithm output
mode, and proposes an Adam-type algorithm named WSAdam. It is proved that WSAdam achieves the optimal conver⁃
gence rate for non-smooth strongly convex problems. The validity of the proposed method is verified by the test of Reddi's
problem and the experiment in the optimization of non-smooth strongly convex functions.
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1 引言

在线学习（online learning）是用来分析迭代算法的流

行框架，后悔界（regret bound）则是衡量在线优化算法性能

的重要指标［1］. 针对一般凸优化问题，Zinkevich提出的

OGD（Online Gradient Decent）［2］方法达到了最坏情况下

Ο( T )的后悔界，其中T是总迭代次数 . 而在非光滑强凸
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情形中，Hazan等人在OGD基础上调整步长阶为Ο (1 t )，
得到了更好的Ο(log T )对数阶后悔界［3］，其中 t=12 ×××T.

虽然在线学习理论和应用方面都取得成功，但是

实验中模拟在线流程较为复杂，算法往往需要更简单

的随机实验环境［4］ . 因此，本文关注OGD经过标准的

online-to-batch技巧转换后，得到的随机算法 SGD（Sto⁃
chastic Gradient Decent）. 两者本质上是同一算法，区别

在于应用场景不同，OGD用后悔界度量其在线学习性

能，SGD靠收敛速率评价在随机优化中的表现 . 在强凸

情形中，SGD得到了Ο( log T T )的收敛速率 . 与之相比，

Agarwal等人证明了在最好情况下，一阶随机优化算法

解非光滑强凸问题的收敛速率是Ω(1 T )［5］ . 为达到与

之匹配的最坏情况下的最优收敛速率Ο(1 T )，许多算

法在分析中引入了光滑条件（例如梯度 Lipschitz连续、

高阶可微等）. 但是这些假设往往是不平凡的，并且无

法应用于非光滑目标函数（例如 hinge损失）. 文献［6］
提出一种结合了COMID（Composite Objective Mirror De⁃
scent）的非光滑随机坐标下降方法，不仅保持了正则化

结构，而且计算代价极低，遗憾的是在强凸情形中未能

达到最优 . 因此长期以来，SGD都无法跨过对数阶的鸿

沟，达到非光滑强凸情形的最优收敛速率 .
为了解决这个问题，研究者通常采取两种方案：其

一是改进SGD算法本身，结合各种加速技巧提升算法收

敛速率 . 2011年，Hazan等人提出著名的Epoch-GD（Ep⁃
och Gradient Descent）［7］，该算法其实是在SGD基础上引

入了“多阶段循环”这个新的概念 . 虽然Epoch-GD达到

了最优收敛速率Ο(1 T )，但Rakhlin等人认为，大幅修改

算法不足以证明 SGD彻底突破了强凸优化中对数因子

的阻碍，因此提出了第二种方案——修改算法输出方

式 . 在以往收敛性分析中，SGD输出全部T次迭代平均

结果，Rakhlin提出在不改变算法的前提下，用 α-suffix［8］
方式（输出后半部分迭代平均）进行替换，最终达到了

Ο(1 T )收敛速率 . 然而，α-suffix技巧也存在问题，首先

它给收敛性分析增加了难度，其次不能以 on-the-fly的模

式存储历史迭代结果，从而增加了计算开销 . 幸运的是，

文献［9~11］中采用的加权平均输出方式克服了这个缺

点 . 该方法对理论分析十分友好，且只需对 SGD每次迭

代结果赋予权重值最后进行平均输出，就可以在支持

on-the-fly计算方式的同时，保证最优的收敛速率 .
近年来，在 SGD基础上使用自适应梯度调整步长，

并且用动量搜索方向的算法称为 Adam型算法，例如

Adam［12］、NAdam（Nesterov-accelerated Adaptive moment
estimation）［13］、PAdam（Partially Adaptive moment estima⁃
tion）［14］、Adaptive HB（Adaptive Polyak’s Heavy-Ball）［15］

等 . 这类算法在非光滑凸情形中保证Ο(1 T )的收敛

速率，并且具有适合稀疏优化、体现不同维度差异等优

点 . 然而文献［16］指出，在某些简单的凸环境中，所有

基于指数移动平均（Exponential Moving Average，EMA）
的 Adam型算法都不收敛，这就是著名的 Reddi问题 .
针对该问题，Reddi等人提出了改进算法AMSGrad［16］和
AdamNC［16］ . 另一方面，Adam型算法在强凸优化中的

应用也逐渐发展起来 . 2017年Mukkamala等人提出了

SC-Adagrad（Strongly Convex Adagrad）［17］和 SC-RMSProp
（Strongly Convex RMSProp）［17］算法，应对在线学习问题

得到了数据依赖（处理稀疏数据时表现更好）的对数阶

后悔界 . 2018年，Chen等人在 Epoch-GD基础上结合

AdaGrad［18］提出了 SadaGrad［19］，虽然在随机情形下得到

了 Ο(1 T ) 的最优收敛速率，但是只适用于弱强凸环

境 . 2019年，Wang等人提出 SAdam［20］，尽管在处理稀疏

数据时得到比OGD更好的后悔界，体现出自适应步长

方 法 的 优 势 ，但 是 转 换 为 随 机 算 法 时 只 能 得 到

Ο( log T T )的收敛速率，因此没有体现动量的加速作

用，与最优收敛速率依然存在对数阶的间隙 .
面对非光滑强凸优化问题，SGD能够得到最优收

敛速率Ο(1 T )，但是到目前为止，SGD改良产生的Adam
型算法反而无法达到上述目标 . 因此，如何使Adam型

算法达到最优收敛亟待解决 . 正如文献［20］中所说，寄

希望于 SAdam与Epoch-GD技巧结合是不平凡的 . 综上

所述，本文旨在基于动量法和自适应步长，结合修改输

出方式这一技巧提出新的Adam型算法，保证其在非光

滑强凸情形中达到最优收敛速率Ο(1 T ).
本文的主要贡献如下：

（1）提出了一种名为WSAdam的Adam型算法，该

算法在 SAdam基础上进行改进，采用加权平均的输出

方式，设置了与以往强凸算法同阶的步长超参数 . 既保

持了 Adam型算法体现不同维度差异的优点，又通过

on-the-fly计算降低了运行成本；

（2） 针对约束的非光滑强凸优化问题，证明了本

文所提的WSAdam随机情形下具有Ο(1 T )的最优收敛

速率（见定理 1）. 据我们所知，这一结果消去了强凸优

化中常见的对数阶因子，填补了Adam型算法强凸最优

收敛性方面的缺失；

（3） 证明了在导致 Adam发散的优化问题［16］上，

WSAdam仍能保持收敛，表明WSAdam可以解决Reddi
问题 . 另外，选择了典型的 l2 范数约束下的 hinge损失

函数强凸优化问题，通过与几种常见强凸算法进行比

较实验，验证了理论分析的正确性，也表明所提算法优

于现有的强凸Adam型算法 .
2 相关工作

本文主要考虑求解如下非光滑约束优化问题：

min f (w) s. t. wÎQ （1）
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其中 QÎRd 是闭凸集，w* = arg min
wÎQ

f (w )为式（1）的一

个最优解，f是Q上的非光滑强凸函数，定义如下：

定义 1 如果 $λÎRd 对 "i = 1 × × ×d 有 λi > 0，且对

"uwÎQ有下式成立：

f (u) ³ f (w)+ Ñf ( )w u -w +  u -w
2

diag ( )λ

那么称函数 f为 λ-强凸 .
在线学习的目标是最小化后悔界（Regret bound），

定义如下：

Regret bound =∑
t = 1

T

ft(w t) - min
wÎQ
∑
t = 1

T

ft(w ) （2）
其中 ft (t = 12 × × ×T )均为强凸函数，ft(w t)表示 ft在w t处

的损失 . 常用优化器是OGD，见算法1.

算法 1中αt代表步长，g t表示 ft(w t)的次梯度，PQ表

示在Q上投影算子 .
然而在线设置中，不可预见整体目标函数，需要学习

环境响应上一轮迭代结果后提供损失 ft，然后才能观察到

当前迭代的次梯度g t，因此不适用于算法的实验验证 .
为方便实验，本文考虑随机情形 . 假设全体样本集

ξ = {( x i yi)}n

i = 1
，目的是最小化期望形式的误差界（即上

文所述收敛速率），表示如下：

E [ f (w̄T ) - f (w* ) ] （3）
通常用 SGD解得上述随机情形中的收敛速率，具

体形式见算法2.

算法 2中 αt 代表步长，ξt Í ξ表示第 t次迭代时随机

抽取的样本，ĝ t表示 f (w t ξt)的次梯度 .
SGD计算次梯度只与每轮随机抽取的样本相关，当

假设全体样本独立同分布时，在第 t次迭代时刻，关于部

分样本的目标函数 f (w t ξt)的次梯度 ĝ t是整个目标函数

f (w t ξ )次梯度的无偏估计，也就是E ( ĝ t) =Ñf (w t ξ ).
从算法 2中看出，SGD输出所有迭代平均后的结果

w̄T = ( )w1 + +wT T ，这样只能得到次优的对数阶收

敛速率 . 为了使其达到最优收敛，提出了 α-suffix技巧，

即将原来的平均输出方式改为：

w̄ α
T =

( )w( )1 - α T + 1 + +wT

αT
（4）

其中 αÎ (01)，令 αT为整数 . 但是，这种方式需要将所

有的迭代结果存入内存或者提前知道总迭代次数T，这

极大增加了计算开销 .
针对这个问题，一种能够 on-the-fly计算的加权平

均输出方式被提出：

w̄ w
T =

2
T ( )T + 1

∑
t = 1

T

tw t = (1 - ρT ) w̄ w
T - 1 + ρTwT （5）

其中 ρT = 2 ( )T + 1 ，从上式可以看出加权平均输出方式

不需要存储所有的迭代，只要保存 w̄ w
T - 1 就可以对 w̄ w

T 进

行更新，这种方式极大提高了算法运行速度 .
除了改进输出方式，升级为Adam型算法也是提高

SGD性能的主要途径之一，其具体描述见算法3.

算法 3中 P V t

Q (u) = arg min
wÎQ

 w - u
2

V t

表示 Q 上加

权投影算子 .
在算法 3中，动量由历史梯度缓冲器m t 承载，自适

应步长由 αt V t 构成 . Adam型算法的自动调整步长机

制，关键技术是平方梯度的指数移动平均（Exponential
Moving Average，EMA）：

V t = βV t - 1 + (1 - β ) g 2
t （6）

虽然该策略可以摒弃过早的梯度，并且避免训练

提前终止，但是不能保证 αt V t 是单调非增的 . 迭代后

期过大的步长可能导致算法不收敛，从而陷入Reddi问
题（详细例子在第4节实验中描述）.

解决方案是AMSGrad和AdamNC两种算法，SAdam
在 AdamNC基础上改进而来也有效避免了不收敛问

题 . 不同的 αt m t V t 设定方案对应不同Adam型算法，

我们将常见的几种列举出来，后悔界和随机情形下收

算法算法1 在线梯度下降在线梯度下降(OGD)算法算法

输入输入:w1 = 0

For t = 1 to T:
Submit w t and then receive ft

Suffer loss ft(w t ), and observe g t

Update w t + 1 =PQ[w t - αt g t ]
End for
输出输出:w̄T = ( )w1 + ... +wT T

算法算法2 随机梯度下降随机梯度下降(SGD)算法算法

输入输入:w1 = 0

For t = 1 to T

Compute ĝ t =Ñf (w t ξt )
Update w t + 1 =PQ[w t - αt ĝ t ]

End for
输出输出:w̄T = ( )w1 + ... +wT T

算法算法3 Adam型算法型算法

输入输入:w1 = 0

For t = 1 to T

Compute ĝ t =Ñf (w t ξt )
Update m t and V t

Update w t + 1 =P V t

Q
é
ëw t - αt m t V t

ù
û

End for
输出输出:w̄T = ( )w1 + ... +wT T
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敛速率对比如表 1所示 . 其中前三种算法针对一般凸

函数，后三种针对强凸函数 .

表 1中 α为某一固定参数，向量或矩阵间运算

( × ) 2
、 ( )× 、max ( × )都是基于元素的，diag ( × )是取对角

矩阵运算，Id是d维单位矩阵，δ是平滑系数 .
3 WSAdam算法

对于非光滑强凸优化问题，为了构造达到最优收敛

速率Ο(1 T )的新算法，我们的思路是在SAdam基础上，重

新设计与以往强凸算法同阶的步长超参数（即最终步长

满足Ο(1 t )），摒弃以往的标准平均输出方式，用加权平均

输出方式取代之 . 本文提出的WSAdam算法见算法4.

算法4中，β1t= β1ν
t- 1，β1= 0.9，νÎ (01)，1- 1 t £ β2t£

1- γ t，γÎ (01)，δ是平滑系数取值1e- 8，Id是d维单位矩

阵，αt= α [ ]( )1-β1t ( )t+1 ，α为某一固定参数，V̂ -1
t 为V̂ t的逆.

从算法 4可以看出，WSAdam的步长为对角矩阵

αtV̂
-1

t ，展开其第 i维如下：
α

( )t + 1 ( )1 - β1t [ ]V ti + δ
£

α

( )t + 1 ( )1 - β1 δ
（7）

其中V ti = β2tV t - 1i + (1 - β2t ) ĝ 2
ti恒大于0.

由式（7）可知，WSAdam的有效步长为Ο (1 t )，与以

往强凸算法步长同阶 . 由于V ti + δ积累矩阵第 i维度数

值，算法步长因此在不同维度上得到加权区分，从而在

不同待训参数之间体现出差异性 .
另一方面，WSAdam采用加权平均的输出方式，保

持了 on-the-fly计算的优点，更为重要的一点是，所加权

重消去了导致以往算法产生对数阶的结构，因此能够

达到最优收敛，这将在下一节中展开说明 .
4 WSAdam算法收敛速率分析

为了达到非光滑强凸情形的最优收敛速率，我们

首先寻找 SGD产生对数阶的原因，然后介绍加权平均

输出技巧解决此问题的原理 .
首先，我们需要给出一些假设条件，这些假设在以

往收敛性分析中普遍存在 .
假设1 存在常数G > 0和G¥ > 0使得：

max
t ³ 1

 ĝ t 2
£G，max

t ³ 1
 ĝ t ¥

£G¥

假设2 存在常数D > 0和D¥ > 0使得：

max
"wzÎQ

 w - z
2
£D，max

"wzÎQ
 w - z

¥
£D¥

然后，根据文献［9］中对强凸SGD的分析得下式：

f (w t) - f (w* )
£ ( )α-1

t - λmin  w t -w* 2

2
-
α-1

t  w t + 1 -w* 2

2
+
αtG

2

2

表1 常见Adam型算法对比

算法

Adam

AMSGrad

AdamNC

SC-Adagrad

SC-RMSProp

SAdam

αt m t V t

αt = α t

m t = β1 m t - 1 + (1 - β1 ) ĝ t

V t = diag (v t ) + δId t

v t = β2v t - 1 + (1 - β2 ) ĝ 2
t

αt = α t

m t = β1 m t - 1 + (1 - β1 ) ĝ t

V t =max (V t - 1 V̂ t)
V̂ t = diag (v t ) + δId t

v t = β2v t - 1 + (1 - β2 ) ĝ 2
t

αt = α t

m t = β1 m t - 1 + (1 - β1 ) ĝ t

V t = diag (v t ) + δId t

v t = β2tv t - 1 + (1 - β2t ) ĝ 2
t

1 - 1 t £ β2t £ 1 - γ t

γÎ (01)
αt = α
m t = ĝ t

V t = diag (v2
t ) + δId

v t = v t - 1 + ĝ 2
t

αt = α t

m t = ĝ t

V t = diag (v2
t ) + δId t2

v t = β2tv t - 1 + (1 - β2t ) ĝ 2
t

1 - 1 t £ βt £ 1 - γ t

γÎ (01)
αt = α t

m t = β1 m t - 1 + (1 - β1 ) ĝ t

V t = diag (v2
t ) + δId t2

v t = β2tv t - 1 + (1 - β2t ) ĝ 2
t

1 - 1 t £ βt £ 1 - γ t

γÎ (01)

后悔界

Ο( T )

Ο( T )

Ο( T )

Ο(log T)

Ο(log T)

Ο(log T)

收敛速率

Ο(1 T )

Ο(1 T )

Ο(1 T )

Ο( log T T )

Ο( log T T )

Ο( log T T )

算法算法4 WSAdam算法算法

输入输入:w1 = 0

For t = 1 to T

Compute ĝ t =Ñf (w t ξt )
Update m t = β1tm t - 1 + (1 - β1t ) ĝ t

Update V t = β2tV t - 1 + (1 - β2t )diag ( ĝ 2
t )

Update V̂ t =V t + δId

Update w t + 1 =P V̂ t

Q [w t - αtm tV̂
-1
t ]

End for
输出输出:w̄ w

T =
2

T ( )T + 1
∑
t = 1

T

tw t
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其中，αt 是步长，λmin 是强凸系数 λ中的最小元素值 . 令
αt = 1 (λmint)上式得：

f (w t) - f (w* )
£
λmin( )t - 1  w t -w* 2

2
-
λmint  w t + 1 -w* 2

2
+

G2

2λmint

对上式从 t = 1到 t = T求和得：

∑
t=1

T

f ( )w t-1 -∑
t=1

T

f ( )w*

£
λmin

2 (0-T  wT+1-w* 2 ) + G2

2λmin
∑
t=1

T 1
t
£

G2

2λmin
(1+ log T )

从上式第二行可以观察到，前一项为负数可以放

缩消去，第二项导致了对数因子的产生 .
因此我们着重处理后一项，采用权重为 t的加权平

均输出方式，令 αt = 2 (λmin (t + 1))，上式不等号两边同时

乘 t得到：

t [ f (w t) -f (w* ) ]
£
λmin( )t-1 t  w t-w* 2

4
-
λmint ( )t+1  w t+1-w* 2

4
+

tG2

λmin( )t+1

£
λmin

4
é
ë(t-1) t  w t-1-w* 2

-t (t+1) w t-w* 2ù
û +

G2

λmin

观察上式最后一行，发现后一项上的 1 t已被消去，

此时从 t = 1到 t = T求和不会再产生对数因子，做加权平

均可得如下最优收敛速率：

f ( 2
T ( )T + 1

∑
t = 1

T

tw t - 1 ) - f (w* )
£

2
T ( )T + 1

∑
t = 1

T

t [ ]f ( )w t - 1 - f ( )w* £
2G2

( )T + 1 λmin

本文将上述原理迁移到WSAdam算法的收敛性分

析中，此外，还需要如下引理 .
引理 1 假设 1 £ t £ T，0 < ν < 1，f (ν)表示关于 ν的

函数，( f (ν) )′表示 f (ν)的导函数，则有下式成立：

∑
t = 1

T

tνt - 1 £
1

( )1 - ν 2

证明

∑
t=1

T

tνt-1=∑
t=0

T-1

(t+1) νt= (∑t=0

T-1

νt+1)′= ( ν ( )1- νT

1- ν )′£ 1

( )1- ν 2

引理1证毕 .
定理 1 令假设 1和假设 2成立，{w t}

¥

t = 1
由算法 4产

生，α ³ ( )3 - γ G2
¥ + 2δ

2 min i( )λi

，f 满足定义 1中的 λ-强凸性质，

w* ÎQ 为问题式（1）的一个最优解，结合引理 1，随机

WSAdam能够保证如下收敛速率：

E
é

ë

ê
êê
ê

f ( 2
T ( )T + 1

∑
t = 1

T

tw t ) - f (w* )ù
û

ú
úú
ú

£
2 ( )1 - γ dD2

¥G2
¥

( )T + 1
+

2adD2
¥

( )T + 1 ( )1 - β1

4
δ
+

dD2
¥ β1( )G2

¥ + δ

a ( )1 - ν2 T

注意，上式表明WSAdam具有Ο(1 T )的最优收敛

速率 . 与 SAdam达到 Ο( log T T ) 次优收敛速率相比，

WSAdam体现出了动量方法的加速性，填补了Adam型

算法在非光滑强凸情形最优收敛性方面的缺失 .
证明 根据算法5中步骤7，由投影非扩张性可得：

 w t+1-w* 2

V̂ t

= 



Π V̂ t

D ( )w t-atV̂
-1

t [β1t m t-1+(1-β1t )ĝ t ] -w*
2

V̂ t

£  w t-atV̂
-1

t [β1t m t-1+(1-β1t )ĝ t ]-w*
2

V̂ t

=  w t-w* 2

V̂ t

-2at β1t(w t-w* ) Τm t-1

-2at (1-β1t ) (w t-w* ) Τ ĝ t+a2
t  m t-1

2

V̂ -1
t

上式移项，两边除以2at (1 - β1t )得：

(w t -w* ) Τ ĝ t £
1

2at (1 - β1t )
é
ë
êêêê w t -w* 2

V̂ t

-  w t + 1 -w* 2

V̂ t

ù
û
úúúú

+
β1t

(1 - β1t ) (w* -w t ) Τm t - 1 +
at m t - 1

2

V̂ -1
t

2(1 - β1t )

因为 f (w t ξt)满足 λ-强凸，联立上式得：

f (w t ξt) - f (w* ξt )
£ (w t-w* ) Τ ĝ t-  w t-w* 2

diag ( )λ

=
1

2at (1-β1t )
é
ë
êêêê w t-w* 2

V̂ t

-  w t+1-w* 2

V̂ t

ù
û
úúúú

+
β1t

(1-β1t ) (w*-w t ) Τm t-1+
at m t-1

2

V̂ -1
t

2(1-β1t )
-  w t-w* 2

diag ( )λ

£
1

2at (1-β1t )
é
ë
êêêê w t-w* 2

V̂ t

-  w t+1-w* 2

V̂ t

ù
û
úúúú +

β1t w t-w* 2

V̂ t

2at (1-β1t )

+
β1tat m t-1

2

V̂ -1
t

2(1-β1t )
+

at m t-1

2

V̂ -1
t

2(1-β1t )
-  w t-w* 2

diag ( )λ

上式不等号两边同时取期望得：

E [ f (w t) -f (w* ) ]
£E

é

ë

ê
êê
ê 1

2at (1-β1t )
é
ë
êêêê w t-w* 2

V̂ t

- w t+1-w* 2

V̂ t

ù
û
úúúú - w t-w* 2

diag ( )λ
ù

û

ú
úú
ú

+E
é

ë

ê

ê
êê
ê

êβ1t w t-w* 2

V̂ t

2at (1-β1t )
+
β1tat m t-1

2

V̂ -1
t

2(1-β1t )
+

at m t-1

2

V̂ -1
t

2(1-β1t )

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

上式不等号两边同乘以 t，并从 t= 1到 t= T求和得：
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∑
t = 1

T

tE [ ]f ( )w t - f ( )w* £
                                           
∑
t = 1

T

E
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
út

2at (1 - β1t ) ( ) w t -w* 2

V̂ t

-  w t + 1 -w* 2

V̂ t

- t  w t -w* 2

diag ( )λ

P1

+

                       

∑
t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

útβ1tat m t - 1

2

V̂ -1
t

2(1 - β1t )
+

tat m t - 1

2

V̂ -1
t

2(1 - β1t )

P2

+

             

∑
t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

útβ1t w t -w* 2

V̂ t

2at (1 - β1t )

P3

首先处理P1：

P1=

∑
t=2

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

út  w t-w* 2

V̂ t

2at (1-β1t )
-

( )t-1  w t-w* 2

V̂ t-1

2at-1 (1-β1t-1 )
- t  w t-w* 2

diag ( )λ

+
 w1-w* 2

V̂1

2a1 (1-β11 )
-

T  wT+1-w* 2

V̂T

2aT (1-β1T )
-  w1-w* 2

diag ( )λ

£∑
t=2

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú w t-w* 2

t ( )t+1 V̂ t- t ( )t-1 V̂ t-1-2atdiag ( )λ
2a

+
 w1-w* 2

V̂1

a

-  w1-w* 2

diag ( )λ

考虑 t (t + 1)V̂ t - t (t - 1)V̂ t - 1 - 2atdiag ( λ)的第 i维元素并

代入a ³ ( )3 - γ G2
¥ + 2δ

2 min i( )λi

得：

t (t + 1)V̂ ti - t (t - 1)V̂ t - 1i - 2atλi

= t (t + 1) β2V t - 1i + t (t + 1) (1 - β2 ) ĝ 2
ti - t (t - 1)V t - 1i

+2tδ - 2atλi

£ (t + 1) (t - γ)V t - 1i + (t + 1) ĝ 2
ti - t (t - 1)V t - 1i + 2tδ - 2atλi

= (2t - tγ - γ)V t - 1i + (t + 1) ĝ 2
ti + 2tδ - 2atλi

£ (3t - tγ)G2
¥ + (1 - γ)G2

¥ + 2tδ - 2atλi

= t ((3 - γ)G2
¥ + 2δ ) + (1 - γ)G2

¥ - 2atλi £ (1 - γ)G2
¥

即：

 w t-w* 2

t ( )t+ 1 V̂ t- t ( )t- 1 V̂ t-1- 2atdiag ( )λ £∑
i= 1

d (w ti-w *
i ) (1- γ)G2

¥

P1 £∑
i = 1

d ( )w1i -w *
i

2( )V̂1i - aλi

a

+∑
t = 2

T

E
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú∑

i = 1

d ( )w ti -w *
i ( )1 - γ G2

¥

£∑
i = 1

d ( )w1i -w *
i

2( )G2
¥ + δ -

( )3 - γ G2
¥ + 2δ

2

a

+∑
t = 2

T

E
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú∑

i = 1

d ( )w ti -w *
i ( )1 - γ G2

¥

£∑
i = 1

d ( )w1i -w *
i

2( )γ - 1 G2
¥

2a

+∑
t = 2

T

E
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú∑

i = 1

d ( )w ti -w *
i ( )1 - γ G2

¥

£∑
t = 2

T

E
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú∑

i = 1

d ( )w ti -w *
i ( )1 - γ G2

¥ £ (1 - γ) dD2
¥G2

¥T

然后处理P2，由m0 = 0β1t £ 1β1t £ β1t - 1得：

P2 =∑
t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

útβ1tat m t - 1

2

V̂ -1
t

2(1 - β1t )
+

tat m t - 1

2

V̂ -1
t

2(1 - β1t )

£∑
t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

útat m t - 1

2

V̂ -1
t

2(1 - β1t )
+∑

t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

útat m t - 1

2

V̂ -1
t

2(1 - β1t )

=∑
t = 1

T - 1

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú( )t + 1 at + 1 m t

2

V̂ -1
t + 1

(1 - β1t + 1 )
£∑

t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú( )t + 1 a m t

2

V̂ -1
t

( )t + 1 (1 - β1t )2

将m t和 V̂ -1
t 展开得：

P2 £∑
t = 1

T

E

é

ë

ê

ê
êêê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

ú∑
i = 1

d ( )t + 1 a [ ]β1t m t - 1i + ( )1 - β1t ĝ ti

2

( )t + 1 (1 - β1t )2[ ]V ti + δ

£∑
t = 1

T

E

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

∑
i = 1

d
a
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∑

j = 1

t ( )1 - β1j ∏
k = 1

t - j

β1 ( )t - k + 1 ĝ ji

2

(1 - β1t )2δ

£∑
t = 1

T

E

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú

∑
i = 1

d
a
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∑

j = 1

t ∏
k = 1

t - j

β1 ( )t - k + 1

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∑

j = 1

t ∏
k = 1

t - j

β1 ( )t - k + 1 ĝ 2
ji

(1 - β1t )2δ

£∑
t = 1

T

E

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú

∑
i = 1

d
a
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∑

j = 1

t ∏
k = 1

t - j

β1 ( )t - k + 1 ĝ 2
ji

(1 - β1 )3δ
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£∑
t = 1

T

E

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú

∑
i = 1

d
a
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∑

j = 1

t

β t - j
1 ĝ 2

ji

(1 - β1 )3δ

£∑
t = 1

T adG2
¥

(1 - β1 )4δ
£

adTG2
¥

(1 - β1 )4δ

最后处理P3：

P3 =∑
t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

út ( )t + 1 β1t w t -w* 2

V̂ t

2a

£∑
t = 1

T

E
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú∑
i = 1

d t ( )t + 1 β1t( )w ti -w *
i

2( )G2
¥ + δ

2a

£
dD2

¥( )G2
¥ + δ

2a ∑
t = 1

T

t (t + 1) β1t

£
dD2

¥ β1( )G2
¥ + δ ( )T + 1

2a ∑
t = 1

T

tνt - 1

上式结合引理1得：

P3£
dD2

¥ β1( )G2
¥ + δ ( )T+ 1

2a ( )1- ν2

联立P1，P2，P3得：

∑
t= 1

T

tE [ ]f ( )w t - f ( )w*

£ (1- γ) dD2
¥G2

¥T+
adTG2

¥

(1- β1 )4δ
+

dD2
¥ β1( )G2

¥ + δ ( )T+ 1

2a ( )1- ν2

上式两边同时乘以
2

T ( )T+ 1
得：

2
T ( )T+ 1

∑
t= 1

T

tE [ ]f ( )w t - f ( )w*

£
2 ( )1- γ dD2

¥G2
¥

( )T+ 1
+

2adG2
¥

( )T+ 1 (1- β1 )4δ
+

dD2
¥ β1( )G2
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定理1证毕 .
5 实验

本节分两部分对上一节中最优收敛速率的理论分析

进行实验验证 . 第一部分验证WSAdam算法能够解决

Reddi问题；第二部分验证WSAdam在非光滑强凸情形优

于现有算法 .
5. 1 Reddi问题的实验结果与分析

2018年，Reddi等人证明了Adam算法在优化一个经

过特殊构造的一般凸函数时发散 . 事实上，所有基于

EMA技巧的Adam型算法都有可能存在这个问题，也被称

为Reddi问题：

考虑如下定义域为[ - 1+ 1]的线性函数序列：

ft(w) = {Cw for t mod 3= 1

-w otherwise

其中C= 3. 在这个函数序列中，可以明显看出当w=-1时

得到最小的后悔界 . 然而，Adam错误地将参数指向+1方

向进行更新，导致不收敛 .
本文实验设置初始w= 1，t= [15000]，将WSAdam与

其他4种经典Adam型算进行比较，观察它们解上述在线

优化问题的表现 . 为公平起见，所有算法统一设置参数

α= 0.5，β1= 0，δ= 1e- 8，Adam和AMSGrad均设置β2= 0.1，

AdamNC、SAdam和WSAdam均设置 β2t= 1- 0.1 t. 实验

结果如图 1所示，其中图 1（a）的横坐标代表迭代次数

（t），纵坐标代表平均后悔界（Regret bound t）；图 1（b）的

横坐标代表迭代次数（t），纵坐标代表参数（w）. 如图 1
所示，在迭代 5000次后，Adam参数值w = +1是次优解，

平均后悔界无法收敛到 0，从而证实了 Reddi问题 .
AMSGrad、AdamNC、SAdam和WSAdam的参数值 w = -1

达到了最优解，且平均后悔界均收敛到 0，证实了这些

算法改进Adam是有效的，成功解决了Reddi问题 .
另外，从图 1（a）中还可以看出，强凸算法 SAdam、

WSAdam比一般凸算法Adam、AMSGrad、AdamNC收敛

更快，说明 SAdam、WSAdam对一般凸函数同样适用，并

且本文所提WSAdam收敛最快，优于现有的 Adam型

算法 .
5. 2 非光滑强凸情形标准数据集的实验结果与

分析

本文第二个实验继承文献［21］中随机设置环境，

考虑典型的二分类强凸支持向量机（SVM）问题，假设

全体样本集 ξ = {( x i yi)}n

i = 1
，x i ÎRd，yi Î { + 1 - 1}，目标

函数 f (wξ )由 l2 范数结构项和非光滑 hinge损失组成，

描述如下：

min
w

λ
2
 w

2 +
1
n ∑( )xy Î ξ

ℓ ( )w ( )xy （8）
其中 ℓ (w ( xy) ) =max{01 - y wx }.

第 t次迭代时，抽取样本子集 ξt 参与计算的次梯度

Ñf (w t ξt)可以写成如下形式：
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Ñf (w t ξt) = λw t -
1
k ∑( )xy Î ξ +t

yx （9）
其中 k = | ξt |，ξ +

t = {( xy) Î ξt：y w t x < 1}，λ为强凸系

数 λ中的最小值 . 本小节所有算法均采用上述次梯度

计算方式，实验中 k取值为 10，也就是每次迭代更新参

数时只用10个样本计算次梯度，并设置 λ = 0. 01.
采用 6个标准数据集，分别是 cod-rna、ijcnn1、gi⁃

sette、madelon、a9a和 live-disorders. 这些数据集均来自

于 LIBSVM 网站（https：//www. csie. ntu. edu. tw/~cjlin/
libsvmtools/datasets/），具体描述可见表2.

实验选择了著名的解 SVM问题的 pegasos［21］算法，

以及几种典型的强凸Adam型算法作为比较对象 . 为公

平起见，所有算法设置参数 α = 1. 另外，pegasos根据文

献［21］所述无其他预设参数；SAdam根据文献［20］设

置 β1 = 0.9，β2t = 1 - 0.9 t，δ = 1e - 2；WSAdam根据算法 4
设 置 β1 = 0.9，ν = 0.999，β2t = 1 - 0.9 t，δ = 1e - 8；SC-

Adagrad根据文献［17］设置 ε1 = 0.1，ε2 = 1；SC-RMSProp
根据文献［17］设置β2t = 1 - 0.9 t，ε1 = 0.1，ε2 = 1.

所有算法在每个数据集上运行 10次并取平均值绘

制收敛曲线 errorbar对比图 . 如图 2所示，横坐标表示

迭代次数 t = [15000]，纵坐标为相对目标函数值，即当

前迭代目标函数值与目标函数最优值（最优值取所有

迭代结果中的最小值）之差的对数值，4种比较算法的

相对目标函数值形式为 log ( f (w̄ t) - f (w* ) )，WSAdam
的相对目标函数值形式为 log ( f (w̄ w

t ) - f (w* ) ). 蓝色

实线代表 pegasos算法的收敛趋势；绿色实线代表

SAdam算法的收敛趋；红色实现代表WSAdam算法的

收敛趋；黑色实线代表 SC-Adagrad算法的收敛趋；青绿

色实现代表SC-RMSProp算法的收敛趋 .
从图 2可以看出，没有使用自适应步长和动量技巧

的 pegasos十次平均曲线波动较大、方差大也大，收敛速

率平缓，总体性能要差于其他4种Adam型算法 . 而本文

所提出的WSAdam十次平均曲线非常平滑（这是更改为

加权平均输出所导致的），方差也较小 . 在6个标准数据

集上，WSAdam与现有流行的强凸Adam型算法均表现

出基本相同的收敛趋势，甚至在一些训练集上（cod-rna）
性能远超现有算法 . 并且在同一精度要求下，WSAdam
的收敛速度总体上是最快的 . 这与理论分析中，WS⁃
Adam能达到优于其他算法的Ο (1 T )收敛速率结果相

吻合 .
表 3和表 4分别给出了算法在 6个数据集上训练所

得模型的训练准确率（以及十次结果方差）、测试准确

率（以及十次结果方差）. 容易看出：WSAdam在所有训

练数据集上的准确率均为最高，方差较其他算法处于

较低的层次 . WSAdam在绝大部分测试数据集上准确

率最高（在 cod-rna上 SAdam算法准确率最高））. 一定

程度上说明了WSAdam比其他几种算法训练的模型泛

化性能更好，并且在训练和测试集上都保持较小实验

方差，反映出其出色的稳定性 .

(a) 平均后悔界随迭代变化曲线 (b) w参数随迭代变化曲线

图1 Reddi问题实验结果

表2 标准数据库描述

Datasets
cod-rna
ijcnn1
gisette
madelon
a9a

liver-disorders

Training Samples
59535
49990
6000
2000
32561
145

Test Samples
271617
91701
1000
600
16281
200

Dimensions
8
22
5000
500
123
5
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表3 训练准确率和方差比较

数据库/算法

cod-rna
ijcnn1
gisette
madelon
a9a

liver-disorders

Pegasos
0.5994±0.1737
0.9024±0.0000
0.9795±0.0367
0.5000±0.0000
0.8425±0.0016
0.6228±0.1216

SAdam
0.8575±0.0165
0.9024±0.0000
0.9792±0.0148
0.5681±0.0507
0.8423±0.0008
0.6897±0.0065

WSAdam
0.8846±0.0011

0.9024±0.0000

0.9861±0.0118

0.5760±0.0569

0.8428±0.0005

0.6979±0.0121

SC-Adagrad
0.8099±0.1468
0.9024±0.0000
0.9800±0.0236
0.5545±0.0573
0.8420±0.0006
0.6648±0.0732

SC-RMSProp
0.8260±0.0881
0.9024±0.0000
0.9850±0.0071
0.5340±0.0436
0.8423±0.0009
0.6531±0.0758

(a) gisette

(c) ijcnn1

(e) cod-rna

(b) liver-disorders

(d) madelon

(f) a9a
图2 目标函数收敛速率比较图
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6 结论

本文提出了一种名为WSAdam的Adam型算法，证

明了在非光滑强凸情形，WSAdam能达到Ο(1 T )的最

优收敛速率，体现了动量方法的加速性 . 据我们所知这

是第一个被证明具有最优收敛速率的自适应步长策略

与动量方法结合的算法 . 与 SAdam算法相比，WSAdam
改用了加权平均的输出方式，使算法在保持 on-the-fly
计算特点的同时，直接去掉了理论收敛速率上的对数

阶因子 . 实验验证了所提算法成功避免Reddi提出的

不收敛问题，并在解决非光滑强凸优化问题时比现有

算法性能更优 .
另一方面，自适应步长算法利用对角矩阵中记录

的历史数据几何知识，缓和了对超参数的依赖性，因此

非常适合训练深度神经网络 . 将WSAdam与动量方

法［22］结合，探索其瞬时收敛速率［23］并推广到深度学

习［24，25］中，将是我们下一步研究的方向 .
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