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一元子结构谓词逻辑中相似的代数语义
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摘　要：　借助一元模糊谓词逻辑与 S5型模糊模态逻辑的等价性，建立了一元子结构谓词逻辑中相似联结词的

代数语义，引入了相似一元剩余格，并研究了其基本的代数性质 . 其次，研究了相似一元剩余格上的相似滤子，刻画了

可表示的相似一元剩余格 .  最后，引入了相似一元剩余格对应的逻辑系统，证明了其完备性定理，并解决了其最小半

线性扩张问题 .
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1　引言

在经典逻辑推理中，已知前提所使用的概念和提

供的信息都是精确的，就能保证推得的结果也是准确

无误的，这种精确的、严格的逻辑推理是人工智能科学

及相关研究中普遍采用的方法，并在逻辑程序设计、定

理自动证明以及知识推理等领域具有广泛应用，它不

仅为计算机程序设计语言提供主要思想，而且在计算

机硬件设计中也有一定应用， 形成了传统计算机的理

论基础 . 然而传统计算机通常只能按照经典逻辑进行

识别，对模糊概念却无能为力 .
为了克服上述不足，1965 年，美国控制论专家

Zadeh［1］提出了模糊集的概念，从而使计算机不仅可以

对模糊概念进行处理，还可以在信息有限的情况下，提

供精确的答案 . 随着模糊集理论研究的不断深入，近年

来模糊逻辑也取得了一定的进展 . 模糊逻辑主要采用

代数逻辑的研究方法，而后者则以逻辑代数为工具来

进行研究 . 由此可知，逻辑代数在模糊逻辑的研究中起
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着十分重要的作用［2，3］. 在模糊逻辑对应的代数系统

研究中，国内外学者对于剩余格［4］尤为关注，主要原

因有以下两点： 剩余格是一类范围较广的逻辑代数，

常见的逻辑代数，如 MV-代数，BL-代数，MTL-代数等

都是特殊的剩余格；剩余格也是子结构逻辑最具代

表性的代数语义 . 由此可见，在为数众多的逻辑代数

中， 剩余格是一类比较重要的，也是应用相当广泛的

代数系统 . 近年来，基于剩余格的逻辑代数在模糊逻

辑的研究中发挥着重要作用， 取得了一系列重要的研

究成果［5~12］.
为了推广模糊系统中的模糊等价关系，1971 年

Zadeh［13］利用模糊序关系引入了模糊系统中的相似关

系，并在模糊控制，模糊推理以及近似推理等方面取得

了广泛的应用［14~16］. 近年来，国内外学者将相似关系推

广到一些具体的模糊逻辑系统中，并取得了一系列有

意义的研究成果，如：1998年，Hjek［17］研究了基本模糊

逻辑中的相似关系；2000 年，Blohlvek［18］研究了模糊概

念格中的相似关系，并将所得结论应用于近似推理的

研究；2002 年，Georgescu 等［19］研究了模糊概念格及非

可换模糊逻辑中的相似关系；2003 年，Turunen［20］研究

了多值逻辑系统中的相似关系 . 尽管相似关系在模糊

逻辑及模糊推理中有着广泛的应用，但是不能从逻辑

和代数两方面共同去研究对应的理论，这是因为相似

关系S取的总是单位区间[01]中的值，导致模糊逻辑代

数与其上的相似关系 S 不再是一个代数簇， 也就不能

从泛代数角度去研究相关问题，从而导致逻辑代数带

上相似关系 S 不再构成可代数化意义下的逻辑代数 .
为了从逻辑和代数两个角度提供处理相似关系的方

法，Gerla等［21］将 Łukasiewicz三角模上相似关系的定义

域和值域统一为MV-代数  L， 进而引入了MV-代数L上

的相似算子 S：L ´ L® L，它不仅保持了相似关系的一

些基本性质， 还使得利用代数逻辑的方法研究相似关

系成为可能，建立了相似MV-代数 (LS)，并刻画了可表

示的相似MV-代数，建立了相似MV-代数对应的逻辑系

统，并证明了其完备性 . 随后，Almiñana等［22］研究了相

似 DH-代数，刻画了可表示的相似 DH-代数；2019 年，

Borumand Saeid 等［23］引入了相似 MTL-代数，刻画了可

表示的相似 MTL-代数，证明了其对应逻辑系统的完备

性；2021年，本文作者［24］研究了子结构逻辑中相似联结

词的代数解释，引入了相似剩余格，并证明了对应逻辑

系统的完备性定理 .
近年来，随着模糊逻辑的快速发展，模糊谓词逻辑

的研究也取得了一定的进展，得到了一些重要的结论 .
尽管模糊谓词逻辑的相关问题得到了广泛的探讨，但

仍然存在有待发掘的丰富内容，模糊谓词逻辑片段的

研究便是其中之一 . 一元模糊谓词逻辑是指只包含一

元谓词和一个对象变量的模糊谓词逻辑，它是模糊谓

词逻辑的一元片段［25］.  随着一元模糊谓词逻辑研究的

不断深入，其对应的代数语义— 一元逻辑代数也被逐

渐关注，如：Rutledge［26］引入了一元多值谓词逻辑对应

的代数语义一元 MV-代数 (L$)，它是由 MV-代数 L 与

其上的一个一元运算 $构成，研究表明该一元算子正

是 S5（MV）中必然模态词的真值函数；Wang 等［27］研究

了一元 hoop-代数，为基于一元连续三角模谓词逻辑提

供了统一的代数框架；Liu［28］研究了一元相等代数，证

明了一元相等代数与一元 BCK-代数是范畴等价；

Castaño等［29］研究了一元BL-代数，并证明其是mBL"的

等价代数语义；本文作者［30］引入并研究了一元 NM-代

数，在一元左连续三角模逻辑代数的公理系统方面进

行了初步探索；Rachunek 等［31］建立了一元剩余格的公

理系统，讨论了其与相关一元逻辑代数之间的关系 .
上述研究工作表明， 目前相似逻辑代数的研究备

受广大学者的关注，相应的研究成果也不断地涌现，

这为模糊命题逻辑中相似联结词的研究提供了坚实

的代数基础 . 然而需要注意的是，当前相似逻辑代数

的研究主要集中在命题逻辑的情况，而对模糊谓词逻

辑的情况几乎没有涉及 . 实际上，模糊谓词逻辑是较

模糊命题逻辑更为深刻、表达能力更强的形式系统，

研究其上的相似联结词， 不仅能够得到较模糊命题

逻辑更为深刻的理论， 同时也能为研究其上的伪距

离奠定基础 . 本文研究了一元子结构谓词逻辑中相

似联结词的代数语义——相似一元剩余格的相关理

论，为处理一元子结构谓词逻辑中相似联结词提供

统一的代数框架，实现一元子结构谓词逻辑中相似

的代数语义和逻辑系统的和谐统一， 这是本文主要的

研究动机 .
2　预备知识

首先回顾文献［4］中关于逻辑系统ML及其对应代

数语义剩余格簇的一些基本知识 .
定义 1［4］ 逻辑系统 ML 的公理集及推理规则集

如下 .
公理集：

（ML1） (φÞ ψ)Þ ( )( )ψÞ χ Þ ( )φÞ χ ，

（ML2） φÞ (φ⊔ψ)，

（ML3） ψÞ (φ⊔ψ)，

（ML4） (φÞ χ)Þ ( )( )ψÞ χ Þ ( )(ϕÞ ψ)Þ χ ，

（ML5） (φ⊓ ψ)Þ φ，

（ML6） (ψ⊓ ψ)Þ φ，

（ML7） (φ&ψ)Þ φ，

（ML8） (φ&ψ)Þ (ψ&φ)，
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（ML9） (φÞ ψ)Þ ( )( )φÞ χ Þ ( )φÞ (ψ ⊔ χ ，

（ML10） ( )φÞ ( )ψÞ χ Þ ( )( )φ&ψ Þ χ ，

（ML11） ( )( )φ&ψ Þ χ  Þ ( )φÞ ( )ψÞ χ

（ML12） -0 Þ φ.
推理规则（MP规则）： φ和φÞ ψ蕴涵ψ.
注 1 Noguera 在文献［32］中指出逻辑系统 ML 属

于蕴涵逻辑，从而是 Blok 和 Pigozzi［33］意义下的可代数

化逻辑，且其对应的代数语义是剩余格簇 .
定义 2［3］ 剩 余 格 是（2，2，2，2，0，0）型 代 数

(LÙ Ú ⨀® 01)且满足如下条件：

（1） (LÙ Ú 01)是有界格， 0 和 1 分别为 L 的最

小元和最大元；

（2） (L⨀1) 是可换幺半群；

（3） 对任意的xyzÎ L， x⨀y ≤ z 当且仅当x≤ y® z.
命题 1［4］ 设 L是一个剩余格，对任意的 xyzÎ L，

则以下结论成立：

（1） x ≤ y 当且仅当 x® y = 1；

（2） x® x = 1， x® 1 = 1， 1® x = x；

（3） x⨀y ≤ z 当且仅当 x ≤ y® z；

（4） x® ( y Ù z ) = (x® y)Ù (x® z)；

（5） x Ú y® z = (x® z)Ù (y® z)；

（6） x® ( y® x) = 1；

（7） x⨀y® z = x® (y® z)；

（8） x Ù y ≤(( x® y) ® y)Ù (( y® x) ® x)；

（9） x ≤ y® x.
滤子理论在逻辑代数次直积表示定理的研究中起着

非常重要的作用，下面简单介绍剩余格滤子的相关概念 .
定义 3［12］ 设 L是一个剩余格， F是 L的一个非空

子集 .  若对任意的 xyÎ L，

（1） 当 xyÎ F， 有 x⨀yÎ F；

（2） 当 xÎ F且 x ≤ y时， 有 yÎ F.
则称F是L的滤子 .

定义4［12］  设F是剩余格 L的一个滤子，则F称为

（1） 真滤子若F ¹ L；

（2） 素 滤 子 若 F 满 足 对 任 意 的 xyÎ F， 都 有

x® yÎ F 或 y® xÎ F；

（3） 极大滤子若L中不存在严格包含F真滤子；

（4） 极小素滤子若 F 是全体素滤子之集关于包含

关系的最小元 .
定义 5［24］  称剩余格 L 是一簇剩余格 (Li )iÎ I 的次

直积，其应满足以下条件：

（1）L ≤ ∏
iÎ I

Li；

（2）对于每个 jÎ Iπj(L) = Lj，其中 πj： ∏
iÎ I

Li ® Lj 是

投射映射 .
若 α(L) 是 (Li )iÎ I 的 次 直 积 ，则 称 嵌 入 映 射 α：

L® ∏
iÎ I

Li 是次直的 .
定义 6［24］  若剩余格 L 同构于一族线性序剩余格

的次直积，则称L是一个可表示的剩余格 .
命题 2［34］  剩余格是可表示的当且仅当其是一个

MTL-代数 .
定理 1［34］ 设L是一个MTL-代数且F是L的滤子，

则下列事实等价 .
（1） F是一个极小素滤子；

（2） F =È{a^|aÎ F}， a^ ={xÎ L|a Ú x = 1}.
下面回顾一元子结构谓词逻辑系统与一元剩余格

的相关理论 .
定义7［25］  子结构谓词逻辑系统ML"的公理集及

推理规则如下：

公理集：

（ML） ML的公理集及由推理规则所得的公理；

（"1) ("x)φ(x)Þ φ(t)， 其中 t可替换φ中的 x；

（$1)  φ(t)Þ ($x)φ(x)， 其中 t可替换φ中的 x；

（"2) ("x)(χÞ φ)Þ (χÞ"(x)φ)， 其 中 t 可 替 换 χ

中的 x；

（$2) ("x)(φÞ χ)Þ (($x)φÞ χ)， 其 中 t 可 替 换 χ

中的 x；

（"3) ("x)(χ ⊔ φ)Þ (χ ⊔"(x)φ)， 其 中 t 可 替 换 χ

中的 x.
推理规则（N"规则）： 从φ推出 ("x)φ.
称mML"为ML"的一元子结构谓词逻辑，即只包

含一元谓词和一个对象变量的子结构谓词逻辑 .
捷克著名逻辑学家 Hájek［35］已经证明了一元模糊

谓词逻辑mBL"与模糊模态逻辑S5(BL)等价， 基于此， 
Castaño［29］引入了一元 BL-代数， 并证明其是 S5(BL)的

等价代数语义 .  利用类似的方法， Rachunek 等［31］建立

了一元剩余格， 并证明了其是模态逻辑S5(ML)的等价

代数语义， 其中S5(ML)的公理系统如下：

（ML） 逻辑系统ML的公理集；

（□1） □φÞ φ；

（□2） □(φÞ□ψ)º (◇φÞ□ψ)；

（□3） □(φÞ ψ)º (φÞ□ψ)；

（◇1） □(◇φ⊔ψ)º (◇φ⊔□ψ)；

（◇2） ◇(φ&φ)º◇φ&◇φ.
推理规则：

（1） MP 规则： 从φ和φÞ ψ， 推出ψ；

（2） N规则： 从φ推出φ.
定义 8［31］  一元剩余格是（2，2，2，2，2，2，0，0）型

代数 (LÙ Ú ⨀® "$01)， 其中 (LÙ Ú ⨀® 01)
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是一个剩余格且"和$满足如下条件：

（M1） x®$x = 1；

（M2） "x® x = 1；

（M3） " ( x®$y) = $x®$y；

（M4） " ($x® y) = $x®"y；

（M5） " ( x Ú $y) ="x Ú $y；

（M6） $"x ="x；

（M7） ""x ="x；

（M8） $($x⨀$y) = $x⨀$y；

（M9） $( x⨀x) = $x⨀$x.
本文将一元剩余格 (LÙ Ú ⨀® "$01) 简记

为 (L"$).
命题 3［31］  设 (L"$) 是一元剩余格，对任意的

xyÎ L，则以下结论成立：

（M10） " ( x® y) ® ("x®"y) = 1；

（M11） " ( x Ù y) ="x Ù"y；

（M12） $($x® y) ® ($x®$y) = 1；

（M13） $( x Ù $y) = $x Ù $y；

（M14） $( x Ú y) = $x Ú $y；

（M15） " ("x⨀"y) ="x⨀"y；

（M16） " ("x®"y) ="x®"y；

（M17） "$x = $x.

3　相似一元剩余格

为了给一元子结构谓词逻辑中相似联结词提供代

数基础， 本节引入了相似一元剩余格， 并研究其基本

的代数性质 .
定义9 设 (L"$)是一元剩余格，

S：(L"$)´(L"$)® (L"$)

是 (L"$)上的一个二元函数 . 对任意 xyzÎ L， 若S满

足以下条件：

（S1） S ( xx) = 1；

（S2） S ( xy) = S(yx)；

（S3） S ( xy)⨀S(yz)≤ S(xz)；

（S4） S ( xy) ≤ x« y，其中 x« y = (x® y)Ù (y® x)；

（S5） S(x« y1)≤ S(xz)« S(yz)；

（S6） "S ( xy) ≤ S("x"y)；

（S7） $S ( xy) ≤ S($x$y).
则称 S是一元剩余格 (L"$)的相似算子， 具有相似算

子的一元剩余格 (L"$S)为相似一元剩余格 .
由于全体相似一元剩余格集构成一个代数簇， 从

而其子代数、同态以及商代数等基本定义均可由泛代

数中的类似定义得到， 本文就不再赘述 .

下面我们给出相似一元剩余格的一些例子 .
例 1 设 (L"$) 是一个一元剩余格 . 定义 ：

(L"$)´(L"$)® (L"$)如下：

 ( xy) = ì
í
î

1 x = y

0 x ¹ y
 ，

则 (L"$)是一个相似一元剩余格 .
例2 设 (L"$)是一元剩余格 . 定义

E ( xy) = x« y，

容易验证 (L"$E)是一个相似一元剩余格 .
例 3 设 L ={0abc1}且 0 ≤ a ≤ c ≤ 1，0 ≤ a ≤ b ≤ 1.

定义二元运算⨀和®如下：

则 (LÙ Ú ⨀® 01)是一个剩余格 .  定义一元映射"

和$如下：

"= ( )0 a b c 1
0 a a a 1

$ = ( )0 a b c 1
0 a 1 1 1

.
此外，定义S：(L"$)´(L"$)® (L"$)如下：

S (00) = S (aa) = S (bb) = S (cc) = S (11) = 1，

S (a0) = S (0a) = S (b0) = S (0b) = S (c0) = S (0c) =
S (10) = S (01) = 0，

S (a1) = S (1a) = a， S (b1) = S (1b) = b，

S (c1) = S (1c) = c， S (ba) = S (ab) = b，

S (ca) = S (ac) = c， S (bc) = S (cb) = a，

则容易验证 (L"$S)是一个相似一元剩余格 .
命题 4 设 (L"$S)是一个相似一元剩余格， 则

以下性质成立： 对任意的 xyztÎ L，

（1） S ( xy) ="S(xy)当且仅当S ( xy) = $S(xy)；

（2） $(S ( xy) ® S ( zt ) ) ≤"S ( xy) ® S ($z$t )；
（3） " ("S ( xy) ® S ( zt ) ) ="S ( xy) ®"S ( zt ).
证明 由命题3和定义8可证 .

⨀
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命题 5 设 (L"$S)是一个相似一元剩余格， 则

以下结论等价：

（1） $S ( xy)⨀$S ( zt ) = S ($x$y)⨀S($z$t)；

（2）若 S ($z$t ) = S($k$l)， S ( xy) = S ($x$y)， 则
$S ( xy)⨀$S ( zt ) = $S ( xy)⨀$S (kl ).

证明 （2）Þ（1） 若S ($z$t ) = S($k$l)， 则
$S ( xy)⨀$S ( zt ) = S($x$y)⨀S($z$t)

                                     = S($x$y)⨀S($k$t)

                                 = $S(xy)⨀$S(kt).
（1）Þ（2） 注意到 S ( xy) = S ($x$y)， 又由（S7）

可得

S ( xy) = S ($x$y) = $S ( xy).
4　可表示的相似一元剩余格

本节研究了相似一元剩余格的相似滤子，并给出

了可表示相似一元剩余格的等价刻画 .
定义 10 设 (L"$S)是一个相似一元剩余格且F

是L的滤子 .  对任意的 xyÎ L， 若F满足： 
xyÎ F 蕴涵 S ("x"y) Î F，

则称F是相似一元剩余格 (L"$S)的相似滤子 .  一个

相 似 滤 子 称 为 素 的 当 且 仅 当 对 任 意 的 xyÎ L， 
x® y y® xÎ F.

例 4 设 (L"$S)是例 1中的相似一元剩余格， 容
易验证｛1｝是 (L"$S)的相似滤子， 然而其并不是素

相似滤子 . 在例 3中， 容易验证 (abc1)是 (L"$S)的

一个素相似滤子 .
下面给出相似一元剩余格上相似滤子的刻画 .
命题 6 设 (L"$S)是一个相似一元剩余格且 F

是L的一个滤子， 则以下事实等价：

（1） F是 (L"$S)的相似滤子；

（2） 对任意 xÎ F， S ("x1) Î F.
证明 （1）Þ（2） 在定义10中令 y = 1即得 .
（2）Þ（1） 对 任 意 的 xyÎ L，由 S ("x1) Î F， 

S ("y1) Î F 以及定义 1（S2）， （S3）可得： S ("x1)⨀
S ("y1) ≤ S ("x"y)， 由定义 9可知 F是 (L"$S)的相

似滤子 .
由泛代数的知识自然可得命题7和命题8.
命题 7 设 (L"$S)是相似一元剩余格且 F 是 L

的相似滤子， 则~F是 (L"$S)的一个相似同余 .
设 (L"$S)是相似一元剩余格且F是它的一个相

似滤子 .  定义映射： SF：L ∕ F ´ L ∕ F® L ∕ F，

 SF ([x][y])=[S(xy)]F .
命题 8 设 (L"$S)是相似一元剩余格且 F 是相

似滤子， 则（L ∕ F"F $F SF )是相似一元剩余格 .

由于相似剩余格与相似 MTL-代数有着明显的差

别， 实际上在一般的相似剩余格中， 预线性

（x® y)Ú (y® x)= 1

及其广义形式均不成立， 这就直接导致了相似剩余格

不能像相似MTL-代数那样可以表示成一系列线性序相

似MTL-代数的次直积 .  基于上述考虑， 下面给出了处

理可表示相似一元剩余格的方法 .
定义 11 设 (L"$S)是一个相似一元剩余格， 若

其同构于一族线性序相似一元剩余格的次直积， 则称

(L"$S)是一个可表示的相似一元剩余格 .
例 5 设 L 是一个二值剩余格， 则 (LidL idL )是

一个可表示的相似一元剩余格， 其中 idL 是剩余格 L上

的恒等映射，  如例1中所定义 .
注 2 （1） 例 5 表明一个二值剩余格（线性序剩余

格）可以通过提升结构成为一个可表示的相似一元剩

余格， 然而并非每一个线性序剩余格都可以通过类似

的方法成为一个可表示的相似一元剩余格， 主要原因

是每一个线性序剩余格并非都有与其对应的一元逻辑

代数结构［30］.
（2） 正像相似剩余格一样， 相似一元剩余格也并

非都是可表示的 .  这是因为在相似一元剩余格中析取

规则的分离形式：

x Ú y = 1蕴涵 x Ú S(1"y)= 1，

是不成立的 .  下面来举例说明： 设 (L"$)是例 3 中的

一元剩余格， 由例 1 可知 (L"$)是一个相似一元剩

余格 .  可以验证： 虽然 y Ú z = 1， 但是

y Ú (1"z)= y Ú x = x ¹ 1.
由线性序相似剩余格与线性序相似 MTL-代数等

价，自然可以得到如下结论 .
定理 2 可表示的相似一元剩余格与可表示的相

似一元MTL-代数等价 .
下面给出了可表示相似一元剩余格的刻画， 这是

对相似一元剩余格对应逻辑系统进行半线性扩张的代

数基础 .
定理 3 设 (L"$S)是一个相似一元剩余格， 则

以下结论等价 .
（1） (L"$S)是可表示的相似一元剩余格；

（2）对任意 xyÎ L， S("(x® y)1) Ú  "(y® x)= 1；

（3） 对任意 xyÎ L， x Ú y = 1 蕴涵 "x Ú  S("y1)= 1；

（4） 每个极小一元素滤子是一个相似滤子 .
证明 （1）Þ (2) 若 (L"$S)是可表示的相似一元

剩余格， 由定义 11可得： 一个命题在相似一元剩余格

中成立当且仅当它在线性序相似一元剩余格中成立， 
由于线性序相似一元剩余格等价于线性序相似一元

MTL-代数 .  容易验证对任意 xyÎ L，
S("x®"y1) Ú  ("y®"x)= 1
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在线性序相似一元剩余格中成立 .  一方面，若 x ≤ y，则

S("x®"y1)= 1，从 而 S("x®"y1) Ú  ("y®"x)= 1.  
另一方面， 若 y ≤ x， 则 x® y = 1， 从而 S("x®"y1)Ú

("y®"x)= 1.
（2）Þ (3) 若 x Ú y = 1， 由命题 1（8）可得 x® y = y 且 

y® x = x， 从而 "(x® y)="y 且 "(y® x)="x.  因此由

（2）可得：

"x Ú  S("y1）="(y® x) Ú  S("(x® y)1)= 1.
（3）Þ（4） 若 F 是 L 的唯一极小素滤子， 下证 F 是

相似一元剩余格 (L"$S)的相似滤子 .  假设 xyÎ F， 
则 存 在 zÎ L 且 zÏ F 使 得 z Ú  x = 1， 由（3）可 知

S("x1) Ú  "z = 1Î F， 又由于 "zÏ F 且 F 是素滤子， 从
而 S("x1)Î F.  类 似 可 证 S("y1)Î F， 进 而

S("x1)⨀S("y1)Î F， 进 一 步 由 定 义 1（S3）可 得 ： 
S("x"y)Î F， 这就说明极小素滤子F是 (L"$S)的一

个相似滤子 .
（4）Þ（1） 由定理 2 可知， 可表示的相似一元剩余

格和可表示的相似一元MTL-代数等价， 以此为基础来

证明该条结论 .  假设 (L"$S)的一个相似一元 MTL-

代数且F是一元MTL-代数L的所有极小一元素滤子的

集合 .  由于一元 MTL-代数 (L"$)是可以表示成一簇

线性序一元 MTL-代数{L/~F|FÎF}， 且 i：L®ΠFÎFL/F 
是对应的表示 .  由假设可知： FÎF是 (L"$S)的相似

滤子， 由命题 8可得： (L/F"F $F SF )是一个相似一元

MTL-代数 .  显然 i 也是相似一元 MTL-代数的一个

表示 .
注 3 每个线性序相似一元剩余格 (L"$S)都是

可表示的 .  事实上， 若L是线性序剩余格且 xyÎ L， 如
果 x ≤ y， 则 x® y = 1， 如果 y ≤ x， 则 y® x = 1， 然而无论

取上述哪种情况， 定理 3（2）都成立 .  需要注意的是， 
上述命题的逆命题一般并不成立， 我们通过下列给予

说 明 .  设 L ={0abcd1}， 其 中 0 ≤ ab； a ≤ cd； b ≤
c； cd ≤ 1.  定义L上的二元运算⨀和®如下：

则 (LÙ Ú ⨀® 01)是一个剩余格 .  定义二元函数

S：L ´ L® L 如下：

S(xy)=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

1 x = y

x y = 1

Øy x = 0

a             (xy)= (ab)(cd)

d (xy)= (ac)

c             (xy)= (ad)(bc)

0  (xy)= (bd)

容易验证 (LidL idL S)是一个相似一元剩余格， 由定理

3（3）可知其是可表示的， 然而并非是线性序的 .
5　相似一元剩余格对应的逻辑完备性

本节基于相似一元剩余格的公理系统， 利用一元

模糊谓词逻辑与S5型模糊模态逻辑的等价性， 定义了

相似一元剩余格代数簇对应的逻辑系统 SML， 证明了

其完备性， 给出其成为半线性逻辑的条件 .
定义 12 逻辑系统 SML 是由 S5（ML）通过添加逻

辑联结词S扩张而来 .  SML的公理集是由S5（ML）的公

理加上如下公式：

（S1） S(φφ)º -
1；

（S2） S(φψ)Þ S(ψφ)；

（S3） S(φψ)Þ (S(ψϕ)Þ S(φϕ))；

（S4） S(φψ)Þ (φÞ ψ)；

（S5） S(φÞ ψ -1)Þ (S(φϕ)Þ S(ψϕ))；

（S6） (S(φψ))Þ S(□φ，□ψ）；

（S7） ◇(S(φψ))Þ S(◇φ，◇ψ）.
推理规则（MP规则、 N规则， 以及NS 规则）： 从 φ

和ψ， 推出S(φψ).
定义 13 设 (L"$S)是相似一元剩余格， 若映射

e：F(S)® (L"$S) 满足：

（1） e(φ⊓ ψ)= e(φ)⋀e(ψ)；

（2） e(φ⊔ψ)= e(φ)⋁e(ψ)；

（3） e(φÞ ψ)= e(φ)® e(ψ)；

（4） e(φ&ψ)= e(φ)&e(ψ)；

（5） e(φ)="e(φ)；

（6） e(◇φ)= $e(φ)；

（7） e(S(φψ))= S(e(φ) e(ψ)) .
则称 e为逻辑系统SML中的赋值 .

定 义 14 设 (L"$S) 是 相 似 一 元 剩 余 格 ， 
φÎ F(S).  若对于逻辑系统 SML 中的任意赋值 e， 均有

e(φ)= 1， 则称φ为重言式 .
逻辑系统 SML 的理论、证明、模型等概念与 S5

（ML）的相关定义类似， 在此不再赘述 .
命题 9 设 T 是逻辑系统 SML 中给定的理论 .  对
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每个公式 φ， 令[φ]T 是所有使 T⊢φÞ ϕ（在 T下与 φ等价

的公式）成立的公式 ϕ的集合 .  LT 是所有[φ]T 类组成的

集合 .  定义

[φ]T⨀[ϕ]T=[φ&ϕ]T，

[φ]T ®[ϕ]T=[φÞ ϕ]T，

[φ]T Ù[ϕ]T=[φ⊓ ϕ]T，

[φ]T Ú[ϕ]T=[φ⊔ ϕ]T，

"T [φ]T=[φ]T，

$T [φ]T=[◇φ]T，

ST ([φ]T [ϕ]T )=[S(φϕ)]T .
命题 10 (LT ⨀® Ù Ú "T $T 0T 1T ST )是一个

相似一元剩余格 .
容易验证逻辑系统 SML关于相似一元剩余格簇是

可靠的， 即若 SML中可以由理论T推导出公式φ， 则对

于任意相似一元剩余格和理论T上的任意的模型 ϑ， 都
有 ϑ(φ)= 1.  只需验证逻辑系统 SML中的推理规则和推

广规则的可靠性是否成立即可 .
命题 11 逻辑系统 SML中的推理规则和推广规则

是可靠的 .  对任意公式φ和ϕ：

（1） 若对每个相似剩余格和 T上的每个模型 ϑ， 都
有 ϑ(φ)= ϑ(ϕ)= 1， 则对每个相似剩余格和 T上的每个模

型 ϑ， 都有 ϑ(S(φϕ))= 1.
（2） 若对每个相似剩余格和 T 上的每个模型 ϑ， 

ϑ(φ)= 1 且 ϑ(φÞ ϕ)= 1， 则对每个相似剩余格和 T 上的

每个模型 ϑ， 都有 ϑ(ϕ)= 1.
（3） 若对每个相似剩余格和T上的每个模型 ϑ，

ϑ(φ)= 1， 则对每个相似剩余格和 T 上的每个模型

ϑ， 都有 ϑ(ϕ)= 1.
证明 （1） 假设 φ1 φ2 φn 是 SML 中关于 φ的一

个 T 证明， (L"$S) 是一个相似剩余格且 ϑ是一个 
(L"$S)模型 . 下面将用归纳法证明 iÎN ϑ(φi )= 1.  若
存在 jk ≤ i 使得 φi 是 φjÛ φk， 则由归纳假设可得： 
 ϑ(φi )= ϑ(φk )= 1，从而  ϑ(φi )= S( ϑ(φj ) ϑ(φk ))= S(11)= 1.
再令 i = n可知 ϑ(φ)= 1.

（2） 若 φi 是一个公理， 则有 ϑ(φi )= 1.  假设存在

jk ≤ i 使得 φk 是 φj Þ φi.  由归纳假设可得： 1 = ϑ(φk )=
ϑ(φj )， 从而 ϑ(φi )= 1Þ ϑ(φi )= ϑ(φj Þ φi )= ϑ(φk )=1.

（3） 容易验证 ϑ(ϕ)="(ϑϕ)="1 = 1.
显然， 逻辑系统SML的完备性定理是可证的 .
定理 4 设 T 是 SML 上的理论， 则对每个公式 φ， 

以下事实等价 .
（1） T⊢φ；
（2） 每个相似一元剩余格 (L"$S)和 T 上的每个

模型 ϑ， 都有 ϑ(φ)= 1；

（3） [φ]=[1]T .

模糊逻辑系统称为半线性当且仅当其关于一簇线

性序模糊逻辑代数完备［36］， 从代数角度来看， 就是对

应逻辑代数的次直积分解定理成立 .  常见的模糊逻辑

（如MV， BL以及MTL等）都属于半线性逻辑， 然而ML
却并非是半线性的 .  由注 2 可知， 一般情况下 SML 并

非是半线性的， 那么如何对其进行半线性扩张是一个

值得研究的问题 .
下面将研究逻辑系统 SML的最小半线性扩张的问

题 .  为了研究这个问题， 首先引入逻辑系统 SML 的扩

张 SMLr， 并确保其代数语义恰好是可表示的相似剩余

格 .  要解决这个问题， 自然会联想到前文中定理3中对

可表示相似一元剩余格的刻画 .
定义15 逻辑系统SMLr 是SML加上公理：

（S8） (S(φÞ ψ) -1)⊔ (ψÞ φ).
SMLr 的推理规则与SML一致 .
类似命题 9中 LT 的定义， 记 LrT 为 SMLr中所有 [φ]T

类组成的集合， 自然也可以得到如下的结论 .
命题 12 (LrT ⨀® Ù Ú "T $T 0T 1T SrT ) 是可

表示的相似一元剩余格 .
定理 5 设 T 是 SMLr上的理论， 则对每个公式 φ， 

以下事实等价 .
（1） T⊢φ；
（2） 每个相似一元剩余格 (L"$S)和 T 上的每个

模型 ϑ， 都有 ϑ(φ)= 1；

（3） 每个线性相似一元剩余格 (L"$S)和 T 上的

每个模型 ϑ， 都有 ϑ(φ)= 1；

（4） [φ]=[1]T .
证明 （1）Þ（2） 由命题11可证 .
（2）Þ（3） 由命题4可证 .
（3）Þ（4） 由命题4和命题12可证 .
（4）Þ（1） 显然成立 .
由定理3和文献［36］中的定理7可得下列结论 .
定理 6 逻辑系统 SMLr是半线性逻辑， 且是 SML

的最小半线性扩张 .
6　结束语

本文建立了一元子结构谓词逻辑中相似联接词的

代数语义—相似一元剩余格， 研究了其基本性质， 刻
画了可表示相似一元剩余格， 建立了相似一元剩余格

对应的逻辑系统， 证明了其完备性， 得到了其成为半

线性逻辑的条件 .  由于该部分内容是当前国内外研

究的热点问题， 后续工作可以从以下方面来展开： 
张小红等［37］出版了国内第一部研究模糊量词及其积

分语义的著作， 系统地论述了近年来国内外模糊量

词及积分语义所取得的最新成果， 并得到了一些有

趣而深刻的结论 .  本文主要研究了一元子结构谓词逻
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辑中相似联接词的代数语义， 后续可以研究其对应的

积分语义 .
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