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基于自相关函数图特征的频谱感知算法研究
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摘　要：　现有图域频谱感知算法主要借助于完全图检测，其性能在低信噪比时不佳 . 为此，本文提出了一种基

于自相关函数图域变换的感知算法，可有效改善低信噪比下的检测性能 . 其基本思路为：将去均值后观测信号的自相

关函数通过归一化、量化等环节转换到图域，在分析图连通性差异的基础上，将图拉普拉斯阵的零特征值个数作为检

验统计量，以完成对频谱的有效感知 . 文中利用受控不等式理论阐明了随机序列分布的随机性、样本数及量化级数与

图的连通性之间的相互关系 . 仿真结果表明，在信噪比为−10 dB时，本文算法的检测概率接近 100%，其性能优于现有

图域感知算法，且计算复杂度适中，具有较好的应用效能 .
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Abstract:　The conventional graph domain-based spectrum sensing algorithms are mainly depended on checking for 
the completeness of the graphs, and their performances deteriorate at low signal-to-noise ratio (SNR).  Therefore, this paper 
proposes a spectrum sensing algorithm in cognitive radio (CR) based on the graph domain transformation of the autocorrela⁃
tion function, which can efficiently improve the performance of detection.  Firstly, the autocorrelation function of the ob⁃
served signal after removing its mean value is converted to the graph domain.  Then, based on analyzing the difference in 
the number of connected components of generated graphs, the number of zero eigenvalues of the graph Laplacian matrix is 
used as the test statistic to complete the sensing of CR spectrum.  Moreover, the relationships between the randomness of 
random sequence distribution, the number of samples, the number of the quantization levels and the connectivity of the 
graph are proved using the theory of majorization inequality.  The simulation results show that when the SNR is −10 dB, the 
detection probability of the algorithm is close to 100%, and its performance is better than the existing graph-based sensing 
algorithms with moderate computational complexity, which accordingly acquired an superior efficacy.
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1　引言

作为一种动态的频谱分配策略，认知无线电（Cog⁃
nitive Radio，CR）为解决频谱资源匮乏和利用率不足等

问题提供了新途径 . 而频谱感知是CR实现的前提与基
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础［1］. 目前，常用的频谱感知算法可大致分为基于模型

驱动［2~4］和基于数据驱动［5，6］两大类 . 两类算法的本质

仍是将观测信号表征为时间序列，进而提取其统计特

征用于频谱检测，其处理效果对样本量有一定的依赖，

且存在低信噪比（Signal-to-Noise Ratio，SNR）时特征的

可分性及稳定性变差等固有缺陷 . 造成这一问题的可

能原因是现有的信号表示框架中忽略了信号的潜在内

在结构特征［7，8］.
近年来兴起的图域信号处理［9］技术，将信号从传统

的时间序列形式转换到图域，借助图的拓扑表示及信

号潜在结构特征为 CR 频谱感知算法设计提供了新思

路［10］. 由于该方法有效利用了信号采样点间的转移信

息，且在进行图域变换时对信号样本进行了量化处理，

某种程度上有利于对噪声的抑制［11］，从而提高了算法

在低 SNR下的性能 . 现有的图域频谱感知算法主要基

于检测图的完全连接性来判决信号的存在性，其的特

征主要是图拉普拉斯矩阵的次大特征值［8］、图的总边数

特征［7］及图的 GINI 系数［12］等 . 该类算法的优点在于，

无论是特征提取还是门限选择都可借助图论的完备理

论，但也存在很多明显的缺陷，主要体现在：（1）基于完

全图的处理框架，通常要求零假设下的噪声可转换成

完全图，而备择假设下的观测信号转换成非完全图 . 但

在很多情况下，如 SNR 低或者利用自相关函数等其他

统计量进行图域变换时，无法满足上述条件 .（2）现有

基于完全图的检测算法中，图转换的输入信号主要是

观测信号的功率谱或时域序列 . 当 SNR变低时，不同假

设下图转换的统计量之间的差异变小 . 因此，所生成图

的差异也变小，自然会引起检测性能的下降 .
针对上述问题，本文提出了一种基于非完全图框

架的CR频谱感知算法，将信号的时域自相关函数作为

图域变换的输入，并通过检验所生成图的连通性特征

差异来实现频谱检测 . 计算机仿真结果表明：本算法在

低 SNR 条件下具有更好的检测性能，且计算复杂度

适中 .
2　系统模型

假设受加性高斯白噪声（Additive White Gaussian 
Noise，AWGN）污染的观测信号 r(t)表示为

r(t)= s(t)+ω(t) （1）
其中，信号分量 s(t)为

s(t)= ∑
n = 0

NC - 1

ξ(n)g(t - nT0 ) （2）
式（2）中，NC 为码元个数，T0 为码元持续时间，ξ(n)

为第 n个码元的电平值，g(t)为持续时间为 T0 的单位幅

度矩形基带脉冲；w(t)为零均值AWGN，方差为 σ 2. 观测

信号 r(t)经等间隔采样后，得到其N点离散序列：

r(n)= s(n)+w(n)n = 01N - 1 （3）
可将频谱感知问题归结为如下的假设检验：

ì
í
î

H0：r(n)=w(n)

H1：r(n)= s(n)+w(n)
 （4）

式（4）表明，H0 假设下频谱未被占用；H1 假设下频

谱已被占用 .
3　随机序列的图域变换

本节将对随机序列图域变换的流程进行简要介

绍，并对影响变换后图连通性的因素及其影响机理进

行理论分析，以为后续图域检测算法的设计提供依据 .
3. 1　图转换

假定存在一个由 N0 个顶点构成的无向简单图

G(VE)，其中，V ={v1 v2 vδ vN0
}是其顶点集合，

E ={eδβ|(δβ)Î(ϒN0
´ϒN0

)}是其边集合，ϒN0
={12N0 }

为顶点序号的集合，eδβ表示连接顶点 vδ和 vβ的边，且

1 £ δβ £N0. 对于一个实随机序列 χ(τ)0 £ τ £N - 1，可按

如下步骤进行图转换：

（1）归一化：定义离散序列 χ(τ)的最大值及最小值

分别为

ì
í
î

ïï

ïïïï

χmax = max
0 £ τ £N - 1

χ(τ)

χmin = min
0 £ τ £N - 1

χ(τ)
（5）

则归一化后的离散序列为

Uχ (τ)=
χ(τ)- χmin

χmax - χmin

0 £ τ £N - 1 （6）
其中，0 £Uχ (τ)£ 1.

（2） 量化及顶点映射：变换成图之前需要先对序

列进行量化，量化级数N0即为图的顶点数 .经均匀量化

后的序列可表示为

Q(τ)=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

μ + 1
μ

N0

£Uχ (τ)£
μ + 1
N0

N0        Uχ (τ)= 1                 
（7）

其中，μ = 01N0 - 1. 将图的顶点 vi 与量化区间 [01]

的特定子区间（量化级）之间按如下规则进行映射：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

é

ë
êêêê

ö

ø
÷÷÷÷

μ
N0


μ + 1
N0

¬®¾¾¾¾ vμ + 1¬®¾¾¾¾ μ + 1

1¬®¾¾¾¾ vN0
¬®¾¾¾¾ N0

 （8）

（3） 边定义：图的边由量化后序列 Q(τ)的相邻样

本之间的幅度变化决定 . 对于 τ = 01N - h - 1，其中

步长 1 £ h £N - 1，如果至少存在一次 Q(τ)= δ且 Q(τ +

h)= β的情形，则认为相应的边 eδβ是连通的，否则就认

为这两个顶点间不连通 . 通过遍历所有的样本，可以得

到相应边集为E.
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3. 2　几个重要定义

若某随机序列 χ(τ)经归一化、量化后得到的样本是

离散型随机变量，当其样本数无穷时，量化后样本的概

率密度可以看作是归一化后样本概率分布的理想区域

采样（Area Sampling，AS）［13］，即

fQ (μ)=∑
i = 1

N0

δ(μ - iΔ) ∫
(i - 1)Δ

iΔ

fU (u)du

=∑
i = 1

N0

δ(μ - iΔ)q¥
i

（9）

式（9）中，Δ = 1/N0 为量化间隔，q¥
i = ∫

(i - 1)Δ

iΔ

fU (u)du.
下面将介绍几个与图转换相关的重要定义，便于对后

续图转换机理的讨论 .
定义 1 顶点概率向量 定义 q¥ = (q¥

1 q
¥
2 q¥

N0
)T

为图 Gq 的顶点概率向量 . 若样本数有限时，顶点概率

向 量 记 为 q = (q1 q2 qN0
)T，其 中 qi = Ii (Gq )/Ni =

1N0，Ii (Gq )表示映射到图 Gq 的第 i个顶点对应的量

化样本总数 . 显然，有 lim
N®¥

qi = q¥
i i = 1N0成立 .

当待转换信号的样本数充分大时，顶点概率向量 q

可由量化后样本的直方图（Histogram of the Quantized 
Samples，HQS）近似 .

定义 2 转移概率矩阵［7］ 定义转移概率矩阵 W ¥ =
(w¥

ij )N0 ´N0
ij = 1N0，其中 w¥

ij = q¥
i q¥

j 表示从顶点 vi 到

顶点 vj的转移概率 .
若待转换随机序列的样本数 N 趋于无穷，则转移

概率矩阵中的元素w¥
ij 即为随机样本中对应于的量化级

i的样本数占总样本数的比值与对应于量化级 j的样本

数占总样本数的比值之积 .
定义 3 转移概率向量 转移概率向量可定义为转

移概率矩阵W ¥的向量化，即

ω¥ = vec(W ¥ )= (ϖ ¥
1 ϖ

¥
2 ϖ ¥

N0
)T

其 中 ，vec(×) 是 矩 阵 向 量 化 函 数 ，ϖ ¥
i = q¥

i (q¥ )T i =

1N0．

定义 4 概率向量的部分和 令顶点概率向量 p和 q

的前Ω项的部分和分别为

       Sp
Ω

=∑
i = 1

Ω

p[i]  Sq
Ω

=∑
j = 1

Ω

q[ j] ij £Ω £N0 （10）
其中，p[i]和q[ j]为经过降序排列后的顶点概率向量元素 .

概率向量的部分和可以用来比较概率向量的随机

性［14］，即若 Sp
Ω

£ Sq
Ω

，Sp
N0

= Sq
N0

= 1，则 p  q，称为概率向量

p 受控于向量 q，即概率向量 p 的随机性大于 q，其分布

更均匀 .
3. 3　图连通性的比较

一般而言，对于随机序列 χ(τ)，按上述步骤进行图

域变换时，影响图连通性的主要因素包括：顶点概率向

量的随机性、样本数以及量化级数（即图的顶点数），其

中最关键的因素就是顶点概率向量 . 下面分别对这些

因素对图连通性的影响机理进行说明 .
定理 1 ［15］. 若存在两组顶点概率向量 p和 q，其对

应的转移概率向量分别为ω = q⊗ qϕ = p⊗ p，其中⊗
表示Kronecker积．若q  p，则ω  ϕ也成立 .

证明 见文献［15］.
定理 1 表明：顶点概率向量间的受控关系对 Kro⁃

necker 积运算是保序的 . 顶点概率向量可看成是归一

化样本的 PDF 的理想区间采样，因此可直接用顶点概

率向量（或HQS）的随机性来评估随机序列生成图的连

通性，相较于用转移概率矩阵进行分析而言，更加直

观、简便 . 此外，由文献［7］可知，若顶点概率向量越均

匀，则对应的随机序列转换成完全图的概率越大，也就

意味着图的连通性越强 .
定理 2 若独立同分布随机序列 X (m)~fX (x)0 £

m £N - 1，其中 fX (x)为其概率密度函数，经归一化、均匀

量化后的顶点概率向量为 p = (p1 p2 pN0
)T. 对该随

机进行图变换，得到顶点数为 N0 的无向简单图 Gp，则

其平均度是顶点概率向量p的Schur凹函数 .
证明 图Gp的其平均度为［7］

ψ( p)=E{Deg(Gp }) =
2

N0

E{Edg(Gp })

=
2

N0
∑
α = 1

N0 ∑
β = 1

N0 é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú

1 -
1
pα

∑
i = 1i ¹ β

N0

(ωαi )
pαN

（11）

式（11）中 Deg(Gp )及 Edg(Gp )分别表示图 Gp 各顶

点度的和及图各边数的和．令

φα ( p)= ∑
β = 1

N0 é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú

1 -
1
pα

∑
i = 1i ¹ β

N0

(ωαi )
pαN

（12）
则式（11）可写为

ψ( p)=
2

N0
∑
α = 1

N0

φα ( p) （13）
考 虑 到 ωαi = pα pi iα = 1N0，进 一 步 将 φα ( p)

写为

φα ( p)= ∑
β = 1

N0

[ ]1 - (1 - pβ )
pαN = ∑

β = 1

N0

f (pβ ) （14）
由式（14）可知 f (pβ )是凹增函数，则 φα ( p)为 Schur

凹函数，∑
α = 1

N0

φα ( p) 为增函数，ψ( p) 是关于 p 的 Schur 凹
函数［16］.

实际中，还需注意以下几点：

（1）由定理 2可知：对于两组具有相同样本数，但

服从不同概率密度函数的随机序列X~fX (x)Y~fY (x)，其

顶点概率向量分别为 p和 q，经图变换分别得到简单图
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Gp及Gq，若p  q，则平均度E[Deg(Gp )]>E[Deg(Gq )].

（2）根据随机图理论，若平均度为 0，则图的连通

分量个数最大，图的连通性最差；若平均度增加，则图

的连通分量个数减少，但图的连通性增加 . 特别地，当

图的平均度为N0 - 1时，其连通分量的个数为 1，此时图

是完全图 . 而对于非完全图而言，其连通分量个数必然

大于1［17，18］.
（3）对于同一随机序列，当顶点数一定时，样本数

的增加会将导致图连通性的增加；当样本数一定时，顶

点数的增加将导致图的连通性的减少 .
4　基于自相关函数图特征的频谱感知算法

4. 1　时域自相关函数的图域特性分析

对于观测信号 rϑ (n)，先进行去均值处理，得到零均

值的观测信号：

xϑ (n)= rϑ (n)- -
rϑ (n)0 £ n £N - 1 （15）

其中，
-
rϑ (n)为观测信号 rϑ (n)的均值，ϑ = 0代表H0 情形，

ϑ = 1代表H1情形 . 计算 xϑ (n)的自相关函数：

C ϑ
xx (m)=

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

∑
n = 0

N -m - 1

xϑ (n)xϑ (n +m) m ³ 0

C ϑ
xx (-m) m < 0                      

（16）

式（16）中，C ϑ
xx (m) 为 xϑ (n) 的自相关函数，且有

-(N - 1)£m £N - 1.
在H0情形下，观测信号为纯高斯白噪声，其自相关

函数为冲击函数，转换到图域后图中只有 1到 2个顶点

是连通的（如图 1（a）所示），其它均为孤立点，表明连通

分量较多，图的连通性较弱 . 在H1 情形下，观测信号是

调制信号和噪声的叠加，其自相关函数的包络呈现为

类似辛克函数、内部存在震荡的对称波形，其生成图中

大多数顶点是连通的，边数较多，连通性分量个数少，

图的连通性较强（如图 2（a）所示）. 因此，H0 和 H1 两种

情形下，观测信号自相关函数转换得到图的连通性有

较大差异 . 而产生这种差异的根本，在于两种情形下顶

点概率向量的随机性不同 . 由图 1（b）及图 2（b）可见，

两种不同假设下的顶点概率向量分布存在差异，H1 下

顶点概率向量比H0 下的更加均匀；从图 3中也可看出：

H0下的顶点概率向量 p的部分和大于H1情形下的顶点

概率向量 q的部分和，即有 q  p. 因此，根据定理 2，q对

应生成图的连通性大于 p对应的生成图；相应地，其连

通分量的个数也更多 . 简言之，通过自相关函数生成图

的连通分量个数特征来设计频谱感知算法是一个合理

的选择 .
4. 2　图的连通分量个数特征

由上文的分析可知：对于 H0 情形下观测信号的生

成图，因其中只有少数顶点是连通的，其他的顶点都是

孤点，故其连通分量的个数较多；而对于H1情形下观测

信号转换成的图中，多数顶点是连通的，只有少数的顶

点是孤点，故其连通分量的个数较少 . 因此，采用连通

分量个数特征作为检测统计量能够有效区分信号的

有无 .
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定理 3［19］ 对于一个仅有非负权重的无向简单图

G，其拉普拉斯矩阵零特征值的个数（或重数）与图G的

连通分量个数相等 .
证明 见文献［19］.
定理 3的意义在于：可将图的连通分量个数估计转

化对图拉普拉斯阵零特征值个数的检测 . 于是，本文提

出的频谱存在性检测的判决规则为

D =
ì
í
î

H0 if Nze ³ ηL

H1 else Nze <  ηL 
（17）

其中，D为判决结果，Nze为图拉普拉斯矩阵零特征值的

个数，ηL为判决门限 .
图4所示为两种情形下图拉普拉斯矩阵零特征值的

个数Nze在不同SNR下的对比示意图 . 仿真中，码元速率

为 2 kbaud，载波频率为 800 kHz，过采样因子为 50，样本

点数为 256点，量化级数为 10，SNR为−13 dB~−2 dB，每
种SNR下零特征值个数Nze都是1 000次仿真的均值 . 由

图可见：（1）H0 情形下图拉普拉斯矩阵零特征值个数的

均值一直稳定在 9，H1情形下图拉普拉斯矩阵零特征值

个数的均值都小于 9，且随 SNR 增大而减小；（2）随着

SNR的增大，两种情形下图拉普拉斯矩阵零特征值个数

差异也变大 . 上述仿真结果印证了前述的分析结论 .

综上所述，本文所提出的基于自相关函数图域变

换的频谱感知算法的步骤可归纳如下：

（1）对观测信号 r(n)做去均值处理，得到零均值的

观测信号 x(n)；

（2）计算 x(n)的自相关函数Cxx (m)；

（3） 将自相关函数 Cxx (m)转换为具有 N0 个顶点

的图G；

（4）计算反映图G的拉普拉斯矩阵零特征值的个

数 Nze，并与设定的门限 ηL 比较．若 Nze > ηL，则判为

H0，否则判为H1.
5　仿真与性能分析

5. 1　仿真条件

除非另有说明，仿真的条件为：H0情形下观测信号

为高斯白噪声，H1 情形下观测信号为受到高斯白噪声

污染的 BPSK 调制信号，样本点数 N = 256，码元速率

Rb = 2 kbaud，载波频率 fc = 800 kHz，过采样因子为 30，
采样频率 fs 为 6 MHz，化级数 N0 = 10，门限 η l = 8. 每种

条件下的仿真次数为 1 000次 . 仿真中使用两种指标来

衡量算法的统计性能，即检测概率和接收机工作曲

线［20］（Receiver Operating characteristic Curve，ROC）. 检

测概率用于考察算法在不同条件下的检测性能，而

ROC用于比较本算法与其他文献算法的性能 .
5. 2　SNR变化对性能的影响

图 5所示为不同 SNR条件下本文算法的检测概率

变化情况 . 由图可见，随着 SNR的增大，本算法的检测

概率也随之提高 . 其原因在于：如图 4 所示，在样本点

数一定时，随着 SNR 的增大，H0 情形下和 H1 情形下拉

普拉斯矩阵零特征值个数的之间距离在增大，从而更

有利于区分两种不同假设，从而提高了检测性能 .

5. 3　量化级数变化对性能的影响

图 6所示为不同量化级数条件下本文算法的检测

概率与 SNR的关系 . 如图所示，当 SNR较高时，量化级

数对本算法的检测概率基本没有影响；当 SNR较低时，

过大或过小的量化级数均不利于检测 . 其原因在于：样

本点数一定时，过少的量化级数会使两种假设下图的

连通分量个数都减少，难以有效检测信号；类似地，过

多的量化级会使两种情形下图的连通分量个数都增

加，从而导致算法的检测性能下降 .
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5. 4　性能对比与分析

本节将本文算法与现有的图域频谱感知算法（即

基于完全图检测的极差图法［12］，不分组法［8］及总边数

检测法［7］）与正态性检测法（基于 JBtest检测）［21］等从检

测性能与计算复杂度两个方面进行了性能仿真与对

比 . 为便于比较，仿真条件与文献［7］中的设置相同 .
（1）检测性能比较

图 7 所示为信道为 AWGN 时，不同 SNR 及样本点

数下，本文算法与其他四种现有算法的 ROC 对比示意

图（SNR=0 dB，N=100）. 由图可见，本文算法性能均优

于其他算法 . 原因在于：相对于已有基于完全图检测的

极差图法及总边数检测法，本算法选择时域信号的自

相关函数作为图转换器的输入，由于两种假设下观测

信号的自相关函数的形状存在很大差别，导致所生所

图的连通性也差别明显，且这种差别在低 SNR 时仍有

较好的鲁棒性，从而提高了算法的检测性能 . 相较而

言，现有三种基于完全图检测的图域频谱感知算法中，

不分组法与极差图法均以观测信号的功率谱作为输

入，当 SNR 变低时，两种假设下的功率谱差异变小，导

致其生成图均为完全图，难以检测 .

（2）计算复杂度比较

本节对算法复杂度分析的基本依据是，一次复数

乘法需要 6 次浮点运算，一次复加需要 2 次浮点运

算［22］. 对于三类图域检测方法，其主要计算复杂度主要

体现在图域变换前的预处理、图变换及之后的特征提

取环节中 . 表 1 所示为五种算法的计算复杂度阶数估

计及完成一次仿真所需的平均时间 . 表中每种算法的

运算时间均为 1 000次仿真后求平均所得，仿真条件与

图 7相同 . 极差图法需对功率谱进行分组处理，L表示

分组数；总边数法所需的高斯逆累积分布函数的计算

涉及到误差函数的计算，需计算无穷积分．其复杂度

相对较高，且难以显式表达，权记为 C1；正态性检验法

在计算 p值时，需要通过蒙特卡洛法进行确定，从仿真

过程来看，占据一定的运算时间 . 但其复杂度阶数不易

进行显式表达，权记为C2. 由表可见，在相同条件下，本

文算法的运算时间约为不分组方法的 2.5倍，约为极差

图法的 3.6 倍，约为正态性检测法的 45%，总边数检测

法的 70%. 综上，从检测性能与时间复杂度两方面看，

本算法的综合效能更佳 .

6　结束语

现有图域频谱感知算法主要基于完全图检测框

架，其性能在低信噪比时不佳 . 本文在分析随机序列图

域变换机理的基础上，提出了一种基于观测信号时域

自相关函数图域特征的频谱感知算法．仿真结果表

明：该算法在低 SNR 条件下的性能优于现有基于完全

图检测的频谱感知算法，且计算复杂度适中 . 本文算法

是建立在非完全图检测基础上，某种意义上突破了现

有图域频谱感知算法对完全图检测的依赖，对于拓展

图域算法的应用范围，构建高效率、高鲁棒性频谱感知

算法具有重要的参考价值 .
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