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基于磁势梯度与高斯过程的空间磁场构建方法

吴志东，唐　涛，王　鼎
（中国人民解放军战略支援部队信息工程大学信息系统工程学院，河南郑州４５０００１）

　　摘　要：　构建准确的空间磁场是实现地磁室内定位的基础，针对传统构建模型未考虑磁场分布规律，导致其构
建磁场精度差的问题，本文提出了基于磁势梯度与高斯过程的磁场构建方法．首先，将磁势梯度和磁场的关系中引入
高斯过程，并用平方指数核函数的空间梯度与地球磁场分布的方差和作为高斯过程核函数；然后，将带有约束的超参

数优化问题转换为无约束优化问题，并利用Ｒｐｒｏｐ算法优化超参数；最后，通过仿真分析了新方法相比于传统方法的
优势，讨论了超参数对构建精度的影响，并且使用三轴矢量磁传感器，分别在小区域较强磁场异常环境、开阔区域强磁

场异常环境和弱磁场异常环境中开展磁场构建实验，结果证明提出的方法能够用于真实环境下空间磁场的准确构建．
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１　引言
　　定位是位置服务、物联网和人工智能应用的核心

技术之一．由于室内无法正常接收 ＧＰＳ信号，使得室内
定位成为制约工业生产和社会生活的主要问题之

一［１］．当前主流的室内定位手段主要包括 ＷｉＦｉ［２］、
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ＲＦＩＤ［３］、ＵＷＢ［４］等基于射频无线电方法，以及惯性导航
器件（ＩＮＳ）［５］、地磁［６～８］等基于物理场测量方法．其中，
基于射频无线电方法受室内多径影响严重、在非可视

（ＮＬＯＳ）环境下定位误差大［９］，且需要安装外部装置，

成本高、工程实现难度大．地磁定位方法通过分辨室内
钢铁建筑结构引起的空间磁场异常进行定位．由于地
球磁场具有普遍存在性和对非铁磁性物体的可穿透性

特点，其定位性能不受多径、障碍物遮挡的影响，且无需

加装任何外置设备，成本低．
获取室内任意位置处的磁场是地磁室内定位的基

础，而精确测量每个位置的磁场需要巨大的工程量和

高昂的成本，通常利用有限位置处的磁场测量数据“构

建”任意位置处的磁场．常用的磁场构建方法包括：线
性或非线性插值法、基于非参数贝叶斯建模方法等．其
中，线性或非线性插值方法［１０］未考虑实际磁场分布的

物理特征，容易导致较大的拟合误差，通常采用非参数

建模方法．作为一种常用的非参贝叶斯方法，高斯过
程［１１］已被广泛用于其他手段室内定位信号指纹的构

建［１２，１３］．文献［１４］采用高斯过程构建空间磁场，但仅使
用了标准的平方指数核函数作为先验，未考虑磁场分

布的物理规律，难以准确拟合磁场．文献［１５］使用高斯
过程对室内磁场势函数进行建模，用高斯模型描述不

同空间位置之间势函数的统计关系．该方法首先利用
有限样点训练得到超参数，再预测空间其他位置处的

磁场，实验证明该方法可以得到较高预测精度．在文献
［１５］的基础上，文献［１６，１７］将高斯过程模型进行伪线
性化处理，并在希尔伯特空间对方差进行矩阵降秩以

降低计算复杂度，但该方法对核函数的正定性要求较

高易出现不稳定解，而磁场强度随距离三次方而衰减，

无需使用全部测量数据参与拟合，既模型方差矩阵的

维度不会太高．在文献［１７］磁场构建方法基础上，文献
［１８］利用提出了一种基于 ＲａｏＢｌａｃｋｗｅｌｌｉｓｅｄ粒子滤波
算法的“区域分割”式即时定位与地图构建方法，实现

室内三维高精度定位．
在前人研究的基础上，本文提出了基于磁势梯

度与高斯过程的空间磁场构建方法．首先将磁场与
磁势梯度关系引入高斯过程模型，使用平方指数协

方差函数的空间梯度与地磁分布方差和作为模型核

函数；根据模型似然函数的特点，将约束优化问题转

化为无约束优化问题，并使用 Ｒｐｒｏｐ优化算法对超
参数进行优化，通过仿真对比了传统构建方法的优

势，分析了不同超参数对算法性能的影响；最后，基

于 Ｍｔｉ３００传感器开展了不同室内环境条件的磁场
构建实验，验证了算法的性能．相比于文献［１５］所
提的传统方法，本文所提方法具有更高的磁场精度

和更小的拟合方差．

２　磁场模型

　　磁场是矢量场［１９，２０］，室内空间磁场是由地球磁场

和建筑物的钢铁结构、铁质家具等被磁化后感应的异

常磁场叠加而成．
对于空间任意点 ｘ处的磁场可以表示为 Ｈ（ｘ），Ｈ

表示磁场矢量（ＲＲ３→ＲＲ３），是三维位置坐标ｘ的函数．基
于麦克斯韦电磁学方程对铁磁性物体引起的磁异常原

理分析，可以得到：
!

×Ｈ＝０，既室内磁场为无旋场．无
旋场的一个重要特性是沿任意路径 Ｐ的积分只与起、
终点有关，而和具体路径无关，可表示为：

∫ＰＨ（ｘ）ｄｘ＝φ（Ａ）－φ（Ｂ） （１）

式（１）中，φ表示磁场的势函数（ＲＲ３→ＲＲ），Ａ、Ｂ分别为路
径Ｐ的起点、终点．将式（１）的积分形式写为微分形式
可以得到［２１，２２］：

Ｈ＝－
!φ （２）

从式（２）中可以看出，只需要对磁势函数（标量）进
行统计建模就可得到空间磁场Ｈ的统计模型．

３　联合磁势和高斯过程的磁场建模
　　将式（２）所描述的磁场和磁势的关系作为先验信
息，本节将使用高斯过程对空间磁场建模．
３１　高斯过程

高斯过程使用均值函数和方差函数定义，可表示为

ｆ（ｘ）～ＧＰ（μ（ｘ），ｋ（ｘ，ｘ′））
ｙｉ＝ｆ（ｘｉ）＋ε{

ｉ
（３）

式中，μ（ｘ）为均值函数（常记为０），ｋ（ｘ，ｘ′）为协方差
函数，εｉ～Ｎ（０，σ

２
ｎ）为服从高斯分布的观测噪声，方差

σ２ｎ表示不同空间位置处磁场扰动程度，ｉ＝１，２，…，ｎ．
由式（３）可看出，任意位置 ｘ处的观测值 ｆ（ｘ）服从
ｐ（ｆ（ｘ）｜Ｄ）＝Ｎ（ｆ（ｘ）｜Ｅ［ｆ（ｘ）］，Ｖ［ｆ（ｘ）］）形式
的条件高斯分布．关于训练样本 Ｄ的条件均值和方差
可以解析表示为

Ｅ［ｆ（ｘ）］＝ｋ
Ｔ
（Ｋ＋σ

２
ｎＩｎ）

－１ｙ

Ｖ［ｆ（ｘ）］＝ｋ（ｘ，ｘ）－ｋ
Ｔ
（Ｋ＋σ

２
ｎＩｎ）

－１ｋ{


（４）

式中，Ｋｉ，ｊ＝ｋ（ｘｉ，ｘｊ），ｋ是 ｎ维矢量，第 ｉ行的元素是
ｋ（ｘ，ｘｉ），ｙ是 ｎ个训练样本观测值，为 ｎ×１维的列
向量．
３２　磁场建模

传统磁场构建方法标量核函数直接扩展到矢量模

式，并写成下面对角阵的形式：

ｋＳＥ（ｘ，ｘ′）＝σ
２
ｆｅｘｐ －

‖ｘ－ｘ′‖２

２ｌ( )２ ·Ｉｎ０ （５）

式中，ｎ０表示输出数据维度，每个对角元素的超参数有
不同的超参数σ２ｆ和ｌ．但该模型没有考虑不同维度数据

５０３２
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之间的相关性（非对角线值为零），并未遵循式（２）所描
述的磁场分布规律．

根据式（２），将感应磁场 Ｈ看作磁势 φ（ｘ）关于空
间位置 ｘ的梯度，其中，磁势 φ：ＲＲ３→ＲＲ，空间位置 ｘ∈
ＲＲ３．将磁势φ（ｘ）建模为均值为零，方差为平方指数核
函数的高斯过程，既φ（ｘ）～ＧＰ（０，ｋＳＥ（ｘ，ｘ′））．则对应
的矢量磁场Ｈ可以建模为

ｆ（ｘ）～ＧＰ（０，σ２ｌｉｎＩ３＋ＫＨ（ｘ，ｘ′））
ｙｉ＝ｆ（ｘｉ）＋ε{

ｉ

（６）

式中，εｉ～Ｎ（０，σ
２
ｎＩ３），σ

２
ｌｉｎ表示地球磁场的分布方差，

ＫＨ是磁场分布的核函数，ＲＲ
３×ＲＲ３→ＲＲ３×３．该核函数的推

导是建立在ＫＨ（ｘ，ｘ′）＝Ｃｏｖ（Ｈ，Ｈ′）基础上，既

［ＫＨ（ｘ，ｘ′）］ｉｊ＝

ｘｉ

ｘ′ｊ
ｋＳＥ（ｘ，ｘ′），表示为

ＫＨ（ｘ，ｘ′）

＝
σ２ｆ
ｌ２
Ｉ３－
（ｘ－ｘ′）
ｌ

（ｘ－ｘ′）Ｔ[ ]ｌ ｅｘｐ －‖ｘ－ｘ′‖
２

２ｌ( )２

（７）
式中，σ２Ｈ＝σ

２
ｆ／ｌ

２为幅度因子，单位为μＴ．
由式（６）、（７）给出了基于磁场分布规律的改进高

斯过程模型，模型用磁势梯度核函数描述空间中变化

的磁场并考虑表示恒定地球磁场的影响．可将式（５）的
预测方程改写为

Ｅ［ｆ（ｘ）］＝ｋ
Ｔ
Ｋ

－１
ｙ ｙ

Ｖ［ｆ（ｘ）］＝ｋＨ（ｘ，ｘ）－ｋ
Ｔ
Ｋ

－１
ｙ ｋ{



（８）

式中，Ｋｙ＝ＫＨ＋ＩＮσ
２
ｎＩ３，ｙ是３Ｎ×１的观测向量，给

出了待构建位置ｘ处的磁场分布均值与方差．

４　超参数优化

４１　似然函数
模型中共计有四个待估计超参数：幅度因子（σ２ｆ）、

偏置磁场方差 （σ２ｌｉｎ）、尺度因子（ｌ）和噪声方差（σ
２
ｎ），

假设被估参数向量为 θ＝［σ２ｆ，σ
２
ｌｉｎ，ｌ，σ

２
ｎ］．基于训练样

本数据｛Ｄ｜ｘｉ，ｙｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ｝，本文通过最大化对数
似然分布ｌｏｇｐ（ｙ｜Ｘ，θ）估计超参数θ．

根据式（７）、（８）推论，似然函数 ｐ（ｙ｜Ｘ，θ）服从均
值为０，方差为Ｋｙ的高斯分布，对数解析形式可以表
示为

ｌｏｇｐ（ｙ｜Ｘ，θ）＝－１２ｙ
ＴＫ－１ｙ ｙ－

１
２ｌｏｇＫｙ －

３Ｎ
２ｌｏｇ（２π）

（９）
将式（９）对超参数θ求导得到

ｌｏｇｐ（ｙ｜Ｘ，θ）
θｊ

＝１２ｙ
ＴＫ－１ｙ

Ｋｙ
θｊ
Ｋ－１ｙ ｙ－

１
２ｔｒＫ

－１
ｙ

Ｋｙ
θ( )
ｊ

（１０）

式中，α＝Ｋ－１ｙ ｙ，可使用梯度优化算法对参数θ进行优化．
式（１０）是一个关于参数θ的带约束优化问题（参数θ均
大于或等于０）且满足一阶可导．为了简化问题，通过对
数变量替换法将其转化为非约束问题，既 β［ｌｏｇθ１，
ｌｏｇθ２，ｌｏｇθ３，ｌｏｇθ４］，β为替换后的变量．
４２　超参数优化

对比现有的梯度优化算法，本文使用 Ｒｐｒｏｐ算
法［２３］对式（１０）进行优化．Ｒｐｒｏｐ算法利用梯度符号自
适应调整迭代步长，迭代公式如式（１１）所示：

θｎ＋１ｉ ＝θｎｉ－ｓｉｇｎ
Ｊｎ

θ( )
ｉ
Δｎｉ，ｉ＝１，２，３；ｎ＝１，２，…，Ｎ （１１）

式中，Ｊ为目标函数，Δｎｉ为第 ｎ个时刻关于第 ｉ个参数
的迭代步长．相比传统梯度优化算法，该算法具有需调
整参数少、不依赖初值、不直接使用梯度值等优点．

算法１给出了基于改进高斯过程的磁场构建的处
理流程，首先，基于Ｒｐｒｏｐ算法，利用Ｎ点训练样本数据
估计超参数θ＝［σ２ｆ，σ

２
ｌｉｎ，ｌ，σ

２
ｎ］，然后，根据训练样本坐

标、待估计点坐标和超参数计算协方差矩阵，最后，根据

式（８）得到预测位置处的均值和方差．

算法１　基于改进高斯过程的磁场构建方法流程

输入：Ｄ＝｛（ｘｉ，ｙｉ）｝
Ｎ
ｉ＝１，ｘ，Ｍ

步骤１　使用式（１１）的Ｒｐｒｏｐ算法对式（１０）进行优化，得到超参数 θ
＝［σ２ｆ，σ

２
ｌｉｎ，ｌ，σ

２
ｎ］；

步骤２　根据式（７）计算协方差矩阵Ｋｙ；
步骤３　计算协方差矩阵ｋＨ（ｘ，ｘ），ｋ；
步骤４　根据式（８）得到预测位置处的均值 Ｅ［ｆ（ｘ）］和方差

Ｖ［ｆ（ｘ）］．

在磁场构建过程中，假设训练样本点数为 Ｎ、待预
测位置点数为Ｍ，优化迭代次数为 Ｋ，该方法运算量主
要由超参数优化和磁场重构两个步骤组成，其运算量

如算法２所示，可以看出，关于训练样本点和预测位置
点的协方差矩阵求逆占用的运算量（分别为（３Ｎ）３、
（３Ｍ）３）最大．

算法２　运算量分析

步骤　　　　运算量（乘法次数）
超参数优化　Ο（（（３Ｎ）３＋（３Ｎ）２／２）Ｋ）

磁场重构　　Ο １
２（（３Ｍ）

２＋（ＭＮ）＋（３Ｎ）２）＋（３Ｍ）( )３

５　仿真与实测实验

５１　仿真实验
仿真模型使用的超参数是 σ２ｆ＝１０，σ

２
ｌｉｎ＝１０，ｌ＝

０１，σ２ｎ＝００４，在ｘ∈［０，１２］，ｙ∈［０，１２］的二维平面

６０３２
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内产生等间隔训练样本点坐标 ｘ．基于数据 ｙ，使用
Ｒｐｒｏｐ算法优化超参数．Ｒｐｒｏｐ算法参数的初始值设置
分别为Δ０＝０１，η

＋ ＝１２，η－ ＝０５，Δｍｉｎ＝１０
－６，Δｍａｘ＝

２０，迭代１００次．仿真对比文献［１５］提出的基于式（７）
的传统三分量磁场独立建模方法的性能．

表１出了５０次蒙特卡洛实验后两种方法构建磁场
的期望与测量值之间的均方根误差，可以看出，相比传

统方法，提出方法的构建误差降低了２～３倍．
表１　传统方法与提出方法的均方根误差

Ｘ分量磁场 Ｙ分量磁场 Ｚ分量磁场

传统方法 ４３０６３ ５０２１２ ４２

提出方法 ２７８３１ ２４ １５２６

　　图１（ａ）给出了传统方法与提出方法各分量预测方
差对比，可以看出，提出方法的各分量的预测方差明显

小于传统方法的预测方差，图１（ｂ）是对仿真数据的拟
合对比，可以看出提出算法具有更高的可信区间．

下面通过仿真对比分析不同参数对构建结果的影

响．图２（ａ）给出了在其他超参数估计准确条件下，本文

７０３２
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提出算法构建的 Ｘ分量磁场均值与真实测量值的
ＲＭＳＥ（５０次蒙特卡洛实验），及其构建方差随尺度因子
ｌ的变化曲线．可以看出，当 ｌ的估计值偏小时，均值较
好的拟合观测值但方差较大，反之，若ｌ的估计值偏大，
均值偏离真实较大但方差较小．图２（ｂ）～２（ｄ）给出的
是其他超参数估计准确条件下，分别改变σｎ、σｆ、σｌｉｎ后，
构建均值与真实测量值的ＲＭＳＥ和方差变化曲线，对比
看出ｌ对构建精度的影响最大．从图２（ａ）～（ｄ）中预测
磁场ＲＭＳＥ可以看出，算法磁场估计误差小于４５ｍＯｅ，
方差不大于０８ｍＯｅ（１ｍＯｅ＝０１ｕＴ）．
５２　实测实验

下面将通过磁场测量实验验证本文提出算法对不

同磁场环境的构建性能．实验使用了 ＸＳＥＮＳ公司的
ＭＴｉ３００传感器，内置的正交磁传感器具有较高灵敏
度、较好的三轴正交性和灵敏度一致性．

基于钢筋混凝土的建筑结构多样，导致不同的室

内磁场分布特点，如大型商场、超市、各种机械设备密集

的医院、实验室等．本文从不同空间尺度和不同室内结
构对室内磁场分布影响出发，将选择小区域较强磁场

异常、开阔区域强磁场异常和弱磁场异常等作为典型

的室内磁场环境进行重构，以验证算法性能、分析构建

条件．
（１）小区域较强磁场异常环境构建实验
构建区域和实际环境如图 ３所示，构建区域为

７５ｃｍ×２５ｃｍ的矩形，采样间隔在横轴方向为２５ｃｍ，纵
轴方向为５ｃｍ．为增加磁场异常，在区域周边放置了多
个铁质物体，如图３所示，图中红色为 Ｍｔｉ３００传感器，
银色立方体形状物体为铁质物体．

将１８６个测量点数据作为训练样本带入表１，优化
得到表２所示的超参数．可以看出，尺度因子 ｌ小于
０１，说明在一定距离上磁场之间的都有较强的相关性．

表２　实验超参数估计结果

参数 σｆ ｌ σｎ σｌｉｎ

Ｒｏｒｏｐ法 ００２０７ ００９１９ ０００８４ ０３２０７

　　将表２得到的超参数带入算法１所示的磁场构建

流程，构建区域空间磁场．图４给出的是构建区域内某
条轨迹上的磁场测量值和构建磁场均值及其方差和传

统方法的对比结果，可以看出：一方面，在训练样本区间

内，传统方法构建均值与测量值的拟合方差较大，且存

在过度拟合情况；另一方面，在训练样本区间外

（［－０１，０），（０７５，０８５］ｍ），因缺少观测值修正，导
致模型后验高斯分布难以准确估计，数据预测方差较

大数据可信度低．

图５～７分别给出了构建区域内 Ｘ分量、Ｙ分量、Ｚ
分量的磁场构建图，图中不同颜色表示不同的磁场强

度，颜色越亮表示强度越大，颜色集中的区域表示存在

较强的异常磁场．从图中能够看出，三分量磁场随空间
位置分布具有较强的差异性（颜色差别较大），为室内

定位提供准确的“指纹”．

（２）强磁场异常环境构建实验
当对磁场随空间位置剧烈变化的室内环境，如仪

器实验室或机械工厂等，进行磁场构建时，需要考虑训
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练数据的空间采样间隔对构建精度和置信度的影响．
下面在一个布设复杂铁磁仪器设备的实验室进行，如

图８所示，地板下铺设钢铁支撑，操作台、仪器设备等均
为钢铁结构．磁场测量区域覆盖了一个堆满设备仪器
的操作台，１２ｍ处的采样线处于操作台的正下方．　

根据式（２）可知，磁场随空间连续分布，即相邻磁
场应具有较强相关性．表３给出了超参数优化结果，可
以看出，尺度因子ｌ大于３０，既相邻点磁场相关系数的
相关性较弱（衰减超过９倍）．

图９给出了某条预测轨迹上的 Ｘ分量测量值和构

建磁场均值及方差分布对比结果，可以看出，构建磁场

数据的均值未能拟合真实的磁场分布．其原因是环境
磁场随空间位置变化较快，如图中蓝色线所示，而训练

样本的采样间隔较大，无法满足准确磁场建模的需求．
表３　实验超参数估计结果

参数 σｆ ｌ σｎ σｌｉｎ

Ｒｏｒｏｐ法 ０４７３２ ３０９０１ ０６４０８ ０５０５７

　　当将采样点间隔减小到５ｃｍ×５ｃｍ时，超参数优化
结果如表４所示，尺度因子 ｌ为００４９３，与实际环境磁
场随空间连续分布的规律相符．图１０给出了构建区域
某条轨迹的对比结果，可以看出：（１）相比传统方法，论
文提出方法的估计方差更小；（２）相比图１０，当前构建
均值能够准确的拟合测量磁场，且方差较小，其代价是

增加了４２倍的采样点数，极大的增加了工程任务量．
表４　实验超参数估计结果

参数 σｆ ｌ σｎ σｌｉｎ

Ｒｏｒｏｐ法 ００４０２ ００４９３ ０１０３１ ０３５８２

　　（３）开阔区域弱磁场异常环境构建实验
构建区域为１８ｍ×４２ｍ的矩形区域，采样间隔为

０２ｍ×０３ｍ，在ＸＹ水平面内采样并构建磁场．实验场
地如图１１所示，区域尽头是一扇铁门，中间放置了两把
铁质椅子用以标定结果．超参数优化结果如表５所示，
与实验１相比，尺度因子增大到０４左右，说明当磁场
异常变弱后相邻位置之间的磁场相关性随即减小．

表５　实验超参数优化结果

参数 σｆ ｌ σｎ σｌｉｎ

Ｒｏｒｏｐ法 ００４８６ ０３９７４ ００７４０ ０５４０８

　　图１２给出了某条预测轨迹上的测量值和构建磁场
均值及方差分布对比结果，论文提出方法预测的方差

小于传统方法，具有更高可信度．图１２中，在磁场变化

９０３２
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较大的位置，如１８～２ｍ、２７～３ｍ处，的预测方差小于
较小磁场变化的区域，如０５～１５ｍ、３～３５ｍ处，既磁
场构建精度与磁场、空间位置的关系有关．

图１３～１５给出了区域构建的三分量磁场分布图，
可以看出，在（４２，０４）ｍ位置附近三分量磁场同时存
在不同程度的磁场异常，与铁门位置一致；在图１３所示

的 Ｘ分量磁图分布图中，分别在（２３，０７）ｍ和（３，
０８）ｍ位置处出现了磁场异常，与实验区域内放置的
两把铁质椅子位置一致，进一步证明该算法能够准确

构建出环境磁场．
通过与实验１构建的磁图对比发现，实验区域内磁

场随位置变化较小，磁图中存在大范围的近乎“平坦”

区域，地磁“指纹”特征不明显，不利于基于“指纹”的地

磁室内定位．通常需要联合其他手段如 ＷｉＦｉ、惯导等，

０１３２
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以增加位置的可辨识性．

６　结论
　　针对传统磁场重构方法未考虑磁场分布规律而导
致预测精度差的问题，本文提出了基于磁势梯度与高

斯过程的磁场构建方法．基于麦克斯韦方程，本文将磁
势梯度和磁场关系引入高斯过程，通过使用平方指数

核函数的空间梯度作为高斯核函数，并采用Ｒｐｒｏｐ算法
优化超参数．仿真实验结果表明，由于引入磁势函数梯
度，提出的磁场构建方法能够遵循磁场分布规律，提高

了估计精度；超参数中的尺度因子 ｌ对构建精度的影响
最大，符合高斯过程模型特点．三种不同室内场景实测
实验结果表明，本文提出的方法具有较高的精度和较

强的环境适应性；表１～４所示的超参数估计结果表明，
当尺度因子ｌ小于１时会准确构建磁场；实测实验２说
明，当构建复杂室内环境磁场时，需要较大数据训练样

本以保证超参数的估计精度；通过对开阔区域的室内

环境构建发现，缺少铁质家具的扰动，“磁场”随空间分

布的差异性较小，不利于基于地磁“指纹”的室内定位．
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