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　　摘　要：　为解决波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计方法在阵元失效条件下性能下降甚至失效的问题，本
文提出一种基于Ｔｏｅｐｌｉｔｚ协方差矩阵重构的ＤＯＡ估计方法．首先，提出了一种失效阵元检测方法，并根据阵列的鲁棒
性将失效阵元分为冗余阵元失效和非冗余阵元失效两种情况．然后，分别针对两种失效场景提出相应ＤＯＡ估计方法：
一是冗余阵元失效，利用阵列冗余度，结合差联合阵列对失效阵元进行填充；二是非冗余阵元失效，利用阵列冗余度进

行填充后仍存在空洞，结合矩阵填充理论，用迹范数代替秩范数进行凸松弛以恢复协方差矩阵，进而实现对虚拟阵元

空洞的填充，恢复阵列自由度．相对于稀疏类算法，有效消除了模型失配的影响．最后，基于子空间方法进行 ＤＯＡ估
计．理论和仿真结果表明，相对于现有方法，本文方法有效避免了阵元失效的影响，提高了估计精度．
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１　引言
　　波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）是阵列信号处
理领域的核心研究内容之一．目前各类 ＤＯＡ估计算法
一般都建立在阵元没有失效的情况下，特别是一些算

法对于阵元位置分布有很高要求［１～３］．近期，文献［４，５］
对阵列的鲁棒性展开了研究，研究表明，这类算法的特

性易收到阵列故障的影响，一旦阵元失效，自由度急剧

下降甚至测向失效．文献［４，５］引入 ｋ必要阵元和 ｋ必
要阵列族来对失效阵元进行分类，但是当ｋ取不同值时
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情况相对复杂．本文将失效情况分为冗余阵元失效和
非冗余阵元失效．

对于阵元失效条件下的 ＤＯＡ估计问题，文献［６］
提出了一种基于神经网络的阵元失效 ＤＯＡ估计方法，
通过训练数据模型来恢复缺失数据，但此方法过于依

赖先验知识．文献［７］提出了阵元失效检测方法，运用
迭代求解，但在矩阵病态时收敛速度较慢．文献［８］通
过仅重新优化未失效阵元的幅度激励来恢复阵列的波

束，但是该方法仅改变未失效阵元的权系数，并不能恢

复阵列的自由度．文献［９］提出了一种基于差分阵列的
数据协方差矩阵重构方法，但该方法仅适用于特定位

置的阵元失效场景．文献［１０］利用差联合阵虚拟阵元
代替损坏阵元，但该方法仅解决了冗余阵元失效情况

的恢复问题，对于非冗余阵元失效情况并不适用．
针对上述问题，本文提出了一种阵元失效检测方

法，并将失效情况分为两类．若冗余阵元失效，基于差联
合阵列对失效阵元进行填充，利用连续的差联合阵虚

拟阵元结合ＭＵＳＩＣ算法进行ＤＯＡ估计，即差联合 ＭＵ
ＳＩＣ方法（ＣＯＭＵＳＩＣ）．若非冗余阵元失效，差联合阵的
虚拟阵元存在空洞［１１，１２］，这影响了 ＣＯＭＵＳＩＣ的适用
性，虽然也有其它稀疏类方法可以适用于非冗余阵元

失效场景，如文献［１３］中的 ＣＯＬＡＳＳＯ方法，但是该类
方法计算量大，另外需要对连续角度域进行离散化处

理，存在模型失配问题．针对非冗余阵元失效，本文引入
映射矩阵，结合矩阵填充理论［１４～１６］，用迹范数代替秩范

数进行凸松弛实现 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ协方差矩阵重构，进而完成
虚拟阵元空洞的填充，恢复阵列自由度．相对于稀疏类
算法，有效消除了模型失配的影响．另外，本文方法对于
冗余阵元失效同样适用，在利用阵列冗余度填充失效

阵元位置后，进一步使用协方差矩阵重构，虽没有增加

虚拟阵元数目，但在重构过程中消除了部分噪声的影

响，进而较ＣＯＭＵＳＩＣ具有更高的估计精度．

２　阵元失效诊断及分类
　　以阵元数为Ｎ的均匀线阵为例，间距 ｄ＝λ／２，λ是
信号波长．假设有Ｋ个相互独立的远场窄带信号，其到
达角为：θ＝［θ１，θ２，…，θＫ］，则阵列输出数据可表示为：

Ｘ（ｔ）＝ＡＳ（ｔ）＋Ｎ（ｔ） （１）
其中Ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘＮ（ｔ）］

Ｔ为阵列的输出

数据，Ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ），…，ｓＫ（ｔ）］
Ｔ为 Ｋ个入射信

号，Ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ），ｎ２（ｔ），…，ｎＮ（ｔ）］
Ｔ为高斯白噪声，

Ａ＝［ａ（θ１），ａ（θ２），…，ａ（θＫ）］为流型矩阵，ａ（θｋ）＝

［１，ｅ－ｊ
２πｄ
λｓｉｎθｋ，…，ｅ－ｊ

２（Ｎ－１）πｄ
λ ｓｉｎθｋ］Ｔ为导向矢量．

输出数据的协方差矩阵为：

　　　Ｒ＝Ｅ｛Ｘ（ｔ）Ｘ（ｔ）Ｈ｝

＝Ａ

σ２１
σ２２


σ２











Ｋ

ＡＨ＋σ２ｎＩ （２）

其中σ２ｋ为第ｋ个入射信号的功率，σ
２
ｎ为背景噪声功率．

阵元失效，即认为不能从失效阵元获取任何有用信

息．设第ｉ个阵元失效，则将流型矩阵Ａ第ｉ行元素置换为
０，Ｒ的第ｉ行元素和第ｉ列元素除Ｒ（ｉ，ｉ）以外全部为０

假设第２个阵元失效，则Ａ的第２行为０，即：

Ａ＝

１ １ １ … １
０ ０ ０ … ０
ｅｊ２θ１ ｅｊ２θ２ ｅｊ２θ３ … ｅｊ２θＫ

    

ｅｊ（Ｎ－１）θ１ ｅｊ（Ｎ－１）θ２ ｅｊ（Ｎ－１）θ３ … ｅｊ（Ｎ－１）θ













Ｋ

（３）

根据式（２）可得协方差矩阵：
Ｒ＝

∑
ｐ

ｋ＝１
σ２ｋ＋σ

２
ｎ ０ ∑

ｐ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

－ｊ２θｋ … ∑
ｐ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

－ｊ（Ｎ－１）θｋ

０ σ２ｎ ０ … ０

∑
ｐ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

ｊ２θｋ ０ ∑
ｐ

ｋ＝１
σ２ｋ＋σ

２
ｎ … σ２ｋｅ

－ｊ（Ｎ－３）θｋ

    

∑
ｐ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

ｊ（Ｎ－１）θｋ ０ ∑
ｐ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

ｊ（Ｎ－３）θｋ … ∑
ｐ

ｋ＝１
σ２ｋ＋σ

２





















ｎ

（４）
由式（４）可以看出，理想情况下，只需判断 Ｒ是否

存在唯一非０值的行和列，即可确定有无阵元失效及失
效位置．但实际情况中，采样噪声并非理想的高斯白噪
声，噪声协方差矩阵并非对角阵，且信号和噪声很难完

全不相关，即使存在失效阵元，协方差矩阵中不会出现

大量的０，而是均为非０值．因而需要设计算法来检测
失效阵元及其位置．

阵元失效情况下，实际协方差矩阵 Ｒ^与理想协方
差矩阵Ｒ相比，^Ｒ中０值位置被信号与噪声互相关项和
噪声互相关项替代，其所在行绝对值之和明显小于其

它未失效阵元对应的行绝对值之和的均值，列也是一

样．因此可以通过下式对阵元是否失效进行判断：

ｒ（ｉ，：）≤α１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｒ（ｉ，：）

ｒ（：，ｊ）≤α１Ｎ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｒ（：，ｊ{ ）

（５）

其中 ｒ（ｉ，：）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｒ^（ｉ，ｊ）为 Ｒ^各行绝对值之和，

ｒ（：，ｊ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｒ^（ｉ，ｊ）为 Ｒ^各列绝对值之和，α为检测
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门限因子，经验取值为α＝０５当ｒ（ｉ，：）和ｒ（：，ｊ）同时
满足式（５），且ｉ＝ｊ，则第ｉ个阵元失效．

为了对失效情况进行分类，这里首先给出差联合

阵概念，定义如下集合：

Ｄ＝｛ｄｎ－ｄｎ′｝，ｄｎ，ｄｎ′∈Ｃ （６）
其中，Ｃ为阵列各个阵元位置构成的集合，ｄｎ，ｄｎ′为不同
阵元的位置，Ｄ为各阵元位置之差构成的集合．Ｄ中存
在相同的元素，定义集合中所有不相同位置差构成的

集合为Ｄｕ，集合 Ｄｕ中的位置差 ｄｕ在集合 Ｄ中出现的
次数定义为权重系数ωｄ（ｄｕ）．

已知失效阵元位置，对未失效阵元位置运用式（６）
得到集合Ｄ，再去除相同位置差得到集合 Ｄｕ，最终得到
阵元失效情况下的连续虚拟阵元个数Ｑ．完好均匀线阵
的连续虚拟阵元个数为２Ｎ－１如果 Ｑ＝２Ｎ－１，判断
为冗余阵元失效，否则为非冗余阵元失效．

为了简化讨论，文中假设：若失效阵元在阵列两端

的位置，可恢复的最大自由度为除去端点阵元后余下

阵元的最大自由度，不再对失效阵元在端点的情况展

开分析．以１０阵元均匀线阵为例，图１是不同失效场景
下物理阵元位置和差联合阵虚拟阵元位置，物理阵元

用实心圆表示，虚拟阵元用空心圆表示，失效阵元和虚

拟阵元空洞用叉号表示．

图１中，（ａ）是没有阵元失效的场景，（ｂ）、（ｄ）是冗
余阵元失效场景，（ｃ）、（ｅ）是非冗余阵元失效场景，可
以看出，冗余阵元失效不会改变差联合阵．而非冗余阵
元失效，差联合阵的虚拟阵元出现空洞．

３　不同阵元失效情况下的ＤＯＡ估计方法

３１　冗余阵元失效
以阵元数为 Ｎ的均匀线阵为例，输出信号的协方

差矩阵为：

Ｒ＝

∑
Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋ ∑

Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

－ｊＧ … ∑
Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

－ｊＰ

∑
Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

ｊＧ ∑
Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋ … ∑

Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

－ｊＱ

   

∑
Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

ｊＰ ∑
Ｋ

ｋ＝１
σ２ｋｅ

ｊＱ … ∑
Ｋ

ｋ＝１
σ２



















ｋ

＋σ２ｎＩ

＝

Ｒ（０） Ｒ（－１） … Ｒ（－（Ｎ－１））
Ｒ（１） Ｒ（０） … Ｒ（－（Ｎ－２））
   

Ｒ（Ｎ－１） Ｒ（Ｎ－２） … Ｒ（０











）

＋σ２ｎＩ

（７）
其中Ｇ＝πｓｉｎθｋ；Ｐ＝π（Ｎ－１）ｓｉｎθｋ；Ｑ＝π（Ｎ－２）ｓｉｎθｋ；
｛Ｒ（ｄｕ）ｄｕ＝－（Ｎ－１）ｄ，…，（Ｎ－１）ｄ｝表示不同的波
程差．

根据式（６）的定义，可以得到差联合阵各虚拟阵元
位置表示为：

Ｄｕ＝｛－（Ｎ－１）ｄ，…，（Ｎ－１）ｄ｝ （８）
由式（７）和式（８）可知，差联合阵列表示了该阵列

所有阵元位置之差，各阵元位置差与协方差矩阵得到

的波程差存在对应关系．
考虑到实际应用中信噪比和快拍数对输出数据协

方差矩阵影响，同一波程差对应的各个协方差矩阵元

素不完全相等，因此进行平均运算：

Ｒ^（ｄｕ）＝
１

ωｄ（ｄｕ）∑
ωｄ（ｄｕ）

ｉ＝１
Ｒｉ（ｄｕ） （９）

其中Ｒｉ（ｄｕ）表示同一波程差对应的第 ｉ个协方差矩阵
元素．

假设存在阵元失效，未失效阵元数为Ｎ１，此时输出
数据的协方差矩阵Ｒ是Ｎ１×Ｎ１的矩阵．通过差联合运
算，可以得到连续虚拟阵元个数为 Ｑ，根据波程差与差
联合阵列一一对应的特性，对协方差矩阵 Ｒ进行扩展

构成维数为
Ｑ＋１
２ ×Ｑ＋１２ 的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵ＲＴ，其元素为：

ＲＴ（ｉ，ｊ）＝Ｒ^（（ｉ－ｊ）ｄ） （１０）
对于冗余阵元失效，Ｑ＝２Ｎ－１，则 ＲＴ维数为 Ｎ×

Ｎ，结合ＭＵＳＩＣ算法进行ＤＯＡ估计．
３２　非冗余阵元失效

假设存在非冗余阵元失效，未失效的阵元数目为

Ｎ２，此时输出数据的协方差矩阵 Ｒ是 Ｎ２×Ｎ２矩阵．
为了恢复自由度，将协方差矩阵 Ｒ进行扩展构成一个
Ｎ×Ｎ的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵ＲＴ：

ＲＴ（ｉ，ｊ）＝
Ｒ^（ｄｕ）， ｉｆ　（ｉ－ｊ）ｄ＝ｄｕ
０，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１１）

与冗余阵元失效不同，非冗余阵元失效得到的 Ｄｕ
中元素不是连续的，存在空洞，得到的 ＲＴ某些位置元
素为零．如果能将零元素的位置进行有效填充，则能得
到一个扩展孔径的虚拟线阵．

实际应用中，用 Ｌ快拍的采样协方差矩阵对 Ｒ进
行等效：

Ｒ^＝１Ｌ∑
Ｌ

ｌ＝１
Ｘ（ｔｌ）Ｘ

Ｈ（ｔｌ） （１２）

因此，ＲＴ的等效值 Ｒ^Ｔ可以由 Ｒ^扩展得到．由于信号是
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稀疏的，因此 Ｒ^Ｔ是低秩的，基于低秩矩阵恢复理论可
以对其中的零元素进行填充，从而求解对 Ｒ^Ｔ进行填充
后得到的协方差矩阵 Ｒｃ．我们通过研究有限快拍下 Ｒｃ
和采样协方差矩阵 Ｒ^Ｔ之间误差的二阶统计特性来实
现Ｒｃ和 Ｒ^Ｔ之间的拟合．利用如下矩阵恢复模型：

ｍｉｎｒａｎｋ（Ｒｃ），ｓ．ｔ．‖Ｒ^
－
１
２

Ｔ （^ＲＴ－Ｒｃ）^Ｒ
－
１
２

Ｔ ‖
２
Ｆ≤η，Ｒｃ≥０

（１３）
其中Ｒｃ表示重构后的目标矩阵，η表示设定的阈值，但
是选取合适η值比较困难．式（１３）优化模型可以进一
步转化为：

ｍｉｎｒａｎｋ（Ｒｃ），ｓ．ｔ．‖Ｗ^
－
１
２ｖｅｃ（^ＲＴ－Ｒｃ）‖

２
２≤η，Ｒｃ≥０

（１４）

其中 Ｗ^＝１ＬＲ^
Ｔ
ＴＲ^Ｔ．由于 Ｒ^Ｔ中的零值元素不提供任何

有用信息，我们引入映射矩阵Ｐ：

ｍｉｎｒａｎｋ（Ｒｃ），ｓ．ｔ．‖Ｗ^
－
１
２ｖｅｃ（Ｐ·（^ＲＴ－Ｒｃ））‖

２
２≤η，Ｒｃ≥０

（１５）
其中Ｐ是映射矩阵，具体表示为：

Ｐ（ｉ，ｊ）＝
１， ｉｆ　ｉ－ｊ＝ｄｕ
０，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１６）

引入Ｐ后，消除（^ＲＴ－Ｒｃ）的运算结果中原本零值位置
对估计结果的影响．

直接求解式（１５）的矩阵秩最小化问题是 ＮＰｈａｒｄ
问题．为了避免非凸性，利用半正定矩阵的迹范数对秩
范数进行凸松弛．即用 ｔｒ（Ｒｃ）代替 ｒａｎｋ（Ｒｃ）．ｔｒ（Ｒｃ）表
示目标矩阵Ｒｃ的迹．则式（１５）的进一步表示为：

ｍｉｎｔｒ（Ｒｃ），ｓ．ｔ．‖Ｗ^
－
１
２ｖｅｃ（Ｐ·（^ＲＴ－Ｒｃ））‖

２
２≤η，Ｒｃ≥０

（１７）
由文献［１７］可知，估计误差 Ｅ＝Ｒ^Ｔ－Ｒｃ满足渐进

正态分布：

ｖｅｃ（Ｅ）～ＡｓＮ（０，Ｗ） （１８）

其中Ｗ＝１ＬＲ
Ｔ
ＴＲＴ，Ｗ可以通过 Ｗ^＝

１
ＬＲ^

Ｔ
Ｔ Ｒ^Ｔ近

似估计．
由式（１８）可以推出：

Ｗ－
１
２ｖｅｃ（Ｅ）～ＡｓＮ（０，ＩＮ２） （１９）

则

‖Ｗ－
１
２ｖｅｃ（Ｅ）‖２

２～Ａｓχ
２（Ｎ２） （２０）

其中Ａｓχ２（Ｎ２）表示自由度为Ｎ２的渐近卡方分布．这里
引入参数μ：

‖Ｗ－
１
２ｖｅｃ（Ｅ）‖２

２≤μ
２ （２１）

其中μ使得真解落入置信区间［０，μ］的概率为 ρ，ρ一
般选取较大值，如ρ＝０９９．μ可以通过Ｍａｔｌａｂ软件中求

解卡方分布置信区间的函数μ＝ ｃｈｉ２ｉｎｖ（ρ，Ｎ２槡 ）计算．
用式（２１）代替式（１７）的约束条件，转而求解下式

优化问题：

ｍｉｎｔｒ（Ｒｃ），ｓ．ｔ．‖Ｗ
－
１
２ｖｅｃ（Ｐ·（^ＲＴ－Ｒｃ））‖

２
２≤μ

２，Ｒｃ≥０
（２２）

这个约束最小化问题可以通过优化工具箱解决，

如ＣＶＸ．在获得 Ｒｃ后，使用 ｒｏｏｔＭＵＳＩＣ算法进行 ＤＯＡ
估计．

４　仿真实验

　　本节使用 ＣＯＭＵＳＩＣ方法、ＣＯＬａｓｓｏ方法［１３］及本

文方法，对超定和欠定两种情况进行仿真．选用阵元数
目为１０的均匀阵列，以３信源和８信源为例．设３信源
的 ＤＯＡ为［－３３４３°，－１０１９°，１１５７°］；８信源的
ＤＯＡ为［－６５°，－５０３４°，－３３４３°，－１０２５°，１１６５°，
３０４６°，４９°，６５２４°］．设置 ＣＯＭＵＳＩＣ方法的角度搜索
间隔为 ０１°，ＣＯＬａｓｓｏ方法的完备字典间隔设置
为０１°．
４１　可行性分析

冗余阵元失效，以图１（ｄ）失效第２，４，５，７，８阵元
为例．对 ３信源和 ８信源情况进行仿真实验，信噪比
ＳＮＲ＝－５ｄＢ，快拍数Ｌ＝１０２４实验结果如图２所示．

由图２可得：冗余阵元失效，对３信源测向，３种方
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法均能得到较好的估计效果．对８信源测向，ＣＯＭＵＳＩＣ
估计误差过大，ＣＯＬａｓｓｏ仅能实现部分信源的 ＤＯＡ估
计，而本文方法可以实现对全部信源的测向．

非冗余阵元失效，以图１（ｅ）失效第３，４，５，８，９阵
元为例．实验结果如图３所示．

由图３可得：非冗余阵元失效，对３信源测向，ＣＯ
ＭＵＳＩＣ完全失效，ＣＯＬａｓｓｏ及本文方法均能得到较好
的估计效果；对８信源测向，ＣＯＭＵＳＩＣ完全失效，ＣＯ
Ｌａｓｓｏ仅能实现部分信源的ＤＯＡ估计，而本文方法可以
对全部信源进行测向．
４２　估计精度分析

对实验１中冗余阵元失效和非冗余阵元失效两种
情况进行仿真实验，比较信噪比变化对角度均方根误

差的影响，快拍数Ｌ＝１０２４，对３种方法分别进行３００次
蒙特卡洛实验．图４为冗余阵元失效．图５为非冗余阵
元失效．

由图４（ａ）可得：冗余阵元失效，３信源时，３种方法
均能获得较好的估计精度，且本文方法估计精度最高．
由图４（ｂ）可知，８信源时，ＣＯＭＵＳＩＣ误差过大，ＣＯＬａｓ
ｓｏ和本文方法均能获得较高的估计精度，本文方法在
低信噪比情况下优势更加明显．

由图５（ａ）可得：非冗余阵元失效，３信源时，ＣＯ
ＭＵＳＩＣ完全失效，ＣＯＬａｓｓｏ和本文方法均能获得较好
的估计精度，且本文方法精度更高．由图 ５（ｂ）可知，

８信源时，ＣＯＭＵＳＩＣ完全失效，本文方法较 ＣＯＬａｓｓｏ
具有明显优势．
４３　运算时间比较

实验仿真环境为 ＭＡＴＬＡＢ２０１４ａ平台，ＩｎｔｅｌＸｅｏｎ
Ｅ３四核处理器，ＣＰＵ主频３３ＧＨｚ，内存容量１６ＧＢ．其
他实验条件与实验１中非冗余阵元失效情况下相同．图
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６为不同信源数目条件下３种估计方法的运算时间．
由图６可以得出结论：本文方法所需的运算时间明

显少于ＣＯＬａｓｓｏ，而 ＣＯＭＵＳＩＣ运算时间最短．
综合估计精度分析可以得出：冗余阵元失效，超定

情况下，三种方法均有较好的估计精度，对精度要求不

高时可使用运算速度最快的 ＣＯＭＵＳＩＣ；欠定情况下，
ＣＯＭＵＳＩＣ误差过大，而本文方法在估计精度和运算时
间上均优于ＣＯＬａｓｓｏ，因而选用本文方法．非冗余阵元
失效，ＣＯＭＵＳＩＣ完全失效，而 ＣＯＬａｓｓｏ性能明显下降
且运算速度较慢，本文方法获得较高估计精度的同时

兼有较快的运算速度，此时选用本文方法．

５　结论
　　考虑到目前ＤＯＡ估计算法一般都建立在阵列完好
情况下，一旦出现阵元失效，许多算法性能急剧下降甚

至测向失效．本文提出一种基于 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ协方差矩阵重
构的ＤＯＡ估计方法．首先对失效阵元检测，然后将失效
阵元分为两类．当冗余阵元失效，利用阵列冗余度对协
方差矩阵中缺失的数据进行恢复；当非冗余阵元失效，

将阵列协方差矩阵进行扩展得到一个数据缺失的高维

阵，根据其 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ性质构造一个低秩矩阵重构问题，
引入投影映射矩阵，用迹范数代替秩范数进行凸松弛，

实现对缺失元素的恢复．本文方法有效避免了阵元失
效带来的自由度下降的影响，提高了估计精度．
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