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基于部分平行 ＡＤＭＭ求解谱寻求问题的
时频分析

胡园园，罗　倩，段中钰，王嘉浩
（北京信息科技大学信息与通信工程学院，北京 １０００２０）

　　摘　要：　经典的非参数谱分析方法使用滑动窗口来捕捉大多数时间序列的频谱特性，然而这种方法不能很好地
应用在时间序列的时频谱是时间连续的信号上．对于一些其时频谱满足时间连续频率稀疏的非平稳信号，提出了一种
利用部分平行交替方向乘子法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）求解谱寻求问题用于此类信号的时
频分析方法．对一段加噪声的仿真信号和一段ＥＥＧ（脑电）信号使用提出的方法进行时频分析．仿真结果表明：与短时
傅里叶的分析方法相比，提出的方法不仅提高了时频谱的频率分辨率和时间分辨率，还有效抑制了噪声．最后从
ＡＤＭＭ算法停止准则的角度说明了算法的收敛．
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１　引言
　　非参数时频分析方法广泛应用于分析现实中的非平
稳信号，傅里叶变换，小波变换，以及 Ｇａｂｏｒ变换等经典
的非参数时频分析方法采用滑动窗口的方法来分析信号

的变化，尽管滑动窗口的方法是广泛采用的，但是其有以

下缺点：首先，给定窗口的频谱变换没有完全捕获相邻窗

口的频谱变化特证，因此得到的频谱不能完全捕捉信号

时频谱中频率随时间平滑变化的特性，这是因为时间平

滑性可能隐含在各个窗口的非重叠区域中．其次，窗函数
的引入也会对信号的真实频谱造成一定的影响，从而导

致谱泄露的问题．最后，测不准原理对由傅里叶变换分析
的信号的时频谱的频率分辨率施加了严格的限制，因为

频率分辨率与分析窗长度成反比，当信号的局部平稳长

度小于滑动窗口的长度时，滑动窗口法就会失效［１］．
在许多研究中，例如语音信号处理，脑电信号 （Ｅ
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ｌｅｃｔｒｏｅｎｃＥｐｈａｌｏＧｒａｍ，ＥＥＧ）研究［２］，以及文献［３］经验模
态分解的应用中，一个共同的目标就是计算时间平滑

（连续）和频率稀疏的时频谱表示，有必要提出一种用

于专门实现时间平滑性和频率稀疏性的频谱估计方

法．另外，批量时间序列分析在许多应用中也很常
见［２～４］，尽管批量分析使用时间序列中的所有数据来估

计每个时间点的时频表示，由于采取了整段时间序列

估计信号频率系数的优化方法，可以同时提高信号的

时间分辨率与频率分辨率［４］．
对于时频谱满足时间连续频率稀疏的信号，依据

贝叶斯估计的思想，采用批量时间序列的分析方法，将

求信号频率系数的变换问题转换为一个估计问题，通

过将信号估计问题建模为优化问题并将各种稀疏惩罚

函数加入到优化问题的目标函数中得到信号的最佳估

计［５～８］．谱寻求法将时域信号的频域分析问题建模成一
个凸优化问题［４］，与经典 ＡＤＭＭ算法求解谱寻求优化
问题［９，１０］相比，在乘子部分并行的情况下，实现了与前

者相当的收敛效果．本文将部分平行 ＡＤＭＭ这一分布
式优化方法应用于求解谱寻求优化问题，最终得到原

问题的最大后验概率解．本文将介绍谱寻求优化模型
的建立过程及使用部分平行 ＡＤＭＭ的求解过程，并对
一段仿真信号和一段ＥＥＧ信号分别使用短时傅里叶变
换和部分平行 ＡＤＭＭ求解的谱寻求法进行时频分析，
仿真结果表明这种方法与经典的短时傅里叶分析方法

相比，不仅提高了谱的分辨率，很好地反映了信号的动

态变化，而且有效地抑制了噪声．最后从ＡＤＭＭ算法收
敛准则的角度分析了部分平行 ＡＤＭＭ算法求解的仿真
信号的收敛情况．

２　谱寻求优化模型建立

２１　代价函数
对时间序列ｙ∈ＲＲＴ进行时频分析就是先将信号用

窗函数分段，然后求取每个时间窗内信号的频率系数

ｘｎ∈ＲＲ
Ｋ，其中ｎ表示第 ｎ个时间窗的序号；Ｋ为每个时

间窗的频率系数的数量；Ｔ为时间序列的长度．如果将
时间序列 ｙ分为每段长度为 Ｍ的 Ｎ段，则整个信号待
求的频率系数可以用矩阵表示为ｘ∈ＲＲＫ×Ｎ．根据傅里叶
反变换的原理，时间序列的第ｎ个时间窗为：

ｙｎ＝Ｆｘｎ＋ｖｎ （１）
式中ｙｎ∈ＲＲ

Ｍ，ｖｎ～Ｎ（０，σ
２），即均值为０，方差为 σ２的

高斯噪声，Ｆ∈ＲＲＭ×Ｋ为实数傅里叶反基矩阵，傅里叶反
基矩阵中的元素为：

Ｆｍ，ｋ＝ｃｏｓ（２πｍｋ／Ｋ），Ｆｍ，ｋ＋Ｋ／２＝ｓｉｎ（２πｍｋ／Ｋ），
其中ｋ＝０，１，…，Ｋ／２；ｍ＝０，１，…，Ｍ－１．

使用统计学的方法，通过对时间序列加入随机扰

动，把求取时间序列频率系数的问题转化成以下 ２范

数优化问题：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ ∑

Ｎ

ｎ＝１
‖ｙｎ－Ｆｘｎ‖

２
２ （２）

上述问题可以等价为一个最小二乘的问题，如果

求其闭式解，会得到 ｙｎ的离散时间傅里叶变换，这从贝
叶斯推理的角度讲得到的是原问题的最大似然估计，

可以通过加入一个反映信号先验特征的惩罚函数得到

原问题的最大后验估计［１１］．
２２　惩罚函数

谱寻求优化模型的惩罚函数的选取考虑了如 ＥＥＧ
信号，神经刺激信号，语音等信号的时频域特征，即信号

在频率域具有稀疏性，而频率随时间的变化是连续

的［４］．该惩罚函数定义了惩罚矩阵 ｗ∈ＲＲＫ×Ｎ，它的每一
列定义为ｗｎｘｎ－ｘｎ－１，惩罚函数的构造如下：

φ（ｗ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
∑
Ｎ

ｎ＝１
ｗ２ｋ，( )ｎ

１
２

（３）

式中Ｎ为待分析时间序列的时窗数；Ｋ为每个时窗的频
率系数的数量．内层求和可以看成是在给定频带上随
时间变化的频率系数的 ２范数（保证频率随时间变化
的连续性），外层求和可以看成是各个频带的 １范数
（保证频率稀疏性）．

通过加入控制惩罚函数在优化问题中所占比例的

参数β，估计时间序列频率系数的优化问题描述如下：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ，ｗ ∑

Ｎ

ｎ＝１
‖ｙｎ－Ｆｘｎ‖

２( )２ ＋βφ（ｗ）

ｓ．ｔ．ｗｎ ＝ｘｎ－ｘｎ－
}

１

（４）

３　使用部分平行ＡＤＭＭ求解谱寻求优化问题
　　目标函数式（４）的两项都含有未知参数，而约束条
件使得未知参数 ｘ和 ｗ不能以分离的方式求解，但是
部分平行ＡＤＭＭ的使用可以将全局问题分解为较小子
问题来进行分离和迭代求解．部分平行 ＡＤＭＭ通过引
入辅助变量ｚｎ，来使目标函数式（４）两项中的未知参数
ｘ和ｗ可以分离求解．以下为了描述简洁，用 ｌｎ（ｘｎ）代
替目标函数式（４）中的‖ｙｎ－Ｆｘｎ‖

２
２．引入辅助变量后

的优化问题描述如下：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ，ｗ ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｌｎ（ｘｎ( )）＋βφ（ｗ）

ｓ．ｔ．ｘｎ ＝ｚｎ，ｗｎ ＝ｚｎ－ｚｎ－
}

１

（５）

定义ｃｎｚｎ－ｚｎ－１－ｗｎ，ｄｎｚｎ－ｘｎ．显然问题的约束变
为ｃｎ＝ｄｎ＝０．使用这种表示，引入惩罚参数为 ρ的增强
拉格朗日函数：

Ｌρ（ｘ，ｚ，ｗ，λ，α）＝βφ（ｗ）＋∑
Ｎ

ｎ＝１
ｌｎ（ｘｎ）

　＋λｎ
Ｔｃｎ＋αｎ

Ｔｄｎ＋
ρ
２‖ｃｎ‖

２
２＋
ρ
２‖ｄｎ‖

２
２ （６）

３９３２
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式中λｎ，αｎ分别为拉格朗日乘子矩阵λ，α∈ＲＲ
Ｎ×Ｋ的第ｎ

列．使用部分平行ＡＤＭＭ技术，将乘子 ｚ和 ｗ进行并行
更新，并作一次校正，其它乘子交替更新，那么待估计时

间序列的频率系数ｘｎ可以通过交替地迭代地更新每个
乘子来求解：

ｘ（ｍ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
Ｌρ（ｘ，ｚ

（ｍ），ｗ（ｍ），λ（ｍ），α（ｍ））

ｚ（ｍ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ
Ｌρ ｘ

（ｍ＋１），ｚ，ｗ（ｍ），λ（ｍ），α（ｍ( )）

ｗ（ｍ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｗ
Ｌρ ｘ

（ｍ＋１），ｚ（ｍ），ｗ，λ（ｍ），α（ｍ( )）

λｎ
（ｍ＋１）＝λｎ

（ｍ）＋ρ（ｚｎ
（ｍ＋１）－ｚｎ－１

（ｍ＋１）－ｗｎ
（ｍ＋１））

αｎ
（ｍ＋１）＝αｎ

（ｍ）＋ρ（ｚｎ
（ｍ＋１）－ｘｎ

（ｍ＋１））

ｖ（ｍ＋１）＝ｖ（ｍ）－ｃ（ｖ（ｍ）－ｖ（ｍ＋１）















）

（７）

其中ｍ为迭代次数．ｖ＝（ｚ，ｗ，λ，α），ｖ（ｍ）为上次迭代的
各乘子的值，ｖ（ｍ＋１）为本次迭代各乘子的值，校正参数 ｃ
＝０．８７５．通过部分平行 ＡＤＭＭ算法，将时间序列频率
系数的估计问题转化为５个子问题的求解．本文所述的
并行并非真正意义的平行，只是说 ｗ乘子更新没有使
用当次迭代的ｚ乘子的值，而是使用了前一次迭代中 ｚ
的值．如果涉及数据量较大时，在分布式计算框架如
ＭａｐＲｅｄｕｃｅ下，就可以首先更新 ｘ，然后平行更新 ｚ和
ｗ，最后平行更新λ和α．下面将描述前三个乘子 ｘ，ｚ，ｗ
的优化过程．

（１）ｘ更新过程
对ｘ的更新中不涉及变量 ｗ，因此式（７）中的 ｘ的

更新式可写为：

　　ｘ（ｍ＋１） ＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｌｎ（ｘｎ）＋α

（ｍ）Ｔ

ｎ （ｚ
（ｍ）
ｎ －ｘｎ）

＋ρ２‖ｚ
（ｍ）
ｎ －ｘｎ‖

２
２ （８）

特定时间窗的频率系数的更新可写为：

　　ｘ（ｍ＋１）ｎ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
‖ｙｎ－Ｆｘｎ‖

２
２＋α

（ｍ）Ｔ

ｎ （ｚ
（ｍ）
ｎ －ｘｎ）

　＋ρ２‖ｚ
（ｍ）
ｎ －ｘｎ‖

２
２

＝ａｒｇｍｉｎ
ｘｎ
‖ｘｎ＋Ｃ

－１ｂ‖２
Ｃ－１ （９）

其中ＣＦＴＦ＋ρ２Ｉ，ｂ－
１
２（Ｆ

Ｔｙｎ＋α
（ｍ）
ｎ ＋ρｚ（ｍ）ｎ ），

由上式可以得出：特定时间窗频率系数的更新问

题转换为权重矩阵为的 Ｃ的 ｘｎ与 －Ｃ
－１ｂ的曼哈顿距

离，由于距离是非负的，因此最小化距离等价为距离为

０，因此上述优化问题的解为ｘ（ｍ＋１）ｎ ＝－Ｃ－１ｂ．需要注意
的是当每个时间窗的频率系数数量 Ｋ大于每个时间窗
的窗长Ｍ时，矩阵ＦＴＦ是不满秩的，但恰当地选取 ρ可
以保证Ｃ－１的存在［９］．

（２）ｚ更新过程
ｚ的更新不涉及代价函数和惩罚函数，因此 ｚ的更

新式可以写为：

ｚ（ｍ＋１） ＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ ∑

Ｎ

ｎ＝１
λ（ｍ）

Ｔ

ｎ （ｚｎ－ｚｎ－１－ｗ
（ｍ）
ｎ ）

＋α（ｍ）
Ｔ

ｎ （ｚｎ－ｘ
（ｍ＋１）
ｎ ）＋ρ２‖ｚｎ－ｚｎ－１－ｗ

（ｍ）
ｎ ‖

２
２

＋ρ２‖ｚｎ－ｘ
（ｍ＋１）
ｎ ‖２

２ （１０）

将上式中的线性项和平方项进行化简合并，可得

下式：

　　　ｚ（ｍ＋１） ＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ ∑

Ｎ

ｎ＝１
‖ｚｎ－ｚｎ－１－ａｎ‖

２
２

＋‖ｚｎ－ｂｎ‖
２
２ （１１）

其中：ａｎｗ
（ｍ）
ｎ －λ（ｍ）ｎ ／ρ，ｂｎｘ

（ｍ＋１）
ｎ －α（ｍ）ｎ ／ρ，为了简化

表示，分别定义 ｚ，ａ，ｂ的矩阵化版本为 Ｚ，Ａ，Ｂ，Ｚ，Ａ，Ｂ
都为长度为Ｎ×Ｋ的列向量．另外定义矩阵Ｇ∈ＲＲＫＮ×ＫＮ，
其主对角线为Ｎ个Ｋ×Ｋ的单位矩阵，次对角线为 Ｎ－
１个Ｋ×Ｋ的负单位矩阵，则矩阵化版本的ｚｎ－ｚｎ－１可以
定义为 ｖｅｃ（ｚｎ－ｚｎ－１）ＧＺ，使用矩阵化版本 Ｚ，Ａ，Ｂ
后，优化问题可以写为：

Ｚ（ｍ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
Ｚ
‖ＧＺ－Ａ‖２

２＋‖Ｚ－Ｂ‖
２
２ （１２）

使用标准的平方最小化技术，上式可以得到闭式解：

Ｚ（ｍ＋１）＝（ＧＴＧ＋Ｉ）－１（ＧＴＡ＋Ｂ） （１３）
求矩阵ＧＴＧ＋Ｉ的逆会随着 Ｎ和 Ｋ的增大耗费更多的
计算资源导致运行时间增大．因此利用矩阵 ＧＴＧ＋Ｉ具
有块对角的结构，使用文献［１２］所述的 ＢＴ算法可以有
效解决式（１３）的优化问题，该算法有效降低了求 ＮＫ×
ＮＫ矩阵逆的计算复杂度．

（３）ｗ更新过程
ｗ的更新式如下：

　　ｗ（ｍ＋１） ＝ａｒｇｍｉｎ
ｗ
βφ（ｗ）

＋（∑
Ｎ

ｎ＝１
λ（ｍ）

Ｔ

ｎ （ｚ
（ｍ）
ｎ －ｚ（ｍ）ｎ－１－ｗｎ）

＋ρ２‖ｚ
（ｍ）
ｎ －ｚ（ｍ）ｎ－１ －ｗｎ‖

２
２ （１４）

将上式中的线性项和平方项进行化简合并，同时

用Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数的平方和代替 ２范数的平方和可得
下式：

ｗ（ｍ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｗ

２β
ρφ
（ｗ）＋‖ｗ－（ｑ＋λ

（ｍ）

ρ
）‖２

Ｆ

（１５）
其中ｑ矩阵的第 ｎ列为 ｑｎｚ

（ｍ）
ｎ －ｚ（ｍ）ｎ－１，这个更新可以

以较低复杂度用矩阵软阈值法求解［１３，１４］．

４　数据仿真分析结果

４１　仿真信号谱分析
根据文献［４］重建一个仿真信号分别使用短时傅

立叶变换和谱寻求的方法进行时频分析．该信号是一
个典型的时域连续频率稀疏的非平稳信号，它由两个
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相邻频率的幅度调制信号相加构成，其中一个调制信

号为余弦幂函数，另一个调制信号为指数函数．该信号
由下式给出：

　　ｙ（ｔ）＝１０ｃｏｓ８（２πｆ０ｔ）ｓｉｎ（２πｆ１ｔ）
＋１０ｅｘｐ（４（ｔ－Ｔ）／Ｔ）ｃｏｓ（２πｆ２ｔ）＋ｖ（ｔ）

其中 ｆ０＝０１Ｈｚ，ｆ１＝１１Ｈｚ，ｆ２＝１２Ｈｚ，采样时间 Ｔ＝
５００ｓ，采样频率ｆｓ＝１２５Ｈｚ，ｖｎ～Ｎ（０，σ

２）是独立同分布

的高斯白噪声．图２为仿真信号的时域波形图，可以看
到其是包络呈指数增长的信号．

首先用短时傅里叶变换对该时域信号进行时频分

析，短时傅里叶变换采用的时间窗为汉明窗，其中每个

时窗内短时傅里叶变换的点数为２５６，无窗口重叠．再
使用谱寻求法对信号进行时频分析，其中每个时间窗

待求的频率系数数量设为２５６，无窗口重叠，拉格朗日
惩罚参数 ρ＝１００，正则化常数 β＝４０００，ＡＤＭＭ最大迭
代次数设置为４００．图２为分别使用短时傅里叶变换和
谱寻求法对信号进行时频分析的时频图．

对图２和图３进行对比分析，采用短时傅里叶变换
分析的时频图在相邻两个载波频率之间存在着明显的

谱泄露，这是由于窗函数频谱影响了信号真实频谱，显

著降低了该信号时频谱的频率分辨率，且噪声的加入

也对频谱的分辨率造成了一定影响．而使用谱寻求法
分析的时频图，在相邻两个随时间变化的载波频率之

间有非常明显的区分，且频谱更加光滑，清晰地反映了

信号频率随时间的动态变化．与短时傅里叶变换分析
的时频图相比，谱寻求法分析的时频图不仅提高了频

率分辨率，同时抑制了噪声．谱寻求优化模型可以抑制
噪声的原因在于惩罚函数的加入，由于噪声的时频分

布的先验是不符合本文惩罚函数的假设的，因此通过

加大惩罚函数在目标函数中的比重可以抑制噪声．
４２　ＥＥＧ数据谱分析

脑电信号属于典型的非平稳信号，本文对脑电信

号的α波段进行分析，α波段频率为８～１３Ｈｚ（平均数
为１０Ｈｚ），它是正常人脑电波的基本节律，人在清醒、安
静并闭眼时该节律最为明显，睁开眼睛（受到光刺激）

或接受其它刺激时，α波即刻消失［１５］．使用由文献［１６］
开发的粘性柔性传感器收集的一段 ＥＥＧ信号分别使用
上述两种方法进行谱分析．信号的采样频率为５００Ｈｚ，
所分析的脑电信号为３０ｓ，其中前１０ｓ被测人的眼睛是
睁开的，后２０ｓ其眼睛是闭着的．因此对应信号的时频
图应为前１０ｓα频段信号很弱，后２０ｓ后 α波段的信号
强度会显著增强．但是从其时域图无法区别人睁闭眼
的状态变换，图４为采集的脑电信号的时域波形图．

首先用短时傅里叶变换分析该信号的频谱，短时

傅里叶变换采用汉明窗，每个时窗内短时傅里叶变换

的点数为１０２４，５０％的窗口重叠，再使用谱寻求法分析
信号的频谱，其中每个时间窗待求频率系数的数量设

为１０２４，分析窗窗口长度设为５１２，拉格朗日惩罚参数ρ
＝５００，正则化常数β＝１５００００，ＡＤＭＭ最大迭代次数为
２００．图５、６为两种方法的时频分析图．

对比图５和图６，可以清楚地看到，由于两种方法
采用的分析窗长度相同，时间分辨率相同，但是在频率
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分辨率上，短时傅里叶变换的谱分析存在着明显的谱

泄露问题，而使用谱寻求法分析的时频图更加平滑，很

好地抑制了噪声，提高了频率分辨率，且可以清楚地区

分出１０ｓ前后α波段的信号强度．因此该谱分析法很好
地捕获了α波段在人睁眼闭眼前后的谱变化特征．由
于使用后者分析的频谱不受测不准原理的限制，因此

可以通过进一步缩短分析窗长度来提高时间分辨率而

频率分辨率保持不变，图 ７为将分析窗长度改为 ２５６
时，使用谱寻求法分析的时频图．

分析图７，可以看到谱寻求法分析的时频图在不改
变频率分辨率的情况下提高了时间分辨率，这更加有

利于对信号的时频分析．另外选取了１０ｓ前后在１０Ｈｚ
处频谱能量的比值作为指标判断人睁闭眼的状态变

化，分别对两种方法分析的频率计算其值，设该值为Ｒ，
１０ｓ前后一个时间窗内１０Ｈｚ处的能量分别为 Ｐ１和 Ｐ２，
即通过下式进行计算：

Ｒ＝
Ｐ１
Ｐ２

（１６）

理论上这个比值应该越小越好，因为在人睁闭眼

前后α波段中１０Ｈｚ处的频谱能量会有显著的变化，而
谱泄露会使１０Ｈｚ处的频谱能量扩散到其相邻频谱上，
从而导致能量变化减小，相应的Ｒ值增大．用Ｒ１和Ｒ２分
别表示两种方法对应的比值，经过计算，Ｒ１＝０８８，Ｒ２＝
０２２，这个结果说明了使用谱寻求法分析的频谱图更好
地抑制了谱的泄露，更加有利用通过频率的方法区分

脑电信号中人睁闭眼的变化．

５　算法收敛性分析
　　根据文献［１７］，当原始残差和对偶残差的范数收
敛到０时，优化问题会得到最优解．以下分别是本文优
化问题的原始残差和对偶残差的定义，其中两个原始

残差定义为：ｒ（ｉ）１ ＝ｘ
（ｉ）－ｚ（ｉ），ｒ（ｉ）２ ＝ｗ

（ｉ）－ｇ（ｚ（ｉ）），两个对
偶残差定义为：ｓ（ｉ）１ ＝ρｇ（ｗ

（ｉ）－ｗ（ｉ－１））及 ｓ（ｉ）２ ＝ρ（ｚ
（ｉ）－

ｚ（ｉ－１））．其中 ｇ（ｚ（ｉ））表示 ｚ（ｉ）＝ｚ（ｉ）ｎ －ｚ
（ｉ）
ｎ－１这个函数，

ｇ（ｗ（ｉ）－ｗ（ｉ－１））也是类似的．在实际中，当原始残差和
对偶残差小于等于相应的偏差阈值时，就会说明算法

的收敛．既对于ｊ∈｛１，２｝，有‖ｒ（ｉ）ｊ ‖Ｆ !ε
ｐｒｉ
ｊ，‖ｓ

（ｉ）
ｊ ‖Ｆ !

εｒｅｌｊ．原始残差和对偶残差的偏差阈值分别定义如下：

εｐｒｉ１ ＝ε
ｒｅｌｍａｘ｛‖ｘ（ｉ）‖Ｆ，‖ｚ

（ｉ）‖Ｆ｝＋ε
ａｂｓ
槡ＫＮ

εｐｒｉ２ ＝ε
ｒｅｌｍａｘ｛‖ｗ（ｉ）‖Ｆ，‖ｇ（ｚ

（ｉ））‖Ｆ｝＋ε
ａｂｓ
槡ＫＮ

εｄｕａｌ１ ＝ε
ｒｅｌ‖λ（ｉ）‖Ｆ＋ε

ａｂｓ
槡ＫＮ

εｄｕａｌ２ ＝ε
ｒｅｌ‖α（ｉ）‖Ｆ＋ε

ａｂｓ
槡













ＫＮ

（１７）
其中εｒｅｌ和εａｂｓ分别称为相对容忍度与绝对容忍度，两者
的值都设为００００１．图８为上一部分的仿真信号使用
本文提出方法分析频谱的各个残差的收敛情况图，在

图中，纵轴为各个残差范数的对数值，用 ｒ表示，横轴为
迭代次数，用ｉ表示．

由图８分析可得：三个残差的范数在迭代４００次后
都小于了相应的偏差阈值，只有 ｓ（ｉ）２ ＝ρ（ｚ

（ｉ）－ｚ（ｉ－１））这
个残差范数没有下降到对应的偏差阈值以下，但是可

以看出其值随着迭代次数的增加是逐渐下降的，只是

下降速度较慢，根据其变化趋势，可以判断其值在足够

迭代次数后可以小于等于相应的偏差阈值．下表为各
次迭代次数后经典 ＡＤＭＭ算法和部分平行 ＡＤＭＭ算
法求解谱寻求问题后的两个原始残差在各次迭代后的

数值．
表１　两种算法各次迭代后的原始残差表

迭代次数 平行 交替

１０ １．２６２７ ４．０６７２ １．０７００ ３．８０２２

２０ ０．４８３７ １．１０１５ ０．４１０６ ０．７０４６

３０ ０．３１６９ ０．９１８５ ０．２８１４ ０．９８８１

４０ ０．２２５８ ０．７９８９ ０．１８１９ ０．４８０４

５０ ０．１５５３ ０．４５１０ ０．１３２３ ０．５８８１

　　表１中第一列代表迭代次数，第二列和第三列分别
代表部分平行ＡＤＭＭ算法求解谱寻求问题后的两个原
始残差，第三列和第四列分别代表经典 ＡＤＭＭ算法求
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解谱寻求问题后的两个原始残差．由表中数据可得，从
第１０次迭代到５０次迭代，两种方法对应的两种范数的
差值整体上逐渐减少，说明了部分平行 ＡＤＭＭ算法同
经典ＡＤＭＭ算法一样取得了相同的收敛率．

６　结语
　　使用部分平行ＡＤＭＭ求解谱寻求优化问题的时频
分析方法是依据统计学的思想，通过求解正则化模型

得到原问题最大后验概率的解．与短时傅里叶的时频
分析方法相比，它避免了信号加窗造成的频谱泄露问

题，从而提高了信号时频分析的频率分辨率．同时也突
破了测不准原理的限制，可以在保证信号频率分辨率

不变的情况下提高时频谱的时间分辨率．另外由于谱
寻求惩罚函数的选取使信号频谱的时间连续性得到了

保证，从而使分析后的频谱更加平滑，更加逼近信号的

真实频谱．时间连续性和频率稀疏性是ＥＥＧ信号，神经
刺激信号，语音信号等信号时频谱的共同特征，因此可

以将谱寻求法应用于多类信号的高分辨分析中．ＡＤＭＭ
是机器学习中分布式优化的重要算法，因此，部分平行

ＡＤＭＭ算法为利用机器学习思想大规模进行时频分析
问题的分布式和并行化提供了技术支撑和理论保证．
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