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基于马尔科夫链的灰狼优化算法收敛性研究
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　　摘　要：　针对灰狼优化算法（ＧｒｅｙＷｏｌｆＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＧＷＯ）在收敛性研究上的不足，首先，通过定义灰狼群状态
转移序列，建立了ＧＷＯ算法的马尔科夫（Ｍａｒｋｏｖ）链模型，通过分析Ｍａｒｋｏｖ链的性质，证明它是有限齐次 Ｍａｒｋｏｖ链；
其次，通过分析灰狼群状态序列最终转移状态，结合随机搜索算法的收敛准则，验证了 ＧＷＯ算法的全局收敛性；最
后，对典型测试函数、偏移函数及旋转函数进行仿真实验，并与多种群体智能算法进行对比分析．实验结果表明，ＧＷＯ
算法具有全局收敛性强、计算耗时短和寻优精度高等优势．
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１　引言

　　灰狼优化（ＧｒｅｙＷｏｌｆＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＧＷＯ）［１］算法是
澳大利亚学者Ｍｉｒｊａｌｉｌｉ等在２０１４年提出的一种群智能
优化算法．ＧＷＯ算法来源于对灰狼群的捕食行为和狩
猎的等级制度的研究，以灰狼的等级制度为特征，以求

解优化问题为背景，通过灰狼群体搜索、包围和攻击等

过程达到优化求解的目的．研究表明，ＧＷＯ算法与蚁群
算法（ＡｎｔＣｏｌｏｎｙＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＡＣＯ）［２］、遗传算法（Ｇｅ

ｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＡ）［３］、粒子群优化（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐ
ｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）算法［４］等相比有自身的优点．

马尔科夫（Ｍａｒｋｏｖ）链是对随机过程进行分析的重
要手段，由算法生成的解集本质上构成了Ｍａｒｋｏｖ链，因
此Ｍａｒｋｏｖ链为分析自然启发性算法提供一个通用的框
架，在工程技术等领域得到广泛的应用［５］．目前 Ｍａｒｋｏｖ
链已成功用于蚁群算法（ＡＣＯ）［６］、混合蛙跳算法（ＳＦ
ＬＡ）［７］、粒子群优化算法（ＰＳＯ）［８，９］、元胞遗传算法
（ＣＧＡ）［１０］、人工蜂群算法 （ＡＢＣ）［１１，１２］、鸡群算法
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（ＣＳＯ）［１３］等群智能算法的收敛性分析．Ｓｕｚｕｋｉ［１４］运用
Ｍａｒｋｏｖ链对遗传算法进行稳定性分析．Ｄｏｒｅａ等人［１５］对

ＧＡ建立了多级 Ｍａｒｋｏｖ链的数学模型，并证明之收敛．
Ｈｅ等［１６］运用离散时间Ｍａｒｋｏｖ链方法，证明花授粉算法
在一定条件下能保证全局收敛．

针对ＧＷＯ算法的改进，胡小平等［１７］提出一种基于

指数变化的控制参数的调整策略．魏政磊等［１８］提出基

于余弦函数和二次函数的收敛因子更新方法．段亚青
等［１９］提出一种基于对数递减策略的收敛因子控制策

略．腾志军等［２０］引入Ｔｅｎｔ映射来初始化种群，可提高全
局搜索能力．但是文献［１７～２０］是通过实验来说明
ＧＷＯ算法的收敛性，未在理论上进行证明．薛俊杰
等［２１］提出一种改进狼群智能算法（ＳｍａｒｔＷｏｌｆＰａｃｋＡｌ
ｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＷＰＡ），对其收敛性进行理论分析并与其他智
能算法进行了对比研究．ＬｏｎｇＷ等［２２］提出一种基于折

射学习的新型灰狼优化算法，从极限收敛的角度证明

了改进ＧＷＯ算法的收敛性．不难发现，尽管ＧＷＯ算法
的改进与应用已有不少研究成果，但是对 ＧＷＯ算法的
理论分析较少，特别是关于算法收敛性的分析不多见，

在一定程度上制约了该算法的改进和应用．
本文利用 Ｍａｒｋｏｖ链对 ＧＷＯ算法的收敛性进行分

析，通过建立ＧＷＯ算法的 Ｍａｒｋｏｖ链模型，研究灰狼群
状态的转移行为，结合随机优化算法的收敛准则分析

ＧＷＯ算法的收敛性，并通过对测试函数的仿真实验进
一步验证ＧＷＯ算法的收敛性．

２　灰狼优化算法基本模型
　　ＧＷＯ算法模拟了狼群的社会等级制度和群体的狩
猎行为［１］，其将最优解设为α狼；次优解设为β狼；第三
优解设为δ狼；剩余的解归为 ω狼．灰狼群狩猎过程包
括接近和包围猎物，数学表达式［１］如下：

Ｄ＝ Ｃ·ＸＰ（ｔ）－Ｘ（ｔ） （１）
Ｘ（ｔ＋１）＝ＸＰ（ｔ）－Ａ·Ｄ （２）

其中，Ｄ为个体与目标之间的距离，ｔ为当前的迭代次
数，Ｃ和Ａ为系数向量，Ｘｐ为目标的位置向量，Ｘ（ｔ）为
单只灰狼的位置向量．Ａ和Ｃ的计算公式如下：

Ａ＝２ａ·ｒ１－ａ （３）
Ｃ＝２ｒ２ （４）

其中，ｒ１，ｒ２为［０，１］之间的随机数，ａ为收敛因子：
ａ＝２－２ｔｉ／ｔｍａｘ （５）

其中，ｔｍａｘ表示最大的迭代次数，ｉ＝１，２，…，Ｎ．
灰狼个体跟踪猎物位置的公式如下：

Ｄα＝｜Ｃ１·Ｘα－Ｘ（ｔ）｜
Ｄβ＝｜Ｃ２·Ｘβ－Ｘ（ｔ）｜
Ｄδ＝｜Ｃ３·Ｘδ－Ｘ（ｔ）

{ ｜
（６）

其中，Ｄα，Ｄβ，Ｄδ分别表示 α，β和 δ与其他个体之间的

距离，Ｘα，Ｘβ，Ｘδ分别表示α，β和 δ当前的位置，Ｃ１，Ｃ２，
Ｃ３为系数．

在猎捕阶段中，剩余的ω狼个体向着α，β和δ狼前
进的步长和方向：

Ｘ１＝Ｘα－Ａ１·Ｄα
Ｘ２＝Ｘβ－Ａ２·Ｄβ
Ｘ３＝Ｘδ－Ａ３·Ｄ

{
δ

（７）

Ｘ（ｔ＋１）＝（Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）／３ （８）

３　ＧＷＯ算法的Ｍａｒｋｏｖ模型
　　定义１　（灰狼状态和灰狼状态空间）灰狼状态由
灰狼捕猎过程中不同等级灰狼的位置构成，记为 Ｘ，其
中Ｘ∈Ｙ，Ｙ表示可行解空间．则灰狼所有可能状态组成
的集合构成灰狼的状态空间，记为Ｘ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｙ｝．

定义２　（灰狼群状态和灰狼群状态空间）灰狼群
中所有灰狼的状态构成灰狼群状态，记为 φ＝（Ｘ１，Ｘ２，
…，Ｘｉ），（ｉ＝１，２，…，Ｎφ），其中Ｘｉ为第ｉ灰狼的状态．灰
狼群所有可能状态组成的集合构成灰狼群的状态空

间，记为 Φ＝｛φ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｉ）｜Ｘｉ∈Ｘ，（ｉ＝１，２，
…，Ｎφ）｝．

定义３　（状态等价）对于φ∈Φ，Ｘ∈φ，记为：

ψ（φ，Ｘ）＝∑
Ｎφ

ｉ＝１
χＸ（Ｘｉ） （９）

其中，χＸ表示事件Ｘ的示性函数，ψ（φ，Ｘ）表示灰狼群
状态φ中包含灰狼状态的数量．如存在两个灰狼群 φ１，
φ２∈Φ，对于任意Ｘ∈Ｘ，若有 ψ（φ１，Ｘ）＝ψ（φ２，Ｘ），则
称φ１和φ２等价，记作φ１～φ２．

定义４　（状态等价类）由状态等价在 Φ上可类比
出灰狼群状态等价类，记作Ｌｅ＝Φ／～，简称灰狼群等价
类．其存在如下性质：

性质１　某等价类 Ｌｅ内任意灰狼群之间都是等价
的，即φｉ～φｊ，φｉ，φｊ∈Ｌｅ．

性质２　Ｌｅ内任意灰狼群状态与 Ｌｅ外的任意灰狼
群状态不等价，即φｉ与φｊ不等价，φｉ∈Ｌｅ，φｊＬｅ．

性质３　任意两个不同等价类没有交集，即 Ｌｅ１∩
Ｌｅ２＝，Ｌｅ１≠Ｌｅ２．

定义５　（灰狼状态转移）对于任意 Ｘｉ∈φ，Ｘｊ∈
φ，ＧＷＯ算法迭代过程中，灰狼状态由 Ｘｉ一步转移到
Ｘｊ，记为Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ．

定理１　ＧＷＯ算法中，灰狼状态由 Ｘｉ一步转移到
Ｘｊ的转移概率Ｐ（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ）的表达式为：

Ｐ（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ）＝

Ｐα（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ），由α狼实现；
Ｐβ（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ），由β狼实现；
Ｐδ（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ），由δ狼实现；
Ｐω（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ），由ω狼实现










；

（１０）

８８５１
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证明　将灰狼群体看为超空间的一组点集，则灰
狼猎物的更新过程即在超空间中进行点集之间的交

换．根据定义４和 ＧＷＯ算法的几何性质，可以得到 α
狼由状态Ｘｉ一步转移到Ｘｊ的转移概率．

Ｐα（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ）＝
１

－Ａｉ·Ｄα
， Ｘｊ∈［Ｘαｉ，Ｘαｉ－Ａｉ·Ｄα］

０，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１１）

β狼由状态Ｘｉ一步转移到Ｘｊ的转移概率．

Ｐβ（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ）＝
１

－Ａｉ·Ｄβ
， Ｘｊ∈［Ｘβｉ，Ｘβｉ－Ａｉ·Ｄβ］

０，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１２）

δ狼由状态Ｘｉ一步转移到Ｘｊ的转移概率．

Ｐδ（Ｔφ（Ｘｉ）＝Ｘｊ）＝
１

－Ａｉ·Ｄδ
， Ｘｊ∈［Ｘδｉ，Ｘδｉ－Ａｉ·Ｄδ］

０，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１３）

由于ＧＷＯ算法是通过不同等级的灰狼之间的交
流转换及协作来完成，所以灰狼状态由 Ｘｉ一步转移到
Ｘｊ的转移概率是式（１１）～式（１３）共同决定的．证毕．

定义６　（灰狼群状态转移概率）对于φｉ∈Φ，
φｊ∈Φ，ＧＷＯ算法迭代过程中，灰狼群状态由 φｉ转移
到φｊ，记作ＴΦ（φｉ）＝φｊ．灰狼群状态由φｉ一步转移到φｊ
的转移概率为：

Ｐ（ＴΦ（φｉ）＝φｊ）＝∏
Ｎφ

ｍ＝１
Ｐ（Ｔφ（Ｘｉｍ）＝Ｘｊｍ）（１４）

即灰狼群状态由φｉ一步转移到 φｊ的概率为灰狼群
φｉ内所有灰狼的状态同时转移成φｊ内所有灰狼的状态．

定理２　在ＧＷＯ算法灰狼群的内部迭代中，灰狼
群状态由φｉ一步转移到φｊ的转移概率为：

Ｐ（ＴΦ（φｉ）＝φｊ）＝
Ｐｍ，ｋ·Ｐ（Ｔφ（Ｘｉｋ）＝Ｘｊｋ）·Ｐ（ｙｉ→ｙｊ）
０，{ 　　　　　　　　　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１５）
其中，ｋ表示灰狼群迭代更新前后位置唯一发生改变的
灰狼的位置序号；Ｐｍ，ｋ表示选择灰狼群第 ｋ只灰狼进行
位置更新的概率，且０＜Ｐｍ，ｋ＜１；ｍ表示灰狼群的数量，
ｍ≤Ｎφ，Ｐ（Ｔφ（Ｘｉｋ）＝Ｘｊｋ）表示 φｉ和 φｊ灰狼群状态中各
自第ｋ个灰狼状态之间的转移概率．

此外，Ｐ（Ｘｉ→Ｘｊ）表示φｉ和 φｊ灰狼群状态中各自最
佳灰狼状态之间的转移概率，其表达式如下：

Ｐ（ｙｉ→ｙｊ）＝
１， ｆ（ｙｉ）ｆ（ｙｊ）
０， ｆ（ｙｉ）＜ｆ（ｙｊ{ ）

（１６）

证明　灰狼群状态 Ｘｉ＝（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，ｙｉ）１×ｍ一步转
移至状态Ｘｊ＝（Ｘｊ１，Ｘｊ２，…，Ｘｊｋ，ｙｊ）１×ｍ，根据 ＧＷＯ算法
更新机制，种群内部每一次迭代更新前后只有一头灰

狼位置发生变化，且选择灰狼群中适应度最差的单个

个体进行更新．因此，在灰狼群状态内部迭代时，只有一
头灰狼状态能完成转移，其余多个灰狼状态发生转移

的概率为０．
假设待转移的灰狼在种群中的位置排序为ｋ，被选中

的概率记为Ｐｍ，ｋ．算法在内部寻优计算时，通过计算每一
个灰狼个体的适应度值并进行排序．当 ｋ≥ｍ时，且０＜
Ｐｍ，ｋ＜１，此时的灰狼群状态内部的转移可表示为：
Ｐ（ＴΦ（φｉ）＝φｊ）＝Ｐｍ，ｋ·Ｐ（Ｔφ（Ｘｉｋ）＝Ｘｊｋ）·Ｐ（ｙｉ→ｙｊ）

（１７）
从上式可知，由于当前灰狼群 ｍ个灰狼中的适应

度值最优灰狼（α狼）状态不发生转移，则当前的灰狼
群最优状态会保留或与更佳的状态替换，即：

Ｐ（ｙｉ→ｙｊ）＝
１， ｆ（ｙｉ）ｆ（ｙｊ）
０， ｆ（ｙｉ）＜ｆ（ｙｊ{ ）

定义７　（Ｍａｒｋｏｖ链）设随机过程｛ｘｎ，ｎ∈Ｔ｝，参数
集Ｔ为离散的时间序列，即 Ｔ＝｛０，１，２，…｝，对应有取
值ｘｎ的全体组成离散的状态空间 Ｉ＝｛ｉ０，ｉ１，ｉ２，…｝．若
对任意的整数 ｎ∈Ｔ和ｉ０，ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ＋１∈Ｉ满足以下
条件概率：

　　　　ｐ｛ｘｎ＋１＝ｉｎ＋１｜ｘ０＝ｉ０，ｘ１＝ｉ１，…，ｘｎ＝ｉｎ｝
＝ｐ｛ｘｎ＋１＝ｉｎ＋１｜ｘｎ＝ｉｎ｝ （１８）

则称｛ｘｎ，ｎ∈Ｔ｝为Ｍａｒｋｏｖ链．
定理３　ＧＷＯ算法中灰狼群状态序列｛φ（ｔ）：ｔ＞

０｝是有限齐次Ｍａｒｋｏｖ链．
证明　任何优化算法的搜索空间都是有限的，故

任一灰狼状态中ｘｉ都是有限的，因此灰狼的状态空间Ｘ
是有限的．此外，由于一个灰狼群状态空间φ＝（Ｘ１，Ｘ２，
…，Ｘｉ），（ｉ＝１，２，Ｎφ）是由 Ｎφ个灰狼组成，Ｎφ是有限正
整数，故灰狼群状态空间Φ亦是有限的．

Ｍａｒｋｏｖ性　由定义 ６可知，灰狼群状态序列｛φ
（ｔ）：ｔ＞０｝中，对于任意φ（ｔ－１）∈Φ，φ（ｔ）∈Φ，其转移
概率Ｐ（Ｔφ（φ（ｔ－１））＝φ（ｔ））由灰狼群内所有的灰狼
的转移概率Ｐ（Ｔφ（Ｘ（ｔ－１））＝Ｘ（ｔ））决定．由定理１可
知，灰狼群内任一灰狼的状态转移概率 Ｐ（Ｔφ（Ｘ（ｔ－
１））＝Ｘ（ｔ））仅与ｔ－１的状态Ｘ（ｔ－１）、系数向量Ｃｉ、个
体与目标之间的距离 Ｄα，Ｄβ，Ｄδ相关，所以转移概率 Ｐ
（Ｔφ（φ（ｔ－１））＝φ（ｔ））也仅与 ｔ－１时刻的状态相关．
由定义 ７可知，灰狼群状态序列｛φ（ｔ）：ｔ＞０｝具有
Ｍａｒｋｏｖ性．

有限性　因为状态空间为可列集，灰狼群状态空
间Φ为有限的，所以灰狼群状态序列｛φ（ｔ）：ｔ＞０｝构成
一个有限的Ｍａｒｋｏｖ链．

齐次性　由定理１可知，Ｐ（Ｔφ（Ｘ（ｔ－１））＝Ｘ（ｔ））仅
与ｔ－１时刻的状态Ｘ（ｔ－１）有关，而与ｔ－１时刻无关，因
此，状态序列｛φ（ｔ）：ｔ＞０｝是有限齐次Ｍａｒｋｏｖ链．

９８５１
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４　ＧＷＯ算法的收敛性分析
　　ＧＷＯ算法的Ｍａｒｋｏｖ链可表示为：

Ｗα（ｔ）＝（ｘα（ｔ－１），Ｘα（ｔ））
Ｗβ（ｔ）＝（ｘβ（ｔ－１），Ｘβ（ｔ））
Ｗδ（ｔ）＝（ｘδ（ｔ－１），Ｘδ（ｔ

{
））

（１９）

其中，ｔ表示算法迭代次数，ｘα（ｔ－１）表示第 ｔ－１代 α
狼所处的位置，Ｘα（ｔ）表示除 α狼外其他等级灰狼的位
置，ｘβ（ｔ－１）表示第ｔ－１代β狼所处的位置，Ｘβ（ｔ）表示
除α狼、β狼外其他等级灰狼的位置，ｘδ（ｔ－１）表示第 ｔ
－１代β狼所处的位置，Ｘδ（ｔ）表示除 α狼、β狼及 δ狼
外其他等级灰狼的位置．有Ｗ（ｔ）＝（ｘ（ｔ－１），Ｘ（ｔ））．

定义８　记灰狼优化算法的 Ｍａｒｋｏｖ链状态空间为
Φ，则其状态空间的维数为Ｌ＝｜Φ｜＝｜Ｄｉｍ｜ｄ．

ＧＷＯ算法的本质属于随机搜索算法的范畴，本文
用随机优化算法的收敛性判定准则［２３］来证明灰狼优化

算法的收敛行为．
４１　收敛准则

对于优化问题＜Ｙ，ｆ＞，有随机优化算法 Ｚ，第 ｋ次
迭代的结果为ｘｋ，则下一次迭代的结果为 ｘｋ＋１＝Ｄ（ｘｋ，
ζ）；其中，Ｙ为可行解空间，ｆ为适应度函数，ζ为算法 Ｚ
迭代中曾经搜索过的解．在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度空间，搜索的
下界被定义为：

σ＝ｉｎｆ｛ｔ｜ｖ（ｘ∈Ｙ｜ｆ（ｘ）＜ｔ）＞０｝ （２０）
其中，ｖ（Ｘ）为集合Ｘ上的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，则最优解可定
义为：

Ｒξ，Ｍ＝
｛ｘ∈Ｙ｜ｆ（ｘ）＜σ＋ξ｝， σ有限
｛ｘ∈Ｙ｜ｆ（ｘ）＜－ｃ｝， σ＝－{

!

（２１）

其中，ξ大于零，ｃ为充分大的正数．如果算法可以找到
Ｒξ，Ｍ中的一个点，则可认为算法找到了可接受的全局最
优或近似全局最优点．

Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１　 ｆ（Ｚ（ｘ，ζ））≤ｆ（ｘ），且若 ζ∈Ｙ，
ｆ（Ｚ（ｘ，ζ））≤ｆ（ζ）．

Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ２　对Ｂ∈Ｙ，ｓ．ｔ．ｖ（Ｂ）＞０，有：

∏
!

ｋ＝０
（１－ｖｋ（Ｂ））＝０ （２２）

其中，ｖｋ（Ｂ）为算法Ｚ第ｋ次迭代搜索解在集合 Ｂ上的
概率测度．

定理４［２３］　（全局收敛的充要条件）设ｆ可测，可测
空间Ｙ为Ｒｎ上可测度的子集，算法Ｚ满足Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１和
Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ２，｛ｘｋ｝

!

ｋ＝０是算法 Ｚ产生的解序列，则有概率
测度：

ｌｉｍ
ｋ→!

Ｐ（ｘｋ∈Ｒξ，Ｍ）＝１ （２３）

即算法Ｚ全局收敛．式中，Ｐ（ｘｋ∈Ｒξ，Ｍ）为算法第 ｋ
步迭代搜索的解ｘｋ在Ｒξ，Ｍ中的概率测度．

４２　收敛性证明
引理１　ＧＷＯ算法满足Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１，即灰狼优化算

法的种群狩猎方向是单调的．
定义９　（灰狼最优状态集 Ｇ）设优化问题 ＜Ｙ，ｆ＞

的最优解是ｇ，定义灰狼群的最优状态集为：
Ｇ＝｛φ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）｜ｆ（Ｘ）＝ｆ（ｇ

），φ∈Φ｝
（２４）

若Ｇ＝Φ，则在可行解的空间中，那么每个解不仅
是可行解而且是最优解，此时进行优化则没有意义，所

以下文的讨论都是在ＧΦ的情形之下．
定理５　ＧＷＯ算法中，对于灰狼群状态序列｛φ

（ｔ）：ｔ≥０｝，最优灰狼群状态集合 Ｇ是状态空间Φ上的
一个闭集．

证明　设φｉ∈Ｇ，φｊ∈Ｇ，对于任意转移步长 ｌ，
ｌ≥１，由ＣｈａｐｍａｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程可得：

　Ｐｌφｉ，φｊ ＝∑
φｒ１∈φ
…∑
φｒ１∈φ
Ｐ（Ｔφ（φｉ）＝φｒ１）·Ｐ（Ｔφ（φｒ１）

＝φｒ２）…Ｐ（Ｔφ（φｒｌ－１）＝φｊ） （２５）
其中，Ｐｌφｉ，φｊ表示灰狼群状态φｉ经过ｌ步转移到状态φｊ的
概率，在式（２５）展开式的每一项乘积中都存在
Ｐ（Ｔφ（φｒｓ－１）＝φｒｓ），（ｓ∈［１，ｌ］）项，满足 φｒｓ－１∈Ｇ且
φｒｓＧ．根据定义６可得灰狼群的转移概率为：

Ｐ（Ｔφ（φｒｓ－１）＝φｒｓ）＝∏
Ｎφ

ｋ＝１
Ｐ（Ｔφ（Ｘｉｋ）＝Ｘｊｋ）

（２６）
由φｒｓ－１∈Ｇ和φｒｓＧ，有 ｆ（Ｘｓ）＞ｆ（Ｘｓ－１）＝ｆ（ｇ

）

＝ｉｎｆ（ｆ（ｙ）），ｙ∈Ｙ，则至少存在Ｐ（Ｔφ（φｒｓ－１）＝φｒｓ）＝０，
故此时Ｐｌφｉ，φｊ＝０，因此Ｇ是Φ上的一个闭集．

定理６　灰狼群状态空间 Φ，不存在非空闭集 Ｑ，
使得Ｑ∩Ｇ＝．

证明（反证法）　假设状态空间Φ中存在一个非空
闭集Ｑ，且 Ｑ∩Ｇ＝．设 φｉ＝（ｇ

，ｇ，…，ｇ）∈Ｇ，
φｊ＝（ｘｊ１，ｘｊ２，…，ｘｊｄ）∈Ｑ，有ｆ（ｘｊｓ）＞ｆ（ｇ

），则经过有

限次迭代会满足定理１中式（１１）～（１３），出现 Ｐφｓ（Ｔφ
（Ｘｉ）＝Ｘｊ）＞０．所以当步长 ｌ足够大时，Ｐ

ｌ
φｉ，φｊ展开式中

必存在某项乘积表达式，使得其中的每一项一步转移

概率Ｐ（Ｔφ（φｒｓ＋ｉ）＝φｒｓ＋ｉ＋１）都满足定理１中公式（１０），
即Ｐ（Ｔφ（φｒｓ＋ｉ）＝φｒｓ＋ｉ＋１）＞０．由定理５中式（２６）可知
Ｐｌφｉ，φｊ＞０，即Ｐ

ｌ
φｉ，φｊ≠０，可得Ｑ不是闭集，与题设矛盾．因

此灰狼群状态的Ｍａｒｋｏｖ链不可约，故状态空间 Φ不含
Ｇ之外的闭集．

定理７　假定Ｍａｒｋｏｖ链有一个非空集Ｅ，且不存在
另一个非空闭集Ｏ，使得Ｅ∩Ｏ＝，则有：

ｌｉｍ
ｋ→!

Ｐ（Ｘｋ＝ｊ）＝
πｊ， ｊ∈Ｅ
０， ｊ{ Ｅ

（２７）

定理８　当灰狼群内部迭代趋于无穷时，灰狼群状
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态序列必将进入最优状态集Ｇ．
证明　由定义９及定理５、定理６、定理７可得，定

理８成立．证毕．
引理２　ＧＷＯ算法的灰狼群状态空间的一般状态

转移至最优状态的转移概率为 １，即ｌｉｍ
ｔ→!

Ｐ（ｔ）（ζｉ→ζｊ）

＝１
文献［９］基于 Ｍａｒｋｏｖ链的 ＰＳＯ算法收敛性分析

时，证明了仅从粒子状态空间的性质并不能保证算法

不具有平稳分布．对于ＧＷＯ算法的Ｍａｒｋｏｖ模型的性质
与ＰＳＯ算法不同，由定理 ３可知，灰狼群状态序列
｛φ（ｔ）：ｔ＞０｝是有限齐次Ｍａｒｋｏｖ链．

证明　假设灰狼群状态 ζ（ｊ）为最优解，若使得算
法收敛，则经过无穷次的状态转移后，灰狼群状态空间

从一般状态转移至最优状态的概率应为１由于：

ｌｉｍ
ｔ→!

Ｐ（ｔ）（ζｉ→ζｊ）＝∑
Ｎφ

ｋ＝１
Ｐ（ｔ）（ζｉｋ→ζｊｋ） （２８）

由定理２可知，ＧＷＯ中灰狼群状态内部的每次迭
代是根据灰狼群的等级特性向最优的状态转移，即只

有最差的灰狼群状态位置进行更新．故：
ｌｉｍ
ｔ→!

Ｐ（ｔ）（ζｉ→ζｊ）＝１ （２９）

引理３　ＧＷＯ算法满足Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ２．
定理９　ＧＷＯ算法收敛到全局最优，即ｌｉｍ

ｔ→!

Ｐ｛Ｘ（ｔ）

∈ＧＸ（０）＝Φ０｝＝１
证明　由于ＧＷＯ算法满足Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１和Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

２，灰狼优化算法每次迭代过程中，个体都会选择更新为
最优个体的保留机制．即当迭代趋于无穷时，ｌｉｍ

ｋ→∞
Ｐ（ｘｋ∈

Ｒξ，Ｍ）＝１，｛ｘｋ｝
!

ｋ＝０是ＧＷＯ算法迭代产生的解序列．通过
定理４可以得出，ＧＷＯ算法是一个全局收敛算法．

假设　在时刻ｔ时，Ｘ（ｔ）已进入全局最优状态解集Ｇ；
由Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１可得，在ｔ＋１时刻，Ｘ（ｔ＋１）必然落在全局最
优状态解集Ｇ中，即Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈ＧＸ（ｔ）∈Ｇ｝＝１，则
Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈Ｇ｝＝Ｐ｛Ｘ（ｔ）Ｇ｝·Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）

　∈ＧＸ（ｔ）Ｇ｝
　＋Ｐ｛Ｘ（ｔ）∈Ｇ｝·Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）
　∈ＧＸ（ｔ）∈Ｇ｝
＝［１－Ｐ｛Ｘ（ｔ）∈Ｇ｝］·Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）
　∈ＧＸ（ｔ）Ｇ｝＋Ｐ｛Ｘ（ｔ）∈Ｇ｝（３０）

令Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈Ｇ Ｘ（ｔ）Ｇ｝ｖ（ｔ）０，

ｌｉｍ
ｔ→!

∏
ｎ

ｔ＝１
（１－ｖ（ｔ））＝０，则可得：

１－Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈Ｇ｝"［１－ｖ（ｔ）］·［１－Ｐ｛Ｘ（ｋ）∈Ｇ｝］

１－Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈Ｇ｝"［１－Ｐ｛Ｘ（ｋ）∈Ｇ｝］·∏
ｔ

ｉ＝１
［１－ｖ（ｉ）］

ｌｉｍ
ｔ→!

Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈Ｇ｝１

由于Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈Ｇ｝"１，故ｌｉｍ
ｔ→!

Ｐ｛Ｘ（ｔ＋１）∈Ｇ｝＝

１，即ｌｉｍ
ｔ→!

Ｐ｛Ｘ（ｔ）∈Ｇ｝＝１

４３　分析小结
综上所述，在对群体智能算法的改进研究中，不仅需

要对函数进行详细的仿真实验，同时也应该注重收敛性

等理论证明．因此给出如下建议：对于ＧＷＯ算法的改进
研究，可以从算法的种群规模初始化策略，如混沌初始

化、量子旋转等；算法控制参数的非线性迭代策略；算法

的种群等级制度的选择策略；算法的自适应性等，从而加

快算法的收敛速度，减少迭代的次数和寻优时间．对于
ＧＷＯ算法的理论研究，可以结合改进机制对其收敛性进
行建模分析和证明［２６］．通过对测试函数的仿真实验，可
以对算法的参数进行调节，验证算法的鲁棒性等性能．

５　实验仿真与分析

　　鉴于 ＳＦＬＡ［７］、ＰＳＯ算法［９］、ＡＢＣ算法［１１，２７］基于

Ｍａｒｋｏｖ模型均给出了明确的收敛证明，因此，本文将从
对比标准的ＧＷＯ算法［１］与 ＳＦＬＡ、ＰＳＯ算法、ＡＢＣ算法
的收敛特性和有效性．选择４个标准测试函数、２个偏
移测试函数和２个旋转测试函数进行实验．各算法的基
本参数设置如表１所示．

表１　群体智能优化算法的参数设置

算法 参数设置

ＧＷＯ 种群Ｎ＝３０，控制参数初值ａｆｉｒｓｔ＝２，终值ａｆｉｎａｌ＝０

ＳＦＬＡ 种群Ｎ＝５０，族群ｍ＝１０，每个族群的青蛙个数ｎ＝５

ＰＳＯ 种群Ｎ＝３０，ｃ１＝ｃ２＝２，ｗ＝０７５

ＡＢＣ 蜜源数量为Ｎ／２，控制参数ｌｉｍｉｔ＝１００

　　文中，所有算法的最大迭代次数 Ｔｍａｘ＝１０００，测试
函数维数Ｄｉｍ＝３０．
５１　测试函数

４种标准测试函数分别为 Ｓｐｈｅｒｅ（Ｆ１）、Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ
（Ｆ２）、Ａｃｋｌｅｙ（Ｆ３）、Ｇｒｉｅｗａｎｋ（Ｆ４），其中，Ｓｐｈｅｒｅ函数是
单峰函数，Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数、Ａｃｋｌｅｙ函数和 Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数
为多峰函数；偏移测试函数［２４］选择 ＳｈｉｆｔｅｄＲａｓｔｒｉｇｉｎ
（Ｆ５）和ＳｈｉｆｔｅｄＳｃｈｗｅｆｅｌ’ｓ１２（Ｆ６）；旋转测试函数

［２５］选

择ＲｏｔａｔｅｄＧｒｉｅｗａｎｋ（Ｆ７）和ＲｏｔａｔｅｄＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ（Ｆ８）．
５２　算法的性能分析

本文仿真实验环境为：Ｗｉｎｄｏｗｓ７操作系统，Ｉｎｔｅｌ
（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ５４２１０ＵＣＰＵ＠２４Ｇ，４Ｇ内存，Ｍａｔｌａｂ
２０１８ａ．每种算法针对测试函数均独立运行２０次，对应
的收敛曲线如图１、图２、图３所示．

４种标准测试函数实验结果如表２所示．其中，平均
值体现算法的收敛精度和寻优能力；标准差体现算法对

抗局部极值的能力；平均耗时体现算法的快速性；算法的

寻优成功率（ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ），定义ε＜１０－８为寻优成功．
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表２　４种标准函数的测试结果

函数

算法
Ｆ１ Ｆ２ Ｆ３ Ｆ４

ＳＦＬＡ

Ｍｅａｎ ４２９Ｅ－４１ ７８４Ｅ＋０１ ９１８Ｅ－１５ ６２７Ｅ－０３

Ｓｔｄ ８３２Ｅ－４１ ２００Ｅ＋０１ ２７７Ｅ－１５ ８２６Ｅ－０３

Ｔｉｍｅ／ｓ １３７Ｅ＋０１ １４９Ｅ＋０１ １４３Ｅ＋０１ １６３Ｅ＋０１

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ １００００％ ０００％ １００００％ ０００％

ＰＳＯ

Ｍｅａｎ ２０８Ｅ－１４ ４１３Ｅ＋０１ １５１Ｅ＋００ ３２１Ｅ－０２

Ｓｔｄ ６２２Ｅ－１４ １１６Ｅ＋０１ ６３７Ｅ－０１ ２８８Ｅ－０２

Ｔｉｍｅ／ｓ １５５Ｅ＋００ １５６Ｅ＋００ １６４Ｅ＋００ １７７Ｅ＋００

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ １００００％ ０００％ １０００％ ０００％

ＡＢＣ

Ｍｅａｎ １３１Ｅ－０３ ２０３Ｅ＋０２ １９３Ｅ－０２ ５６６Ｅ－０２

Ｓｔｄ ５１３Ｅ－０４ １１０Ｅ＋０１ ６２７Ｅ－０３ ４９４Ｅ－０２

Ｔｉｍｅ／ｓ ６５１Ｅ＋００ ６９１Ｅ＋００ ７２６Ｅ＋００ ８２０Ｅ＋００

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ ０００％ ０００％ ０００％ ０００％

ＧＷＯ

Ｍｅａｎ ２７８Ｅ－５８ ２２７Ｅ－１４ １６６Ｅ－１４ ０００Ｅ＋００

Ｓｔｄ ３６７Ｅ－５８ ２９４Ｅ－１４ ２３８Ｅ－１５ ０００Ｅ＋００

Ｔｉｍｅ／ｓ ６４０Ｅ－０１ ５８４Ｅ－０１ ６００Ｅ－０１ ７０１Ｅ－０１

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ １００００％ １００００％ １００００％ １００００％

　　从表２可知，对于均值，Ｓｐｈｅｒｅ函数的寻优结果表
明ＳＦＬＡ、ＧＷＯ、ＰＳＯ算法均能达到１００％的成功率，其
中ＧＷＯ算法的寻优效果最佳；Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数的寻优结

果表明ＧＷＯ算法最佳，且能保证寻优成功率；Ａｃｋｌｅｙ
函数的寻优结果表明ＳＦＬＡ与ＧＷＯ算法的寻优效果优
于ＰＳＯ算法和 ＡＢＣ算法，能够达到１００％的寻优成功
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率；Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数的寻优结果表明 ＧＷＯ算法寻优能力
最佳．从寻优耗时可得出，ＧＷＯ算法的平均耗时最短，
ＳＦＬＡ的平均耗时最长．另外，对于标准差，ＧＷＯ算法表

现出最佳抗局部极值的能力．
对于偏移和旋转测试函数，收敛曲线如图２、图３

所示，仿真实验的统计结果如表３所示．

表３　偏移和旋转函数的测试结果

函数

算法
Ｆ５ Ｆ６ Ｆ７ Ｆ８

ＳＦＬＡ

Ｍｅａｎ １９８Ｅ＋０２ １３０Ｅ＋０１ ５６３Ｅ－０３ ４１４Ｅ＋０１

Ｓｔｄ １１８Ｅ＋０１ ６７５Ｅ＋００ ９００Ｅ－０３ ４３４Ｅ－０１

Ｔｉｍｅ １２２Ｅ＋０１ １８４Ｅ＋０１ ２６６Ｅ＋０２ １８６Ｅ＋０２

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ ０００％ ０００％ ０００％ ０００％

ＰＳＯ

Ｍｅａｎ １８６Ｅ＋０２ １３３Ｅ＋０２ ２５５Ｅ＋００ ４１９Ｅ＋０１

Ｓｔｄ １０６Ｅ＋０１ ５７７Ｅ＋０１ １９０Ｅ＋００ １１３Ｅ＋００

Ｔｉｍｅ １３０Ｅ＋００ ２７５Ｅ＋００ ５７１Ｅ＋０１ ６２７Ｅ＋０１

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ ０００％ ０００％ ０００％ ０００％

ＡＢＣ

Ｍｅａｎ ２２６Ｅ＋０２ ４９１Ｅ＋０４ １７５Ｅ＋０１ ３８７Ｅ＋０１

Ｓｔｄ ８２０Ｅ＋００ ５９４Ｅ＋０３ ３７０Ｅ＋００ １９５Ｅ＋００

Ｔｉｍｅ ６４８Ｅ＋００ １５８Ｅ＋０１ ３７７Ｅ＋０２ ４１５Ｅ＋０２

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ ０００％ ０００％ ０００％ ０００％

ＧＷＯ

Ｍｅａｎ １７０Ｅ＋０２ ６７６Ｅ＋００ ０００Ｅ＋００ ４１６Ｅ＋０１

Ｓｔｄ １３０Ｅ＋０１ １７４Ｅ＋００ ０００Ｅ＋００ ５８６Ｅ－０１

Ｔｉｍｅ ６２５Ｅ－０１ １８６Ｅ＋００ ５５１Ｅ＋０１ ６０９Ｅ＋０１

ＳｕｃｃｅｓｓＲａｔｅ ０００％ ０００％ １００００％ ０００％
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　　由于偏移测试函数的偏移矩阵的数值是随机的，
由ｒａｎｄ函数生成，因此４种群体智能算法的寻优结果
均没有达到最优值（测试函数值为０）．从均值和标准差
综合来看，ＧＷＯ算法的收敛精度和抗局部极值能力优
于ＳＦＬＡ、ＰＳＯ和ＡＢＣ算法，且ＧＷＯ算法的耗时最短．

旋转测试函数ＲｏｔａｔｅｄＧｒｉｅｗａｎｋ函数的寻优计算结
果表明ＧＷＯ算法能够达到１００％的成功率，ＳＦＬＡ的寻
优结果优于 ＰＳＯ算法和 ＡＢＣ算法，但耗时 ＳＦＬＡ比
ＧＷＯ算法和ＰＳＯ算法长；ＲｏｔａｔｅｄＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数寻优
计算结果表明４种群体智能算法均未能达到理论最优
值，其中ＡＢＣ算法的寻优均值最小，ＳＦＬＡ的标准差与
ＧＷＯ算法的标准差处于同一个数量级，但 ＧＷＯ算法
的寻优耗时最短．

综上，标准的ＧＷＯ算法的抗局部极值的能力要优
于ＳＦＬＡ、ＰＳＯ算法和ＡＢＣ算法．且ＧＷＯ算法寻优耗时
最短，收敛精度也相对较佳．实验结果表明，ＧＷＯ算法
有着较好的收敛特性，且抗局部极值能力也优于典型

的群体智能算法．

６　结论
　　本文描述了灰狼的状态空间和灰狼群的状态空
间，通过定义灰狼群状态转移序列建立了基于 Ｍａｒｋｏｖ
链的ＧＷＯ算法数学模型．通过分析该算法的Ｍａｒｋｏｖ链
性质，证明它是有限齐次 Ｍａｒｋｏｖ链．结合随机搜索算法
的收敛准则，证明了 ＧＷＯ算法的收敛性．基于测试函
数进行实验仿真，实验结果表明 ＧＷＯ算法比 ＳＦＬＡ、
ＰＳＯ、ＡＢＣ具有更好的收敛精度和寻优能力．本文对
ＧＷＯ算法随机过程的理论分析和得出的结论对算法
的具体理解和算法的改进有一定的理论指导意义．下
一步将对ＧＷＯ算法进行更加深入的理论研究，如利用
非动力学的理论、鞅过程理论对灰狼捕猎的运动和稳

定性进行分析，另外，将对ＧＷＯ算法进行改进，并将之
应用于多目标优化、无线传感器节点部署等问题．
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