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　　摘　要：　约束二维有限脉冲响应（ＦｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＦＩＲ）滤波器，现有设计算法计算复杂度高．针对二维
ＦＩＲ滤波器的约束最小二乘设计，本文应用交替方向乘子法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ），研究
其并行优化方法．通过模型的最大分划，并采用一种松弛技术，提出一个具有高度并行结构的最大分划松弛ＡＤＭＭ算
法，分析了算法的计算复杂度，讨论了算法的收敛性，并给出了算法的参数设置方法．实验表明，最大分划松弛 ＡＤＭＭ
比非松弛的最大分划ＡＤＭＭ收敛快很多；与现有算法相比，提高了计算效率．ＧＰＵ加速实验中获得的大加速比，表明
了所提算法的高度并行性和可扩展性，在图像处理、计算机视觉、模式识别及机器学习等领域有广阔的应用前景．

关键词：　滤波器设计；多维信号处理；优化方法；约束最小二乘；交替方向乘子法；计算复杂度；收敛性
分析

中图分类号：　ＴＮ７９　　　文献标识码：　Ａ　　　文章编号：　０３７２２１１２（２０２０）０３０５１００８
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ　 ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０２０．０３．０１３

ＡＭａｘｉｍａｌｌｙＳｐｌｉｔａｎｄＲｅｌａｘｅｄＡＤＭＭｆｏｒＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓＤｅｓｉｇｎｏｆＴｗｏＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＦＩＲＦｉｌｔｅｒｓ

ＭＡＭｅｎｇｙａｏ１，ＬＡＩＸｉａｏｐｉｎｇ１，ＭＥＮＧＨａｉｌｏｎｇ２

（１ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，ＨａｎｇｚｈｏｕＤｉａｎｚｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｈａｎｇｚｈｏｕ，Ｚｈｅｊｉａｎｇ３１００１８，Ｃｈｉｎａ；
２ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，ＱｉｌｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（ＳｈａｎｄｏｎｇＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ），Ｊｉｎａｎ，Ｓｈａｎｄｏｎｇ２５０３５３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｆｏｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ（２Ｄ）ｆｉｎｉｔｅｉｍｐｕｌｓｅｒｅｓｐｏｎｓｅ（ＦＩＲ）ｆｉｌｔｅｒｓ，ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉ
ｔｙｏｆｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｄｅｓｉｇｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｓｖｅｒｙｈｉｇｈ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ（ＡＤＭＭ），ｔｈｅｐａｒ
ａｌｌｅｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ（ＣＬＳ）２ＤＦＩＲｆｉｌｔｅｒｓｗａｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｂｙｍａｘｉｍａｌｌｙｓｐｌｉｔｔｉｎｇｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｉｎｔｏ
ｕｎｉｖａｒｉａｔｅｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍｓａｎｄｕｔｉｌｉｚｉｎｇａｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，ａｍａｘｉｍａｌｌｙｓｐｌｉｔａｎｄｒｅｌａｘｅｄＡＤＭＭ ｗｉｔｈａｈｉｇｈｌｙｐａｒａｌｌｅｌ
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｅｒｅａｎａｌｙｚｅｄ，ａｎｄａ
ｐｒａｃｔｉｃａｌｓｃｈｅｍｅｆｏｒｓｅｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗａｓｐｒｏｖｉｄｅｄ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍａｘｉ
ｍａｌｌｙｓｐｌｉｔａｎｄｒｅｌａｘｅｄＡＤＭＭｃｏｎｖｅｒｇｅｓｍｕｃｈｆａｓｔｅｒｔｈａｎｔｈｅｍａｘｉｍａｌｌｙｓｐｌｉｔｕｎｒｅｌａｘｅｄＡＤＭＭ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｅｘｉｓｔｉｎｇ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｉｍｐｒｏｖｅｄ．Ｔｈｅｌａｒｇｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｒａｔｉｏｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ
ＧＰＵｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｈｉｇｈｐａｒａｌｌｅｌｉｓｍａｎｄｓｃａｌａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｗｈｉｃｈｉｓｖｅｒｙｖａｌｕａｂｌｅｆｏｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆ
ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎ，ｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ．
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１　引言
　　二维有限脉冲响应（ＦｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＦＩＲ）
滤波器，由于其内禀稳定性且易于实现精确线性相位，

在图像处理、模式识别等诸多领域得到广泛应用，其设

计问题备受研究者关注［１～１９］．传统二维 ＦＩＲ滤波器设
计算法，将二维滤波器的脉冲响应系数矩阵转换为向

量，然后用一维 ＦＩＲ滤波器的设计算法进行求
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解［１，５，９～１３］．该类算法求解的设计问题，可定义在二维频
率区域的任意离散点集上，但高阶滤波器设计的计算

负担过重．为此，研究者直接用脉冲响应系数矩阵描述
设计问题，并提出求解系数矩阵的高效二维算

法［２，６～８，１５～１９］．与转换成系数向量后再求解的传统算法
相比，二维算法的计算复杂度小得多，但其求解的逼近

问题只能定义在二维频率区域的矩阵格点（由矩阵方

格所确定的离散频率点集）上，限制了二维算法的

应用．
在某些典型二维滤波器设计中，非矩阵频率格点

有助于减小带边附近的逼近误差．如圆形滤波器及扇
形滤波器，由于矩阵格点不能覆盖其圆形和射线型的

通带和阻带带边，求解定义在矩阵格点上的逼近问题，

所得滤波器在带边附近逼近误差较大．为此可将带边
频率点添加到逼近点集中，得到的频率点集不再是矩

阵格点．这时，基于脉冲响应系数矩阵的高效二维算法
无法应用．

二维ＦＩＲ滤波器优化设计中，大量滤波器脉冲响应
系数及大量逼近频率点，使设计问题成为大规模优化

问题．处理该类问题的一个基本思想，是将其分解成规
模相对较小且更易求解，特别是可并行和／或分布式求
解的多个子问题［２０，２１］．交替方向乘子法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉ
ｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）［２２］，其与生俱来的
并行和分布式结构，使之成为求解大规模凸优化问题

的强有力工具［２０，２１，２３］，已在许多信号处理问题中得到成

功应用［２３～３２］．
文献［３３，３４］将最小二乘拟合问题按优化变量进

行最大分划，得到一个最大分划 ＡＤＭＭ，对变量的更新
是标量化的（即按标量分量更新），并行性非常高．文献
［３３］将ＡＤＭＭ应用到滤波器设计问题，得到二维 ＦＩＲ
滤波器加权最小二乘设计的最大分划 ＡＤＭＭ算法．另
外，为加速收敛，文献［３３，３４］还提出一种松弛技术，并
与最大分划ＡＤＭＭ结合，得到最小二乘问题的最大分
划松弛ＡＤＭＭ算法．

本文将［３３，３４］中无约束最小二乘问题的最大分
划松弛ＡＤＭＭ推广到有约束情形，考虑二维 ＦＩＲ滤波
器约束最小二乘设计，提出相应的最大分划松弛

ＡＤＭＭ，导出算法表达式，分析算法复杂性和并行性，给
出算法参数设置方法，并通过实验展示算法性能．

２　约束最小二乘设计的模型拟合表述
　　不失一般性，考虑阶数 ｎ为偶数、脉冲响应系数
｛ｈ（ｎ１，ｎ２）｜ｎ１，ｎ２!０，１，…，ｎ｝矩形对称的二维 ＦＩＲ数
字滤波器，其相位响应 φ（ω１，ω２）是数字频率 ω１，ω２的
线性函数，幅值响应

Ｇ（ｘ，ω１，ω２）＝φ（ω１，ω２）
Ｔｘ （１）

是系数向量ｘ的线性函数［１７］．式（１）中，ｘ的 Ｎ
!

（ｎ
"

２
#

１）２个分量按一定规则与脉冲响应系数 ｈ（ｎ１，ｎ２）相关

联；φ（ω１，ω２）!φ１（ω１）$φ２（ω２），φ１（ω１）!［１／槡２，

ｃｏｓ（ω１），ｃｏｓ（２ω１），…，ｃｏｓ（ｎω１／２）］
Ｔ，φ２（ω２）!［１／槡２，

ｃｏｓ（ω２），ｃｏｓ（２ω２），…，ｃｏｓ（ｎω２／２）］
Ｔ；上标Ｔ表示转置

运算．
设Ｄ（ω１，ω２）为定义在离散频率点集 Ω%Ω０!［０，

π］２上的期望幅值响应．考虑滤波器ｈ（ｎ１，ｎ２）的约束最
小二乘设计，即用实际幅值响应 Ｇ（ｘ，ω１，ω２）逼近期望
响应Ｄ（ω１，ω２），使逼近误差

Ε（ｘ，ω１，ω２）≡Ｇ（ｘ，ω１，ω２）－Ｄ（ω１，ω２） （２）
满足上界约束的同时，其能量最小．设计问题描述为：

ｍｉｎ
ｘ ∑（ω１，ω２）∈Ω

１
２［Ｇ（ｘ，ω１，ω２）－Ｄ（ω１，ω２）］

２ （３ａ）

ｓ．ｔ．：｜Ｇ（ｘ，ω１，ω２）－Ｄ（ω１，ω２）｜≤δ，（ω１，ω２）∈Ω
（３ｂ）

其中δ＞０是幅值误差的一个预设上界．
把式（１）代入式（３），约束最小二乘设计问题可转

化为如下约束模型拟合问题：

ｍｉｎ
ｘ

１
２‖Ａｘ－ｄ‖

２
２ （４ａ）

ｓ．ｔ．：　－δ１｜≤Ａｘ－ｄ≤δ１ （４ｂ）
其中，Ａ

&

ＲＭ×Ｎ为模型的数据矩阵，ｄ
&

ＲＭ为模型的期望
输出向量，Ｍ代表集合 Ω的元素个数，１是一个全１向
量．Ａ的某一行（如第ｊ行）是Ω中某个二维频率点（ω１，
ω２）上的φ（ω１，ω２）

Ｔ，ｄ的相应（第 ｊ个）分量则是该频
率点上的Ｄ（ω１，ω２）．

定义

ｆ（Ａｘ－ｄ）＝１２‖Ａｘ－ｄ‖
２
２＋Ｉ（Ａｘ－ｄ） （５ａ）

其中Ｉ（
'

）为约束式（４ｂ）的指示函数，

Ｉ（Ａｘ－ｄ）＝
０， －δ１≤ Ａｘ－ｄ≤δ１
(

，{ 其他
（５ｂ）

利用式（５），约束模型拟合问题式（４）可重写为如下无
约束模型拟合问题：

ｍｉｎ
ｘ
ｆ（Ａｘ－ｄ） （６）

３　最大分划松弛ＡＤＭＭ算法

３１　算法原理及复杂度和并行性分析
将模型拟合问题式（６）按优化变量进行分划：令 ｘ

!

［ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ］
Ｔ，其中 ｘｉ为 ｘ的第 ｉ个标量分量；数据

矩阵Ａ
!

［ａ１，ａ２，…，ａＮ］，ａｉ为Ａ的第ｉ列．令ｚｉ!ａｉｘｉ，ｉ＝
１，２，…，Ｎ，则问题式（６）可等价转化为［２２］：

ｍｉｎ
ｘ，Ｚ
ｆ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｚｉ－( )ｄ （７ａ）

ｓ．ｔ．：　ａｉｘｉ＝ｚｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ （７ｂ）

１１５



电　　子　　学　　报 ２０２０年

其中Ｚ＝［ｚ１，ｚ２，…，ｚＮ］．
如文献［３３］，引进

ｚ^ｉ（ｘｉ，ｚｉ）＝αｚｉ＋（１－α）ａｉｘｉ （８）
其中α＞０是一个缩放因子，其作用是将约束 ａｉｘｉ!ｚｉ松
弛为ａｉｘｉ＝^ｚｉ（ｘｉ，ｚｉ），以缩放约束误差 ｚｉ－ａｉｘｉ．当 α≥１
时，放大约束误差．利用该松弛技术，问题式（７）变成

ｍｉｎ
ｘ，Ｚ
ｆ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｚｉ－( )ｄ （９ａ）

ｓ．ｔ．：　ａｉｘｉ＝^ｚｉ（ｘｉ，ｚｉ），ｉ＝１，２，…，Ｎ （９ｂ）
构造问题式（９）的增广拉格朗日函数：

Ｌρ（ｘ，Ｚ，Λ）＝ｆ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｚｉ－( )ｄ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｌ^ρ（ｘｉ，^ｚｉ（ｘｉ，ｚｉ），λｉ）

（１０ａ）

Ｌ^ρ（ｘｉ，^ｚｉ，λｉ）＝λ
Ｔ
ｉ［ａｉｘｉ－^ｚｉ］＋

ρ
２‖ａｉｘｉ－^ｚｉ‖

２
２

（１０ｂ）
其中矩阵Λ!

［λ１，λ２，…，λＮ］，ρ＞０是一个惩罚因子．
应用ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代最小化 Ｌρ（ｘ，Ｚ，Λ），即在第 ｋ次
迭代，先关于ｘ最小化 Ｌρ（ｘ，Ｚ

ｋ，Λｋ）以更新 ｘｋ，再关于
Ｚ最小化 Ｌρ（ｘ

ｋ＋１，Ｚ，Λｋ）以更新 Ｚｋ，最后再利用 ｘｋ#１和
Ｚｋ#更新乘子Λｋ．具体迭代公式如下：
ｘｋ＋１ｉ ＝ａｒｇｍｉｎ

ｘｉ
Ｌ^ρ（ｘｉ，^ｚｉ（ｘ

ｋ
ｉ，ｚ

ｋ
ｉ），λ

ｋ
ｉ），ｉ＝１，２，…，Ｎ

（１１ａ）

　　Ｚｋ＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ{Ｚ
ｆ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｚｉ－( )ｄ

＋∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｌ^ρ（ｘ

ｋ＋１
ｉ ，^ｚｉ（ｘ

ｋ＋１
ｉ ，ｚｉ），λ

ｋ
ｉ }） （１１ｂ）

λｋ＋１ｉ ＝λｋｉ＋ρ（ａｉｘ
ｋ＋１
ｉ －^ｚｉ（ｘ

ｋ＋１
ｉ ，ｚ

ｋ＋１
ｉ ）），ｉ＝１，２，…，Ｎ

（１１ｃ）
注意到式（８）和（１０ｂ），并引进 ｕｋｉ＝（αρ）

－１λｋｉ，式（１１）
变成

ｘｋ＋１ｉ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｘｉ
‖ａｉ（ｘｉ－ｘ

ｋ
ｉ）－α（ｚ

ｋ
ｉ－ａｉｘ

ｋ
ｉ－ｕ

ｋ
ｉ）‖

２
２，

　　　　　　　　　　　　　　　ｉ＝１，２，…，Ｎ
（１２ａ）

　Ｚｋ＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ{Ｚ
ｆ∑Ｎ

ｉ＝１
ｚｉ－( )ｄ

＋１２α
２ρ∑

Ｎ

ｉ＝１
‖ｚｉ－ａｉｘ

ｋ＋１
ｉ －ｕｋｉ‖ }２２ （１２ｂ）

ｕｋ＋１ｉ ＝ｕｋｉ＋ａｉｘ
ｋ＋１
ｉ －ｚｋ＋１ｉ ，ｉ＝１，２，…，Ｎ （１２ｃ）

令珚Ａ＝Ｎ－１Ａ，珔ｄ＝Ｎ－１ｄ，并定义均值辅助向量 ｚ、均值乘
子向量ｕ和均值模型输出ｙ：

ｚ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｚｉ，ｕ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｕｉ，ｙ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ａｉｘｉ＝珚Ａｘ

（１３）
容易看到，问题式（１２ｂ）的解应满足：任给 ｉ＝１，２，

…，Ｎ；ｚｉ－ａｉｘ
ｋ＋１
ｉ －ｕｋｉ＝ｚ－ｙ

ｋ＋１－ｕｋ，由此及式（１２ｃ）可

知ｕｋｉ＝ｕ对任意ｉ成立．进一步注意到式（５），式（１２）简
化为：

ｘｋ＋１ｉ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｘｉ
‖珔ａｉ（ｘｉ－ｘ

ｋ
ｉ）－珔α（ｚ

ｋ－ｙｋ－ｕｋ）‖２
２，

　　　　　　　　　　　　ｉ＝１，２，…，Ｎ（１４ａ）
ｙｋ＋１＝珚Ａｘｋ＋１ （１４ｂ）

ｚｋ＋１＝ａｒｇ ｍｉｎ
ｚ：－珋δ１≤ｚ－珔ｄ≤珋δ

{
１
‖ｚ－珔ｄ‖２

２＋^ρ‖ｚ－ｙ
ｋ＋１－ｕｋ‖ }２２

（１４ｃ）
ｕｋ＋１＝ｕｋ＋ｙｋ＋１－ｚｋ＋１ （１４ｄ）

其中：珔α＝α／Ｎ，^ρ＝α２ρ／Ｎ，珋δ＝δ／Ｎ，珔ａｉ为珚Ａ的第ｉ列．
解析表达出问题式（１４ａ）和问题式（１４ｃ）的解，可

得约束最小二乘问题式（４）的最大分划松弛 ＡＤＭＭ
算法：

ｘｋ＋１ｉ ＝ｘｋｉ－珔α‖珔ａ
Ｔ
ｉ
珔ａｉ‖

－２
２
珔ａＴｉ（ｙ

ｋ＋ｕｋ－ｚｋ），ｉ＝１，２，…，Ｎ
（１５ａ）

ｙｋ＋１ｊ ＝珋ｒｊｘ
ｋ＋１，　　　　　ｊ＝１，２，…，Ｍ （１５ｂ）

ｚｋ＋１ｊ ＝珔ｄｊ＋ｍｉｎ｛珋δ，（１＋^ρ）
－１^ρｙｋ＋１ｊ ＋ｕｋｊ－珔ｄｊ｝

×ｓｇｎ（ｙｋ＋１ｊ ＋ｕｋｊ－珔ｄｊ），　　 　ｊ＝１，２，…，Ｍ（１５ｃ）
ｕｋ＋１ｊ ＝ｕｋｊ＋ｙ

ｋ＋１
ｊ －ｚｋ＋１ｊ ，　　ｊ＝１，２，…，Ｍ （１５ｄ）

其中，珋ｒｊ是矩阵珚Ａ的第 ｊ行，珔ｄｊ、ｙｊ、ｚｊ、ｕｊ分别是向量 珔ｄ、ｙ、
ｚ、ｕ的第ｊ个标量分量．当α＝１（即 珔α＝１／Ｎ）时，式（８）
将丧失其松弛作用，称此时的问题式（１５）为（非松弛）
最大分划ＡＤＭＭ．

最大分划松弛 ＡＤＭＭ式（１５）的每个迭代步，对向
量变量的更新已分解成对其标量分量的独立更新．正
是由于这种标量化特性，算法每个迭代步的变量更新，

容易用多处理器并行计算，使算法具有非常高的并行

性．由简单分析可知，若将循环中不发生变化的那些量，
如珔α‖珔ａＴｉ珔ａｉ‖

－２
２ 及 ρ^／（１＋ρ^）等事先算出，且有足够多的

处理器来并行实现每个迭代步的所有标量更新，则算法

的一次循环只需 Ｍ＋Ｎ＋２个浮点乘运算和３Ｍ＋Ｎ＋４
个浮点加运算，单次循环计算复杂度是 Ｍ和 Ｎ的一次
方．考虑到Ｎ＝［（ｎ＋２）

"

２］２，且Ｍ≤［ｍ（ｎ＋２）"２］２，其中
ｍ＞１为不随ｎ变化的常数，算法的单次循环计算复杂
度是滤波器阶数ｎ的二次方．
３２　算法收敛性及参数设置

当幅值误差约束上界δ大于某个值时，约束最小二
乘问题式（３）退化为无约束最小二乘问题．此时的最大
分划松弛ＡＤＭＭ式（１５），退化为文献［３３］中无约束最
小二乘问题的最大分划松弛ＡＤＭＭ算法．

在无约束情形下（相当于 δ＝(），算法式（１５）可等
价转化为线性动态系统：

珔ｘｋ＋１

珔ｕｋ[ ]＋１ ＝Ｑ
珔ｘｋ

珔ｕ[ ]ｋ （１６ａ）

其中：

珔ｘｋ＝珚Ｄ－１ｘｋ－Ｇ－１珚Ｄ珚ＡＴ珔ｂ，珔ｕｋ＝Ｇ－１珚Ｄ珚ＡＴｕｋ （１６ｂ）
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Ｑ＝
Ｉ－珔αＧ －（１－^ρ）珔αＧ
１
１＋^ρ

（Ｉ－珔αＧ） １
１＋^ρ

Ｉ－１－^ρ１＋^ρ
珔α







Ｇ
（１６ｃ）

　　珚Ｄ {＝ｄｉａｇ ‖珔ａ１‖
－１，‖珔ａ２‖

－１，…，‖珔ａＮ‖ }－１ （１６ｄ）
Ｇ＝珚Ｄ珚ＡＴ珚Ａ珚Ｄ （１６ｅ）

　　根据线性动态系统理论，系统式（１６）渐近稳定（即
珔ｘｋ和珔ｕｋ渐近收敛到０）的充要条件为，系统矩阵 Ｑ之特
征值全部在单位圆内．可以证明［３４］：系统矩阵Ｑ之所有
特征值均在单位圆内的充要条件是

珔α＜２ν－１ｍ （２＋^ρ）／３ （１７）
其中νｍ是矩阵Ｇ的最大特征值．式（１７）就是无约束情
形下算法式（１５）收敛的充要条件．进一步可证明［３４］：对

任意满足式（１７）的珔α＞０和 ρ^＞０，系统矩阵Ｑ之谱半径
为

ｒ（珔α，^ρ）＝ｍａｘ

２＋^ρ－２珔ανｓ＋ ４珔α２ν２ｓ－４珔ανｓ＋^ρ槡
２

２（１＋^ρ）
，

２＋^ρ－２珔ανｍ－ ４珔α２ν２ｍ－４珔ανｍ ＋^ρ槡
２

２（１＋^ρ




















）

（１８）
其中 νｍ和 νｓ是矩阵 Ｇ的最大和最小特征值．谱半径
ｒ（珔α，^ρ）决定了无约束情形下算法式（１５）的收敛率，最
小化ｒ（珔α，^ρ）可得到使无约束情形下算法式（１５）收敛最
快的参数，即：

（珔α，^ρ）＝ａｒｇ ｍｉｎ
（珔α，^ρ）：珔α＜２ν－１ｍ（２＋^ρ）／３

ｒ（珔α，^ρ） （１９）

约束上界δ小于无约束最小二乘解的最大幅值误
差时，式（１７）不再是最大分划松弛 ＡＤＭＭ式（１５）收敛
的充要条件，但应存在满足０

)

珔α０)２ν－１ｍ （２＋ρ^）／３的某
个 珔α０，使得当 珔α≤珔α０时，算法式（１５）收敛．另外，由式
（１９）计算的珔α和 ρ^，一般不再是使算法收敛最快的参
数，但仍可把它们作为算法参数设置的一个重要参考．
大量仿真表明，当约束可行且不是很紧时，在参数 珔α和
ρ^下算法收敛且收敛较快．事实上，第 ４节的仿真实
验，本文算法都是按式（１９）设置参数的，即取 珔α＝珔α和
ρ^＝^ρ．若出现不收敛情形，适当增大 ρ^和／或稍微减小
珔α，可使算法收敛．

定理　收敛时，算法式（１５）一定收敛到约束模型
拟合问题式（４）的最优解．

证明　设算法式（１５）收敛到ｘ(、ｚ( 和ｕ(，即

ｌｉｍ
ｋ→(

ｘｋ＝ｘ(，ｌｉｍ
ｋ→(

ｚｋ＝ｚ(，ｌｉｍ
ｋ→(

ｕｋ＝ｕ( （２０）

由式（１５ｂ）和（１５ｄ）知，
*

ｊ＝１，２，…，Ｍ，ｙ(ｊ＝珋ｒｊｘ
( ＝ｚ(ｊ．

再由式（１５ａ）可得，
*

ｉ＝１，２，…，Ｎ，珔ａＴｉｕ
( ＝０，进而有

珚ＡＴｕ( ＝０ （２１）
进一步，由式（１５ｃ）经代数运算可得，

*

ｊ＝１，２，…，Ｍ，

珋ｒｊｘ
( －珔ｄｊ＝

ρ^ｕ(ｊ， 当 ρ^｜ｕ(ｊ｜≤珋δ时
珋δ， 当 ρ^ｕ(ｊ＞珋δ时

－珋δ， 当 ρ^ｕ(ｊ＜－珋δ
{

时

（２２）

定义

ζｊ＝

０， 当 ρ^｜ｕ(ｊ｜≤珋δ时

ρ^ｕ(ｊ－珋δ， 当 ρ^ｕ(ｊ＞珋δ时

－（^ρｕ(ｊ＋珋δ）， 当 ρ^ｕ(ｊ＜－珋δ
{

时

（２３）

由式（２２）和（２３）易知，
*

ｊ＝１，２，…，Ｍ，
ζｊ０，ζｊ（｜珋ｒｊｘ

( －珔ｄｊ｜－珋δ）＝０ （２４）
珋ｒｊｘ

( －珔ｄｊ＝^ρｕ
(

ｊ－ζｊｓｇｎ（珋ｒｊｘ
( －珔ｄｊ） （２５）

式（２５）两边同乘珋ｒＴｊ，再对ｊ＝１，２，…，Ｍ求和，并注意到
式（２１），可得：

珚ＡＴ珚Ａｘ( －珚ＡＴ珔ｄ＋∑
Ｍ

ｊ＝１
ζｊｓｇｎ（珋ｒ

Ｔ
ｊｘ

( －珔ｄｊ）珋ｒｊ＝０ （２６）

另外，由式（２２）立刻得，
*

ｊ＝１，２，…，Ｍ，｜珋ｒｊｘ
( －珔ｄｊ｜≤

珋δ，即：
－珋δ１≤珚Ａｘ( －珔ｄ≤珋δ１ （２７）

式（２４）、（２６）和（２７）一起构成问题式（４）的ＫＫＴ条件．
再由问题式（４）的凸性可知，ｘ( 就是问题式（４）的最
优解．

４　仿真实验及性能比较
　　本节通过圆形和扇形滤波器设计及与现有算法比
较，展示最大分划松弛 ＡＤＭＭ式（１５）的性能．设计中，
算法参数根据式（１９）计算，终止条件取为‖ｕｋ＋１‖－１

‖ｕｋ＋１－ｕｋ‖≤＝１０－４．算法用 ＭＡＴＬＡＢ编程，并在
Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ７８７００ＫＣＰＵ、主频３７ＧＨｚ、内存
３２０ＧＢ的计算机上实现．记

ΩＲ＝ （ｋ１，ｋ２）
ｋπ

４（ｎ＋１），ｋ１，ｋ２＝０，１，…，４（ｎ＋１{ }）
（２８）

为Ω０＝［０，π］
２的一个矩阵格点，Ωｅｐ和Ω

ｅ
ｓ分别为通带Ωｐ

和阻带Ωｓ的带边频率子集．则 ΩＮＲ＝ΩＲ!Ω
ｅ
ｐ!Ω

ｅ
ｓ通常是

一个非矩阵格点．如果没有特别说明，设计问题的逼近
频率集取为Ω＝ΩＮＲ"（Ωｐ!Ωｓ）．

例１　圆形低通滤波器设计
滤波器通带Ωｐ＝｛（ω１，ω２）&Ω０｜ω

２
１＋ω

２
２≤ω

２
ｐ｝，阻

带Ωｓ＝｛（ω１，ω２）&Ω０｜ω
２
１＋ω

２
２≥ω

２
ｓ｝，其中ωｐ和ωｓ分别

是通带截止频率和阻带起始频率．带边频率子集为：

Ωｅｐ {＝ ｃｏｓ（ｋ－１）π２（Ｎｐ－１）
，ｓｉｎ（ｋ－１）π２（Ｎｐ－１( )）ωｐ，

ｋ＝１，２，…，Ｎ }ｐ （２９ａ）

Ωｅｓ {＝ ｃｏｓ（ｋ－１）π２（Ｎｓ－１）
，ｓｉｎ（ｋ－１）π２（Ｎｓ－１( )）ωｓ，

ｋ＝１，２，…，Ｎ }ｓ （２９ｂ）

其中Ｎｐ＝ｉｎｔ［２ｎωｐ］，Ｎｓ＝ｉｎｔ［２ｎωｓ］．
先考虑 ωｐ＝０５π，ωｓ＝０６π，阶数 ｎ＝２０、３０、４０
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和 ５０，相应约束上界 δ＝００９５、００４２、００１８和
０００７５的滤波器 １～４用最大分划松弛 ＡＤＭＭ算
法、ＭＡＴＬＡＢ优化工具箱中的 ｌｓｑｌｉｎ（）函数及凸优化
软件包 ＣＶＸ（ＳｅＤｕＭｉ求解器）进行设计．三种算法得
到几乎相同的最大逼近误差（等于相应的约束上界值

δ），也得到几乎相同的均方根逼近误差（分别为
００２１６、０００８０５、０００３０５和 ０００１１３）．但最大分划
松弛 ＡＤＭＭ的计算机耗时，比 ｌｓｑｌｉｎ（）函数及 ＣＶＸ方
法都少很多，见表１
表１　圆形滤波器（ωｐ＝０５π，ωｓ＝０６π）设计中的算法耗时（ｓ）

设计算法 滤波器１ 滤波器２ 滤波器３ 滤波器４

最大分划松弛ＡＤＭＭ ０５１５ １７５ ３１９ ６３３

ｌｓｑｌｉｎ（）函数 ３２７ １４３ ７３２ ２３３

ＣＶＸ（ＳｅＤｕＭｉ求解器） ２５２ ２１８ １３７０ ４２８７

　　图１画出了最大分划松弛ＡＤＭＭ以及非松弛的最
大分划 ＡＤＭＭ（即在式（１５）中令 珔α＝１／Ｎ，^ρ由式（１９）
附加约束 珔α＝１／Ｎ后计算）得到的，滤波器３的最大误
差和均方根误差的收敛曲线．最大分划松弛 ＡＤＭＭ比
非松弛的最大分划 ＡＤＭＭ收敛快很多，表明松弛技术
式（８）对ＡＤＭＭ有很好的加速作用．

为比较，也在矩阵格点 珚Ω＝ΩＲ"（Ωｐ!Ωｓ）上对前述
滤波器１～４进行设计，并在一个比Ω和珚Ω都更稠密的

格点 Ωｔ＝｛（ω１，ω２）｜：ω１＝ｋ１π／１０００，ω２＝ｋ２π／１０００；
ｋ１，ｋ２＝０，１，…，１０００｝上度量滤波器的最大误差和均方
根误差．Ω及珚Ω上的设计结果同时列于表２可以看到，
非矩阵格点Ω上的设计，得到了更小的通带／阻带最大
误差，但稍许增加了均方根误差．

表２　基于两种不同频率格点之圆形滤波器（ωｐ＝０５π，ωｓ＝０６π）的性能比较

逼近频率格点 性能 滤波器１ 滤波器２ 滤波器３ 滤波器４

矩阵格点珚Ω＝
ΩＲ"（Ωｐ!Ωｓ）

通带最大误差 ０１１７３ ００４９８４ ００２８９８ ００１３６５

阻带最大误差 ０１０８５ ００５１１４ ００２２４５ ０００９６２５

均方根误差 ００１６３３ ０００６２９７ ０００２４３６ ００００９０７

非矩阵格点

Ω ＝ΩＮＲ"（Ωｐ!Ωｓ）

通带最大误差 ００９５０４ ００４２０２ ００１８０２ ０００７５２６

阻带最大误差 ００９４７８ ００４２０４ ００１８０５ ０００６７３４

均方根误差 ００１７１９ ０００６６６２ ０００２５８８ ００００９７１

　　再考虑 ωｐ＝０５π，ωｓ＝０５６π，ｎ＝６０、７０、８０和９０
的高阶滤波器５～８，约束上界 δ分别取００２２、００１２、
０００８和０００５，用最大分划松弛 ＡＤＭＭ在非矩阵格点

Ω上进行设计．所得滤波器的最大误差、均方根误差以
及设计所耗费的计算机时间列于表３，图２画出了滤波
器６的幅频响应．

表３　圆形滤波器（ωｐ＝０５π，ωｓ＝０５６π）的逼近误差及最大分划松弛ＡＤＭＭ的计算机耗时（ｓ）和ＧＰＵ加速比

滤波器 性能要求 最大误差 均方根误差 时间（无ＧＰＵ） 时间（有ＧＰＵ） ＧＰＵ加速比

滤波器５ ｎ＝６０，δ＝００２２ ００２２０６ ０００３４７１ １２４８ ０１１１ １１２４

滤波器６ ｎ＝７０，δ＝００１２ ００１２０９ ０００１９０５ ２２０８ ０１１７ １８８７

滤波器７ ｎ＝８０，δ＝０００８ ０００８０４ ０００１１０３ ４１２０ ０１３２ ３１２１

滤波器８ ｎ＝９０，δ＝０００５ ０００５０５ ００００６２１ ９７２０ ０１８８ ５１７０

　　同时，还用 ＮＶＩＤＩＡＧｅＦｏｒｃｅＲＴＸ２０８０Ｔｉ显卡
ＧＰＵ，对最大分划松弛 ＡＤＭＭ进行加速．加速后，设计
所需的计算机时间大幅度减小，加速比均在１００以上，

结果也列于表３随滤波器阶数增大，计算时间没有明
显增加，加速比却有增大的趋势，表明了最大分划松弛

ＡＤＭＭ的高度并行性和可扩展性．
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第　３　期 马梦瑶：二维ＦＩＲ滤波器约束最小二乘设计的最大分划松弛ＡＤＭＭ算法

例２　扇形滤波器设计
通带Ωｐ＝｛（ω１，ω２）&Ω０｜０≤ω１≤ω２ｔａｎθ｝，阻带Ωｓ

＝｛（ω１，ω２）&Ω０｜ω２ｔａｎθ＋ωｔ≤ω１≤π｝，其中θ＝π／６为
扇角，ωｔ＝００８π为过渡带宽．带边频率子集取为

Ωｅｐ＝ （ｔａｎθ，１）
（ｋ－１）π
Ｎｐ－１

，ｋ＝１，２，…，Ｎ{ }ｐ （３０ａ）
Ωｅｓ＝ （ωｔ，０）＋（ｔａｎθ，１）

（ｋ－１）π
Ｎｓ－１

，ｋ＝１，２，…，Ｎ{ }ｓ
（３０ｂ）

其中Ｎｐ＝ｉｎｔ［４ｎ／ｃｏｓ（θ）］，Ｎｓ＝ｉｎｔ［４ｎ／ｃｏｓ（θ）］．
表４　扇形滤波器（θ＝π／６，ωｔ＝００８π）的逼近误差及最大分划松弛ＡＤＭＭ的计算机耗时（ｓ）和ＧＰＵ加速比

滤波器 性能要求 最大误差 均方根误差 时间（无ＧＰＵ） 时间（有ＧＰＵ） ＧＰＵ加速比

滤波器９ ｎ＝６０，δ＝００２６ ００２５８３ ０００１９６８ ８７４６ ００７７４ １１３０

滤波器１０ ｎ＝７０，δ＝００１２ ００１１９３ ００００９５５ ２１０４ ０１０５８ １９８９

滤波器１１ ｎ＝８０，δ＝０００５ ０００４８９６ ００００４６８５ ４９０４ ０１５４８ ３１６８

滤波器１２ ｎ＝９０，δ＝０００３２ ０００３１５４ ００００２３３０ １２２４ ０４９０４ ２４９６

　　在非矩阵格点 Ω上，用最大分划松弛 ＡＤＭＭ设计
ｎ＝６０、７０、８０和９０的滤波器９～１２，约束上界 δ分别为
００２６、００１２、０００５和０００３２滤波器的最大误差、均
方根误差，以及算法耗费的计算机时间列于表４，滤波
器１１的幅频响应示于图３ＧＰＵ加速后，计算机耗时大
幅度减少，也获得了超过１００的加速比．

５　结束语
　　针对二维线性相位 ＦＩＲ滤波器的约束最小二乘设
计，本文提出一个最大分划松弛ＡＤＭＭ算法．最大分划
使算法每个迭代步所包含的更新都是可并行执行的标

量更新，松弛技术使算法获得了比非松弛 ＡＤＭＭ快得
多的收敛速度．实验表明，所提算法的计算机耗时，比
基于ｌｓｑｌｉｎ（）和基于 ＣＶＸ的方法少很多．算法的 ＧＰＵ
实现获得的大加速比，以及加速后计算机耗时不显著

随滤波器阶数变化等结果，表明所提算法具有高度的

并行性和可扩展性．
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