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速率无损失的空间耦合 ＬＤＰＣ码
张亚坤１，周　林１，２，陈　辰１，贺玉成１，２

（１．华侨大学厦门市移动多媒体通信重点实验室，福建厦门３６１０２１；
２．西安电子科技大学综合业务网理论及关键技术国家重点实验室，陕西西安７１００７１）

　　摘　要：　空间耦合（ｓｐａｔｉａｌｌｙｃｏｕｐｌｅｄ）ＬＤＰＣ码为通信系统提供了一种全新的接近容量限的方式，但在耦合过程中
需要额外添加校验节点，因此存在一定的码率损失．为了消除码率损失，提出了一种新型的耦合方式，首位置变量节点的
边展开方式不变，中间位置的边连接到前一个位置的校验节点并依次向后展开，末位置的边与首位置的边成对称分布，

从而得到了一种无需添加额外校验节点，码率无损失的ＳＣＬＤＰＣ码变体结构．在ＡＷＧＮ信道中通过外部信息转移（ｅｘ
ｔｒｉｎｓｉｃｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｒａｎｓｆｅｒ）理论分析及误比特率性能仿真，结果表明：相对于ＳＣＬＤＰＣ码的传统结构，本文提出的 ＳＣＬＤ
ＰＣ码变体结构在链长较短时不仅能避免码率损失，并且具有更优的阈值和译码性能，在未来通信系统中更具优势．
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１　引言
　　空间耦合低密度奇偶校验（ＳｐａｔｉａｌｌｙＣｏｕｐｌｅｄＬｏｗ
ＤｅｎｓｉｔｙＰａｒｉｔｙＣｈｅｃｋ，ＳＣＬＤＰＣ）码是由 Ｌ个完全相同的
原模图［１］（ｐｒｏｔｏｇｒａｐｈ）低密度奇偶校验（ＬｏｗＤｅｎｓｉｔｙ
ＰａｒｉｔｙＣｈｅｃｋ，ＬＤＰＣ）码耦合形成的链型结构，已被证明
在二元删除信道（ＢｉｎａｒｙＥｒａｓｕｒｅＣｈａｎｎｅｌ，ＢＥＣ）和二元
无记忆对称信道（ＢｉｎａｒｙＭｅｍｏｒｙｌｅｓｓＳｙｍｍｅｔｒｉｃ，ＢＭＳ）上
具有阈值饱和效应［２，３］，即其置信传播（ＢｅｌｉｅｆＰｒｏｐａｇａ

ｔｉｏｎ，ＢＰ）阈值能够达到对应规则ＬＤＰＣ码的最大后验概
率（ＭａｘｉｍｕｍＡＰｏｓｔｅｒｉｏｒ，ＭＡＰ）阈值，因此空间耦合的
方式可以得到接近容量限的码字．然而，在耦合过程中
额外添加的校验节点造成了一定的码率损失，使其码

率低于原模图单元．
近年来，针对 ＳＣＬＤＰＣ码的码率方面的主要工作

如下：将边界变量中的小部分设为已知或者仅从一个

边界开始耦合的方法被提出［４］用来减少 ＳＣＬＤＰＣ码的
码率损失，通过移除最右侧一定数目的校验节点以及
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其对应的边得到了阈值相同，码率提高的新型ＳＣＬＤＰＣ
码［５］，随后一种速率兼容的ＳＣＬＤＰＣ码被提出，通过一
个高码率的母码可以得到一系列低速率的 ＳＣＬＤＰＣ
码［６］，为了减少码率的损失，在构造 ＳＣＬＤＰＣ码的过程
中添加额外变量节点［７，８］的方法被提出，此种方法在提

高码率的同时仍保有原结构的阈值特性．
为了完全消除码率损失，本文提出了一种新型的

耦合方式，允许变量节点上的边连接到其前一个位置

的校验节点，而不是从对应位置的校验节点依次向后

连接，得到了没有码率损失的 ＳＣＬＤＰＣ码，通过阈值分
析与ＢＰ译码，表明耦合链长Ｌ较短时，本文设计的 ＳＣ
ＬＤＰＣ码变体在码率与译码性能方面均优于传统的 ＳＣ
ＬＤＰＣ码．

２　原模图ＬＤＰＣ码
　　原模图通常具有较少的节点，可以派生出任意的
Ｔａｎｎｅｒ图，一个码率 Ｒ＝１－ｎｃ／ｎｖ的原模图 Ｇ＝（Ｖ，Ｃ，
Ｅ）包含一组变量节点Ｖ＝｛ｖ０，…ｖｎｖ－１｝，一组校验节点Ｃ
＝｛ｃ０，…ｃｎｃ－１｝，以及一组边Ｅ

［１］．通过“复制和置换”的
操作可以得到较大的派生图，首先将原模图复制 Ｍ份，
然后将连接Ｍ个变量节点与Ｍ个校验节点的相同类型
的边进行置换，从而得到与初始原模图的度分布相同，

码率相同，码长增大Ｍ倍的派生图，因此Ｍ称为扩展因
子．图１（ａ）给出了一个变量节点ｎｖ＝３，校验节点ｎｃ＝
２的（２，３）原模图，图１（ｂ）为将（２，３）原模图进行“Ｍ
ｌｉｆｔｉｎｇ”操作，得到派生图［９］的过程，图１（ｃ）表示当“Ｍ
ｌｉｆｔｉｎｇ”中的Ｍ为特定值３时的情况．

原模图可以由 ｎｃ×ｎｖ的基矩阵 Ｂ表示，Ｂｉ，ｊ表示连
接变量节点ｖｊ与校验节点 ｃｉ之间边的数量

［９］，通常原

模图中的一个变量节点与一个校验节点间可以有多条

边连接．基矩阵Ｂ中的每个非零元素由Ｂｉ，ｊ个 Ｍ×Ｍ的
置换矩阵之和替换，每个零元素由 Ｍ×Ｍ的全零矩阵
替换［１０］，得到 Ｍｎｃ×Ｍｎｖ的校验矩阵 Ｈ．此时原模图
ＬＤＰＣ码的长度为 ｎ＝Ｍｎｖ，码率为 Ｒ１－Ｍｎｃ／Ｍｎｖ＝１
－ｎｃ／ｎｖ．图１（ａ）中的基矩阵为

Ｂ＝
１ １ １[ ]１ １ １

（１）

将式（１）中的基矩阵进行“Ｍｌｉｆｔｉｇ”操作可以得到校验
矩阵Ｈ为

Ｈ＝
Ｔ１，１ Ｔ１，２ Ｔ１，３
Ｔ２，１ Ｔ２，２ Ｔ２，[ ]

３

（２）

其中，Ｔｉ，ｊ表示一个Ｍ×Ｍ的置换矩阵．

３　ＳＣＬＤＰＣ码

３．１　传统的ＳＣＬＤＰＣ码
将Ｌ个不相交的原模图单元通过一定的边缘扩展规

则可以得到（Ｊ，Ｋ）ＳＣＬＤＰＣ码，Ｊ，Ｋ分别为变量节点的度
与校验节点的度．令ａ＝ｇｃｄ（Ｊ，Ｋ）表示Ｊ和Ｋ的最大公
约数，存在正整数Ｊ′和Ｋ′分别满足Ｊ＝ａＪ′，Ｋ＝ａＫ′且ｇｃｄ
（Ｊ′，Ｋ′）＝１［１１］，则原模图单元中（Ｊ，Ｋ）ＳＣＬＤＰＣ码的耦
合宽度ｗ＝ａ－１（只考虑ａ＞１的情况）．假设原模图单元
中有ｎｖ个变量节点和ｎｃ个校验节点，位置ｉ上每个变量
节点的Ｊ条边统一独立的连接到位置为［ｉ，…，ｉ＋ｗ］的
校验节点，同样地，位置ｉ上每个校验节点的Ｋ条边统一
独立的连接到位置为［ｉ－ｗ，…，ｉ］的校验节点．

图２给出了（３，６）ＳＣＬＤＰＣ码的空间耦合过程．图
２（ａ）左侧为一个（３，６）规则ＬＤＰＣ码原模图单元，基矩
阵Ｂ＝［３　３］，右侧为其 Ｌ个复本，图２（ｂ）表示由边
缘展开得到的空间耦合ＬＤＰＣ码，其基矩阵为

Ｂ［０，Ｌ－１］＝

Ｂ０
Ｂ１ Ｂ０
 Ｂ１ 
Ｂｗ   Ｂ０

Ｂｗ Ｂ１
 

Ｂ





















ｗ （Ｌ＋ｗ）ｎｃ×Ｌｎｖ

（３）

其中，Ｂｉ，ｉ＝０，１，…，ｗ满足条件∑
ｗ

ｉ＝０
Ｂｉ＝Ｂ，当 ｗ＝２

１９５２
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时，子矩阵可以表示为 Ｂ０＝Ｂ１＝Ｂ２＝［１　１］．当 Ｌ＝７
时，ＳＣＬＤＰＣ码的基矩阵可以表示为

Ｂ＝

１１００００００００００００
１１１１００００００００００
１１１１１１００００００００
００１１１１１１００００００
００００１１１１１１００００
００００００１１１１１１００
００００００００１１１１１１
００００００００００１１１１

























００００００００００００１１

（４）

３．２　ＳＣＬＤＰＣ码的变体
本节以（３，６）原模图为例，改变边的连接方式，对

ＳＣＬＤＰＣ码进行结构设计［１２］，首尾两端变量节点的边

成对称结构分布，中间位置变量节点的边首先连接到

其前一个位置的校验节点，然后依次向后连接．具体的
耦合过程如下：当ｉ＝０时，位置ｉ上每个变量节点的 Ｊ
条边统一独立的连接到位置为［ｉ，…，ｉ＋ｗ］的校验节
点；当０＜ｉ＜Ｌ－１时，位置 ｉ上每个变量节点的 Ｊ条边
统一独立的连接到位置为［ｉ－ｗ＋１，…，ｉ，…，ｉ＋ｗ－１］
的校验节点；当ｉ＝Ｌ－１时，位置ｉ上每个变量节点的
Ｊ条边统一独立的连接到位置为 ｉ－ｗ，…，[ ]ｉ的校验节
点．由上述的耦合方式得到的 ＳＣＬＤＰＣ码变体如图 ３
所示．对应的基矩阵为

Ｂ［０，Ｌ－１］＝

Ｂ０ Ｂ０
Ｂ１ Ｂ１ Ｂ０
  Ｂ１ 
Ｂｗ Ｂｗ  

Ｂｗ Ｂ０ Ｂ０
 Ｂ１ Ｂ１

 

Ｂｗ Ｂ























ｗ （Ｌｎｃ×Ｌｎｖ）

（５）

当Ｌ＝７时，ＳＣＬＤＰＣ码的变体可以表示为

Ｂ＝

１１１１００００００００００
１１１１１１００００００００
１１１１１１１１００００００
００００１１１１１１００００
００００００１１１１１１１１
００００００００１１１１１１



















００００００００００１１１１

（６）

４　性能分析

４．１　码率分析
由１节可知参加耦合的原模图单元码率为

Ｒ１－Ｍｎｃ／Ｍｎｖ＝１－ｎｃ／ｎｖ （７）
由２１节可知传统规则 ＳＣＬＤＰＣ码的码率为

Ｒ＝１－
（Ｌ＋ｗ）ｎｃ
Ｌｎｖ

（８）

由２２节可知（３，６）ＳＣＬＤＰＣ码变体的码率为
Ｒ＝１－ｎｃ／ｎｖ （９）

式（７）～（９）的大小关系表明，传统的规则 ＳＣＬＤＰＣ码
存在一定的码率损失，且Ｌ越小，码率损失越大，而本文
设计的ＳＣＬＤＰＣ码变体结构，在原模图单元满秩的情
况下，码率无损失．
４．２　阈值分析与译码仿真

密度进化（ＤｅｎｓｉｔｙＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）技术可以分析迭
代译码器的译码收敛性，而外部信息转移（ＥｘｔｒｉｎｓｉｃＩｎ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｒａｎｓｆｅｒ，ＥＸＩＴ）函数［１３］在分析过程中相对简

单，因此得到广泛关注．在本文中采用改进的适用于原
模图ＬＤＰＣ码的ＥＸＩＴ分析方法［１４］，在ＡＷＧＮ信道中对

２９５２
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ＳＣＬＤＰＣ码进行阈值分析［１５］．为了进一步阐述，本节做
如下定义：

·Ｉ（ｊ）ｃｈ：第ｊ个节点输入时，信道的互信息．
·ＩＡｃ（ｉ，ｊ）：输入的信息与相应的码字比特间的先

验互信息．
·ＩＡｖ（ｉ，ｊ）：输入的信息与相应的变量节点间的先

验互信息．
·ＩＥｖ（ｉ，ｊ）：变量节点 Ｖｊ传递给校验节点 Ｃｉ的外部

信息，该信息由ｂｓ，ｊ（ｓ≠ｉ）条边上的信息之和表示．变量节
点的输出等于校验节点的输入，因此ＩＥｖ（ｉ，ｊ）＝ＩＡｃ（ｉ，ｊ）．

·ＩＥｃ（ｉ，ｊ）：校验节点Ｃｉ传递给变量节点 Ｖｊ的外部
信息，该信息由ｂｉ，ｓ ｓ≠( )ｊ条边上的信息之和表示．校验
节点的输出等于变量节点的输入，因此，ＩＥｃ（ｉ，ｊ）＝ＩＡｖ
（ｉ，ｊ）．

·ＩＡＰＰ（ｊ）：通过 Ｖｊ得到的后验概率似然比与码字
比特ｘｊ之间的互信息．

若一个二进制随机变量 Ｘ满足 Ｐｒ（Ｘ＝＋ｕ）＝
Ｐｒ（Ｘ＝－ｕ）＝１／２，且一个连续的随机变量 Ｙ的均值为
Ｘ，方差σ２＝２ｕ，则Ｊ（σ）表示二进制输入高斯白噪声信
道的容量［１５］．

Ｊ（σ）＝１－∫
＋
!

－
!

１
２πσ槡

２
ｅ－

（ｙ－σ２／２）２

２σ２ ·ｌｏｇ２（１＋ｅ
－ｙ）ｄｙ

（１０）
ＳＣＬＤＰＣ码的变量节点的数目Ｔ＝Ｌ·Ｍ·ｎｖ，校验

节点的数目Ｑ＝Ｌ·Ｍ·ｎｃ．在求解 ＳＣＬＤＰＣ码阈值的
过程中，设定阈值的自减步长为００１ｄＢ，最大迭代次数
Ｉｍａｘ＝５０００，循环终止条件为１－ＩＡＰＰ（ｊ）＞１０

－４，具体的

求解过程如下：

（１）设定初始阈值（信噪比）；
（２）初始化：Ｉ（ｊ）ｃｈ ＝Ｊ（σｃｈ，ｊ），ｊ＝０，…，Ｔ－１，其中

σ２ｃｈ，ｊ＝８Ｒ
Ｅｂ
Ｎ０

（１１）

式（１１）中：Ｒ为ＳＣＬＤＰＣ码的码率；
（３）变量节点到校验节点的更新：ｊ＝０，…，Ｔ－１；ｉ

＝０，…，Ｑ－１；ＩＡｖ（ｉ，ｊ）＝ＩＥｃ（ｉ，ｊ），
ＩＥｖ（ｉ，ｊ）＝

Ｊ ∑
ｓ≠ｉ
ｂｓ，ｊ［Ｊ

－１（ＩＡｖ（ｓ，ｊ））］
２＋［Ｊ－１（Ｉ（ｊ）ｃｈ）］槡

( )２

（１２）
（４）变量节点到校验节点的更新：ｊ＝０，…，Ｔ－１；ｉ

＝０，…，Ｑ－１；ＩＡｃ（ｉ，ｊ）＝ＩＥｖ（ｉ，ｊ），
ＩＥｃ（ｉ，ｊ）＝

１－Ｊ ∑
ｓ≠ｊ
ｂｉ，ｓ［Ｊ

－１（１－ＩＡｃ（ｉ，ｓ））］
２＋［Ｊ－１（１－Ｉ（ｊ）ｃｈ）］槡

( )２

（１３）
（５）ＡＰＰＬＬＲ互信息进化：ｊ＝０，…，Ｔ－１，

ＩＡＰＰ（ｊ）＝

Ｊ ∑
ｓ
ｂｓ，ｊ［Ｊ

－１（ＩＡｖ（ｉ，ｊ））］
２＋［Ｊ－１（Ｉ（ｊ）ｃｈ）］槡

( )２

（１４）
（６）如果满足１－ＩＡＰＰ（ｊ）＞１０

－４且达到最大迭代次

数Ｉｍａｘ＝５０００，则终止，否则阈值自减００１ｄＢ，返回步骤
（３），继续进行迭代．

通过以上步骤得到空间耦合 ＬＤＰＣ码的阈值与耦
合链长Ｌ的关系如图４所示．由图４可知，在耦合链长Ｌ
较小时，ＳＣＬＤＰＣ码变体结构的阈值更接近（３，６）规则
ＬＤＰＣ码的ＭＡＰ阈值，随着耦合链长的增加，变体结构
与传统结构的阈值差距越来越小直至传统结构的阈值

性能优于变体结构．传统结构的两端存在度分布为２的
校验节点，然而，变体结构中不存在此类校验节点，因此

在耦合链长Ｌ较短时，传统结构受到此类校验节点的影
响较大，阈值性能较差，变体结构不受此类节点的影响，

阈值性能较好．

在已知阈值与耦合链长的情况下，采用 ＢＰ译码算
法对码字进行性能仿真，码字的耦合链长 Ｌ分别为１０，
２０，对应的规则（３，６）ＳＣＬＤＰＣ码的码率为０４，０４５，
（３，６）ＳＣＬＤＰＣ码变体的码率恒为０５，对应的扩展因
子Ｍ分别为２０００，１０００，由码长 Ｃ＝２ＬＭ可知，对应
的码长均为４００００ｂｉｔ，得到的仿真图如图５所示．

图５给出了对应的阈值与误码率曲线，从左至右，阈
值依次为０８４，０８８，０９５，１３７ｄＢ，实线为变体结构，虚线

３９５２
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为传统结构，可以看出性能最好的两条误码率曲线分别

是耦合链长Ｌ＝１０与耦合链长Ｌ＝２０的ＳＣＬＤＰＣ码变体
结构．变体结构与传统结构相比更接近容量限，当耦合链
长Ｌ＝１０时，大约有０２ｄＢ的增益，当耦合链长 Ｌ＝２０
时，大约有０１５ｄＢ的增益，随着耦合链长的增加，增益逐
渐变小，因此对于长码来说，耦合长度越短，变体结构的

性能优势越明显．此外，对于中、短码是否同样具有类似
的性能，需要在未来工作中做进一步的研究．

５　结论
　　为了避免ＳＣＬＤＰＣ码在耦合过程中造成的码率损
失，本文提出了无需额外添加校验节点的新型耦合方

式，允许首尾变量节点的边对称分布，中间位置变量节

点的边连接到其前一个位置的校验节点上，得到了完

全消除码率损失的 ＳＣＬＤＰＣ码变体结构．在 ＡＷＧＮ信
道中，采用ＥＸＩＴ函数的方法进行阈值分析得出，在一
定的耦合长度范围内，链长越小，ＳＣＬＤＰＣ码变体结构
的阈值性能越优异，最后通过 ＢＰ译码算法进行译码仿
真，结果表明 ＳＣＬＤＰＣ码变体结构的误码率曲线比传
统结构更接近香农限．
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